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Y'orrede. 


Wenn icii bei der Herausgabe des zweiten Bandes der „Vorlesimgen 
liber die Tlieorie der elliptisclien 'Modulfunctionen'^^ nocli einmal die 
Gelegenheit zu einigeii eiiileiteiiden Worten ergreife, so lasse icii mieh 
dabei durcli eine didactiscbe Absicht leiten. Infolge des nicbt geringen 
Umfanges, den die Bearbeitnng der Modulfunctionen angenommen hat, 
liegt namlich einigermassen die Gefahr vor, dass zumal dem Studieren- 
den bei der Lecture des Werkes und bei der Aufsucliung seiner Haupt- 
gedanken die Zeit mangelt oder die Kraft erlahmi Nun ist ja freilieh 
die Umfanglichkeit des vorliegenden Buclies zum guten Teil eine Folge 
jener Breite der Darstellung, deren icli mich eben zur Erleiehterung 
des einfiilirenden Stadiums von vornherein befleissigt babe, Andrer- 
seits stellen doch zahlreiche Entwicklungen nur eine Art Concession 
an sonstige Auffassungsweisen nnserer Gegenstande vor, andere Unter- 
suchungen wieder haben nur den Gharakter von Einzelaiisftihrungen, 
denen ein s^^stematisehes Stadium ohiie Einbusse fxir das Gesamtver- 
standnis wenigstens nieht uberall gewidmet zu werden braucht. Dabei 
ist es zweifellos fiJr den Anfanger nicht immer leicht, einer gerade 
voidiegenden Untersueliung sogleich mit sicherem Urteil anzasehen, 
welche Stellung derselben im Gesamtaufbau des Baches zukommt; 
ieh glaube demnach der Brauchbarkeit des letzteren nur dienen zu 
konnen, wenn icli hier in der fraglichen Hinsicbt ein paar Finger- 
zeige zu geben mir erlaube. 

Jedenfalls denke ieh es mir weitaus am zweckmassigsten, das 
Studiuni des Buches mit den drei ersten Kapiteln des zweiten Ah- 
schnitts zu beginnen, wobei man gern, wenn man will, die auf Ab- 
schnitt I zuriickbeziiglichen §§ 6 bis 8 im Kapitel II, 1 zuvbrderst 
xiberspringen mag. Immerhin wird § 9 verstandlich sein, wenn man 
sich nur den Begriff der Modulsubstitution aus Abschnitt I aneignen 
wilP). Demnachst wiirde das systematische Studium des Kapitels I, 3 

*) Zur Auffindung der betreffenden Stellen bediene man sich des am Sclilusse 
vorliegenden Bandes angefugten Sacbregisters. 
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anzuempfelilen sein^ insoferii in den vier bis nun genannten Kapiteln 
das eigentlicbe Fundament fiir die Theorie der Modulfunctioueii yai 
erblicken ist« Wenn sich iibrigens im zuletztgenaniiten Kapitel 3 
zablreicbe Bezieliungen teils auf vorangegangene Entwicklimgen teils 
auf die Vorlesungen fiber das Ikosaeder finden^ so hoffe icli sollen 
dieselben mebr anregen als das Ver^tandnis erscliweren. 

Die Bezugnahme auf die Tbeorie der elliptisclien Functionen in 
ibrer liergebracbten Gestalt weist aus dem wesentlichen Gedankenkreise 
des Buches hinaus. In diesem Sinne kann ich nur sebr betonen, dass 
die Kapitel I; 1 und Ij 2 sowie Teile von I, 4 in keiner Weise zu den 
grundlegenden zu rechnen sind, dass ihnen vielmebr nur eine beililufige 
Bedeutung zuzureclinen ist. Icli kanu demnacli aiicli nur raten, mail 
wolle sich beim anfangliclien Studium nach Absolvierung der vier 
oben genannten Kapitel II, 1, 2, 3, I, 3 sogleieh die beiden Grund- 
probleme der Modullehre zu eigen machen^ wie sie im Kapitel 1^ 4 
Seite 139 fif. entwickelt sind, urn demnachst in einer gleich zu bezeich- 
nenden Weise das Studium fortzusetzen. Im librigen wird der Kenner 
der Ikosaedertheorie schon von selbst nach der ausfuhrlichen Begriin- 
dung jener beiden Grundprobleme in den §§ 6 bis 13 des Kapitels I, 4 
greifen. Dass aber dureh das Kapitel I, 2 sowie durch die Anfangs- 
paragraphen von I, 4 die Wiinsche der Differentialgleichungstheoretiker 
ausreichende Berucksichtigung gefunden haben, darf ich gewiss hoffen. 

Als ganz wesentliche Erbrterungen muss ich jetzt weiter diejenigen 
bezeiohnen, welche den Inhalt der beiden Kapitel II, 4, 5 ausmachen. 
Zumal sind es die geometrischen XJberlegungen und Massnahmen, die 
hier durch imnier erneute Einiibung zur Gewohnheit werden sollen; 
und es ist eine durchaus missversFandiiche Auffassung, wollte man in 
den fraglichen Kapiteln der Geometric nur eine nebensachjiche E-olle, 
etwa als Mittel der Veranschaulichung sonstiger (analytischer) Mass- 
nahmen, zuerteilen. Die hier bezweckte Schulung in der anschauungs- 
massigen Behandlung gruppentheoretischer und functionentheoretischer 
Gegenstande ist namentlich auch fur die Theorie der automorphen 
Functionen (auf welche unser Buch doch vorbereiten soli) von der 
allergrossten Wichtigkeit. 

Weit eher diirfte in den beiden folgenden Kapiteln II, 6, 7 eine 
Kurzung der Lecture zulassig sein; ich kann hier als unentbehrlich 
geradezu nur die drei ersten Paragraphen von II, 6 und die funf 
ersten von II, 7 bezeichnen. Alles iibrige, sowie namentlich auch die 
beiden Kapitel II, 8 und II, 9 haben den Oharakter von Einzelaus- 
ftihrungen. Hiermit soil diesen Specialentwicklungen die Bedeutung, 
welche sie fiir sich ha^en mbgen, keineswegs abgesprocheii werden; 
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es ware ja in der That unzweckmassig gewesen, batten wir bis daliin 
bestandig Hiilfsmittel auf Htllfsmittel fiir kiinftige Untersuchimg ge- 
liaiift, wenn wir deren Brauchbarkeit nun nicht auch unmittelbar an 
cler Materie unserer Dntersuchung aufweisen wollten. Gleichwohl muss 
man es einigermassen dem Leser tiberlassen, aus den mannigfaclien 
gruppentheoretischen Einzelheiten der genannten Kapitel nach eigenem 
Urteil und Geschmack eine Auswahl zu treffen, Es sei nar noch be- 
toiit^ dass die lialbmetacyclischen Untergruppen von pag. 460 in deii 
spliteren Teilen des Werkes immer wieder eine Rolle spielen, und 
dass vor allem der pag. 489 formulierte wunderbare Satz von Galois 
im Verein mit seinen kiinftigen Anwrendnngen (pag. 646 und 749 
im ersten Bande, pag. 419 des zweiten Bandes) wohl die schonste 
Zierde der Theorie der Modulfunctionen geliefert hat. 

Die fimctionentheoretischen Ausfulirungen betreffend, so greifen 
die beiden Kapitel III, 1 , 2, und dann zugleich auch ihre Fortsetzung 
ini zweiten Bande (Kapitel VI, 1, 2 daselbst) iiber die eigentliclie 
Gedankenentwicklung der Modulfunctionen hinaus, insofern die ge- 
nannten Kapitel einen fur sich stelienden Abriss der allgemeinen Rie- 
mann^schen Theorie der algebraischen Functionen liefern. Dass in 
der Fortentwicklung der Modulfunctionen librigens immer nur einzelne 
Resultate der genannten allgemeinen Theorie zur Verwertung kommen, 
durfte nicht hindern, dem Leser die Kenntnisnalime auch des Weges, 
der zu diesen Resultaten hinfiihrt, wenigstens zu ermoglichen. Aber 
icli kann nicht zweifeln, dass ein Leser, welcher sich nur den Sinn 
der Existenzthepreme, die Eigenart der Functionen 9 ?, sowie endlich 
einiges Wenige iiber die curventheoretische Vorstellungsweise zu eigen 
gemacht hat, in den Abschnitten III, IV, V kaum Schwierigkeiten 
finden wird. Das voile Verstandnis der allgemeinen Theorie der alge- 
braisclien Correspondenzen und der Modularcorrespondenzen setzt in- 
dessen durchaus einen etwas weiter gehenden tJberblick iiber die Theorie 
der algebraischen Functionen voraus und erfordert das eingehendere 
Studium der genannten Kapitel. 

Die Anwendbarkeit der allgemeinen Riemann^sqhen Existenztheo- 
reme auf das functionentheoretische Grundproblem der Modullehre 
fiihrt im Kapitel III, 3 zur allgemeinen Auflosung dieses Problems, 
und man darf in diesem Sinne das Kapitel III, 3 als den wesentlichen 
Mittelpunkt des ganzen Werkes ansehen. Von den weiter folgenden 
vier letzten Kapiteln des dritten Abschnitts gilt wieder dasselbe, wie 
von den Schlusskapiteln des zweiten Abschnitts, namlich dass sie 
Einzelausfiihrungen darstellen, und zwar hier von der allgemeinen 
Theorie in III, 3. Dass hierbei die weitaus interessanteste Theorie 
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(ler siebeiiteii Stufe an die letzte Stelle geliiiigte; liat seinen Oruiul 
in der Absicht, class ihr gegeniiber Entwicklimgen^ wie die zur acMeu 
und seclizelinten Stufe geliorenden, die doeh zumal aucli liistoriscli 
einiges Interesse beanspruclien, iiicLt gar zu selir in den Hintergrund 
gedrangt erscheinen inbcliten. 

War sclion im bislierigen dem Leser inebrfacli anlieimgestelltj 
gemass seinen eigenen Zwecken eine Auswahl aus dem dargeboteneii 
StofPe zu treflfeiij so gilt dies in nocli weit liolierem Grade von dem 
gesamten Inbalte des zweiten Baiules. Umfangreiche Partieen sind liier 
als zur Theorie der elliptisclien Punctionen gelibrig anzuselien, imd 
dies gilt in erster Linie voni grossten Teile des vierten Absclinitts. 
Die Transformationstlieorie nimmt liier im Gegensatze zur Teilung 
der doppeltperiodisclien Functionen den breiteren Raum ein; und icli 
will niclit unterlassen, das Kapitel IV, 2 sowie die Paragraphen 6, 7, 
8 und 9 im Kapitel IV, 3 als die wiclitigsten zu bezeiclineu. Mit 
den fiinf ersten Paragraplien des Kapitels IV, 3 aber ist es ein eigen 
Ding. Zur systematiscben Ableitung der in der Transformationstlieorie 
lioherer Stufe eintretenden Fragen erschieii mir die Eiiisclialtung der 
abstracten und folglicli scliwierigen Uberlegungen in §§ 3 und 4 des 
in Rede stelienden Kapitels notig; aber die Mogliclikeit der Trans- 
formationsgleiclinngen und speciell der Modulargleicliimgen in ^Special- 
fallen^^ von Congruenzmoduln liolierer Stufe wire! man mit lltllfe der 
§§ 6 E von IV, 3 siclier aucli obiie die allgemeinen Principien in 
§§ 3, 4 klarlegeu konnen. Als zwei weiterliin gar nicht mebr zur 
Verwendung kommende Entwicklungen mochte icli endlicb die in § 10 
und 11 des fragliclien Kapitels bezeicliiien. 

Es ware wolil nutzlos, die Anweisiingen fiir clas.Studium des vor- 
liegenden Werkes in der bislierigen detaillierten Weise fortzufLihreo. 
Es wird sicli aus den iibrig bleibenden Kapiteln des zweiten Bandes 
aucb ohnedies der Geometer die Theorie der elliptisclien Normalcurven 
und die der Correspondenzen herausgreifen, der Analytiker aber die 
Darstellungen in den Kapiteln V, 2 bis V, 4, zumal die merkwilrdigen 
Potenzreilien in V, 3. Es findet des ferneren der Aritlimetiker die 
mannigfaclien Anwendungen auf die Theorie der binareii quadratischen 
Formen und ihre Classenzahlrelationen vor, wabrend endlieh fiir den 
Functionentheoretiker der Ausbau der Theorie der elliptischen Func- 
tionen nach Seite der Modulargleiclinngen und - Correspondenzen in 
Betracht kommi 

Nur in letzterer Beziehung sei liier noch eine Bemerknng ge- 
stattet, Man wird vielleicht finden, dass die Theorie der Modular- 
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gieicliimgen in Absclinitt V zu weit in die Einzellieiten liineingetrieben 
sei. Icb kann bieranf — wenn anders es iiberlianpt einer Abwekr 
bedarf — niir mit dem gleiclien Gedanken antworteii, den ich mir 
oben sclion einmal erlaubte: was liilft die wiederkolte Angabe, diircli 
die Tlieorie cler Modulfunctionen seien die tlberkominenen Probleme 
der elliptiscben Punctionen ein gut Teil weiter gelost^ wenn wir nicbt^ 
wo es angebt, zeigen, dass dem wirklicb. so ist! 

Unserer Beliandlung der Modularcorrespondenzen entspringt Yiel- 
leicht der gegenteilige Vorwurf, nicht liinreicbend weit den Einzel- 
entwicklungen gereeht zu werden, die bier einmal vorliegen. Der 
Kuiidige weiss ja, dass es sich bier um das vielumworbene Gebiet 
der ^-Relationen und irrationalen Modulargleicbungen bandelt. Gewiss 
sei gleicb zugegeben, dass nur ein sebr begrenzter Ausscbnitt aus den 
Yielfaclien bierber gebbrenden Untersucbungen directe Berucksiebtigung 
(in VI, 6) finden konnte. Aber bier lag es aueb durcbaus nicbt im 
Sinne unseres Werkes, das Uberkommene durcb neue Einzelresultate 
zu liberbieten: vielmebr lag aller Nacbdruck darauf, an einer enge 
umgrenzten Auswabl von Beispielen* die neue Auffassung der irratio- 
nalen Modulargleicbungen klarzulegen, die dann ktinftigbin ibren Weg 
aueb zu den librigen '9’ - Rel ationen finden mag. Und der Wert dieser 
neuen Auffassung scbien darin zu besteben, dass die irrationalen 
Modulargleicbungen nicbt als unverstandene Producte einer zufallig 
geleiteten analytisclieii Recbnung erscbienen, dass sie vielmebr als 
Darstellungsformen gewisser Modularcorrespondenzen und damit als 
notwendige Gliecler einer* geometriscb-algebraiscben Gedankenentwick- 
lung auftraten, deren wirksame Zugkraft man in sonstigen Gebieten 
der Functionentbeorie nicbt in Frage stellt. — 

Yielleicbt sollte icb bier am Scblusse des Vorwortes mir nocb eine 
kurze Mitteilung iiber die geplante Fortsetzung der ^Vorlesiingen liber 
die Tbeorie der Modulfunctionen'^ erlauben; aber icb komite dock 
nur wiederbolen, was in Anbetracbt einer kiinftigen Bebandlung der 
„automorpben Functionen" in den Schlusszeilen unseres gegenwartigen 
Bucbes ill Aussicbt genommen ist. 

Kiel, den 31. Juli 1892. 


Robert Fricke. 
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Vierter Absclinitt. 


Emfubrung you Teilungs- und Transfomationsgrossen und 
deren algebraischen Relationeii. 

Erstes KapiteL 

Die Teilwerte doppeltperiodischer Functionen und die 
speciellen Teilungsgleicliungen. 

In der Einleitnug zum ersten Absclinitt unserer Entwicklungen 
liber die -Modulfunctionen baben wir bereits auf die* enge Beziebung 
der letzteren zur Tbeorie der elliptiscben Functionen bingewiesen. Es 
trat aber diese Beziebung im weiteren Portgang der gruppentbeoreti- 
scben sowie functionentbeoretiscben Erorteriingen, wie sie im zweiten 
und dritten Abscbnitt zu entwickeln waren^ durcbaus zuriick. Nunmebr 
aber wollen wir jene Beziebung wieder aufnebmen und es geradezu 
als wesentliclisten Zielpunht unserer hUnftigen Entwicklungen Mnstellen^ 
dass wir das Ineinandergreifen der beiden genannten mathematischen Dis- 
ciplinen insoiveit besclireihen wollen , als uns das lieutmdage vorliegende 
Untersuchungsmaierial die Mittel dam giebt, Man wird dabei zuvorderst 
die im ersten Bande gewonnenen functionen- und gruppentbeoretisebeii 
Anscbauungsweisen auf ibre Braucbbarkeit priifen wollen, welcbe ihnen 
bei der Auflosung der fiir uns in Betracbt kommenden Probleme der 
tiberlieferten Tbeorie der elliptiscben Functionen zukommt. Indem wir 
diese Absicbt zu einem Teile im gegenwartigen vierten Abscbnitt 
durcbfubren, werdeu wir von den in Rede stebenden Problemen und 
ibrer Auflosung nicbt nur ein in mancbem Betracbt inb altvolleres, 
sowie der Natur moglicbst gemasse^ Bild entfalten, sondern wir werden 
aucb in einer zielbewufsten Portentwicklung jener Probleme iiber den 
Rabmen der Uberlieferung binaus gefubrt werden. Im folgenden 
ftinften Abscbnitt sollen uns dann umgekebrt die doppeltperiodiscben 

Klexn-Fricke, Modulfimctionen. 11, . 1 
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Functionen Hilfe leisten^ um die functionentheoretische Betrachtimp; 
der Coiigruenzmoduln und die Losung unserer algebraisclien Funda- 
mentalaiifgaben bis zu demjenigen Abscliluss zu fiihren, welclier nacli 
den bezilgliclien Entwicldangen im ersten Bande erwimsclit sein muss. 
Endlich soli der secliste Absclinitt fur ein vom vierten ber bleibendes 
Problem die Erledigung bringen, die wir darum hinausscliieben raiissen, 
weil sie sich erst naeb Einschaltung gewisser allgemeiner Unter- 
sucliimgen gestalten lasst; es werden diese letzteren Untersucbungen 
eine Weiterfiihrung jener grundlegenden functionentheoretisclien Ent- 
wicHungeii darstellen, mit denen wir den dritten Absclinitt begannen, 

Sei ilbrigens vorweg noch folgende Bemerkung gestattet. Eine 
erschopfende Behandlung aller somit in Aussicht genommenen TJnter- 
suchungen ist gegenwartig fiir uns weder moglich noch erforderlich. 
IJberall werden wir uns yielmehr damit begntigen dtirfen, durch Be- 
schreibung der zur Zeit wirklieh ausgefiihrten Untersucbungen den 
Weg gewiesen zu haben^ den eine fur die Zukunft anznstrebende 
allseitige Durchfiihrung unseres Programms zu gelien hatte. Ein 
tieferes Eingehen auf die uberlieferte Theorie der elliptischen Functionen 
selbst erachten wir gleichfalls nicht als zu unserer Anfgabe gehorig; 
wir diirfen, was die Einzellieiten der fruheren Entwicldung angeht, 
auf die alteren Lehrbuclierj vornehmlich aber auf die umfassende ge- 
schichtliche Darstellung des Enneper^schen Werkes verweisen*). Auf 
der anderen Seite wollen wir schon bier auf das neuerdings erscbie- 
nene Bueb von Hrn. H. Weber tiber ,jEUiptische Functionen und 
algebraisclie ZaMen^^ aufmerksam macben"^*), in welcbem namentlich 
der dritte^ aritbmetiscbe Teil mancben bislang scbwieriger zugang- 
lichen Gegenstand dem allgem einen Verstandnis gewonnen hat. 

§ 1. Crrnppentheoretisclie Grundlagen fiir die Theorie der 
elliptischen Fnnctionen. 

Die doppeltperiodiscben Functionen p und p' lernten wir in 1 
p. 149 u. als von den drei Argumenten u, cog abhangige 

Functionen kennen, die unverandert blieben einerseits bei Ausiibung 
einer beliebigen homogenen Modulsubstitution (also einer linearen Sub- 
stitution der (x)^^ g >2 allein)j andererseits bei Vermehrung des u um 

Enneper, Theorie und Geschichte der elliptischen Functionen , 2. Aufl.., 
bearbeitet von Felix Muller (Halle, 1890). 

Braunscbweig, 1890. 

Wir geben die Citato auf den ersten Band stets in dieser Form; Citate 
init blosser Seitenzabl bezieben sicli immer auf den vorliegenden Band. 
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garizzahlige Vielfache der Perioden cd ^, ojg. Die beiderlei auf die Ar- 
gumente ausgeiibten Um an der ungen zieben wir dadurcb in eins zu- 
sammen, dass wir auf die drei Yariabelen u, (Ug eine heliebige ternlire 
gammhlige Substitution det' Determinante 1 und der Gestalt: 

(1) Co/ = aOj + (O.2' — y GD^ -j- d (D2 

ausgeubt denken. Diese Substitutionen bilden in ihrer Gesamtheit 
eine terndre Gruppe, die ’ heisse, und es gelten filr die Combination 
zweier in ibr entbaltenen Operationen in einer sofort verstandlichen 
Bezeichnungsweise die Regeln: 

( m/' = m/ + m>-^a + j ^2^" = ^^2" + + ^2^', 

^ \ a' — aa — a ^ d\ y"=ya-\-dy\ S'" — y dd\ 

A lie Operationen der von der Gestalt: 

(3) U == U + + mgCOg 7 7 ^^2'' = 0^2 

bilden eine in der entbaltene ausgemichnete undre XJntergnippe^ 
die wir nennenj und auf der anderen Seite bilden alle Operationen: 

(4) u — u, (0^ = a (o^ -{- = y CO I d CO2 

eine nicht-ausge^eichnete bindre Untergruppe die wir direct als die 
bomogene Modulgruppe auffassen konnen. Hier konnen wir nun durcb 
Anwendung der Begriffsbestimmungen der Gruppentbeorie auf fur 
die Tbeorie der doppeltperiodischen Functionen in derselben Weise 
ein system atiscb geordnetes Bild gewinnen, wie wir dies bislang durcb 
entsprecbende Betracbtungen auf dem engeren Gebiete der elliptischen 
Modulfunctionen allein getban baben. Es mogen bier einleitend die Grund- 
lagen einer solcben Betracbtungs weise in aller Kxirze skizziert werden. 

Fiirs erste konnen wir nacb den Untergruppen der fragen. 
Dabei ist es freilicb nicbt der allgemeinste Ansatz, aber es reicbt docb 
fur unsere Zwecke vollig aus^ wenn wir folgenden zuvorderst an die 
ankntipfenden Gedankengang einscblagen. Die Untergruppen eines 
endlicben Index der Gruppe sind, wie man sofort bemerkt^ aus- 
nabmslos Congruenzgruppen, und wir konnen deren Gesamtbeit durcb 
den bereits in I p. 320 u. f. ausgebildeten Entwicklungsgang . in Br- 
fabrung bringen. In diesena Sinne reduciere man modulo n auf 
eine endlicbe Gruppe der Ordnung welcb^ letztere nunmehr in 
ibre Untergruppen zu zerlegen ist. Unter den modulo n incon- 
gruenten Zablenpaaren mg giebt es aber im ganzen <p(n) • ’ip(n) 
solcbe Paare^ bei denen der grosste gemeinsame Teller von 
prim gegen n ist*). Jede zugehorige Substitution u = u-\- 

Die Bedeutiing von cp nnd ^ findet man in I p. 460 angegeben. 

1 * 
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erzeugt modulo n eiiie cycliselie Gny welche offenbar nocli aus (p(n) — 1 
weiteren, in ilir entbaltenen Substitutionen dieser Art liiitte hergestellt 
warden konnen. Wir finden solcberweise innerhalb der im ganzen 
^ 0 ^) cycliscbe Gn^ denen wir ebenso viele Untergruppen der 
zuordnen; diese Congruenzgruppen sind zwar niclit inner- 

balb der gleichberecbtigt, sie werdeu es jedocb innerbalb 
wie wir nebenlier bemerken. Hierixber hinaus notieren wir auch noeli 
die Hauptcongruenzgruppe Stufe welche der identischen Sub- 
stitution der zuzuordnen ist. 

Indem wir auf der anderen Seite die fiir sich einer analogen 
Betracbtung unterziehen, kommeii wir direct zum ursprlinglichen 
gruppentheoretiscben Modulproblem zuriick. Es wird sich dann aber 
weiter darum handeln^ durch Combination der Untergruppen von 
mit denen von ternare Untergruppen von zu gewinnen, und 
in diesem Betracbt findet sich eine gewisse, wenn auch nicht weit 
reichende organische Beziehung zwischen den beiden Gruppen und 
Combinieren wir ndmlich eine jener ipin) Gruppen mit einer 
TJntergruppe von F^^^ %md verlangen, dass die ersten Zeilen in den 
Substitutionen der so er^eugien Grtippe nur Operationen der fI^^ aufweisen 
sollen, so muss Fjf^ in einer gewissen der 7lj(n) gleichberechtigten Gongruenss- 
gruppen Stufe enthalten sein (cf. 1 p. 461). Ist z. B. F^ ^ durch 
mi = 0 , (mod. n) definiert, so folgern wir aus ( 2 )^ dass die soeben 
formulierte Bedingung nur unter der Voraussetzung y' — 0, (mod. n) 
erfiillt sein kann; durch diese letztere Oongruenz ist aber gerade eine 
jener Gruppen festgelegt. Indem wir die Fi^^ einzeln geradezu 

mit ihren zugehorigen F^^ combinieren, entspringen ^(w) gleiehbe- 
rechtigte ternare Congruenzgruppen Stufe — Neben ihneii 

merken wir vor allem noch die ternare Hauptcongruenzgruppe Stufe 
an, die alle modulo n zur Identitat congruenten ternaren Substitutionen 
( 1 ) urafasst, und deren Index in der gesamten F^^^ sich zu n^(p(n)i)(n) 
berechnet. Durch Zerlegung der zugehorigen endlichen Gn^tp^p in ihre 
Untergruppen konnten wir in bekannter Weise alle ternaren Oongruenz- 
gruppen Stufe ableiten. Die hier zu Tage tretende endliclu^ 
Gruppe Gn^epyj ist im Falle n = 2 eine G 24 vom Oktaedertypus, im 
Falle n = S eine G^^q, die eine auch von anderer Seite her bekannte 
Structur zeigt u. s. w."^). 

Untergruppen der welche nicht mehr allein durch Congruenzen he- 
ztiglich eines festen Zahlmoduls definierbar sind, haben wir hier ganz ausser Acht 
gelassen; es warden andernfalls unsere gleich zu entwickelnden functionentheore- 
tischen Uormnlierungen txl weit iiber das hcrgebrachte Schema der olliptiachcn 
Functionen hinausgreifen. 
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Filr das Studiiim der Untergruppen von kann man von der 
Farallelogrammteikmg der tt-Ebene genau denselben Gebrauch machen, 
zu welchem wir beim gruppentheoretischen Grundproblem des zweiten 
Absclinitts die Modulteilimg beranzogen. Die Fundamentalpolygone 
der ^e-Ebene sind dabei in einfachster Weise stets ParallelogrammCj 
deren gegeniiberliegende Seiten jeweils auf einander bezogen sind. 
Insbesondere aber werden wir der ternaren Hauptcongruenzgruppe 
als Fundamentalbereicli ein Paar von Polygonen zuweisen: das 
eine ist ein Parallelogramm der ««-Ebene, das aus Elementarparal- 
lelogrammen bestelit, das andere ist das in der o-Halbebene gelegene 
Polygon der Hauptcongruenzgruppe Stufe In analoger 

Weise gestaltet man auch fiir die ^ Gruppen Paare von Poly- 
gonen der ^^Ebene und der co-Halbebene zu Fundamentalbereichen. 


§ 2. Hinzutretende fnnctionentlieoretiselie Momente. Entwieklnng 
der Grnndprobleme der Theorie der elliptisclien Fnnetionen. 

Den voraufgebenden gruppentheoretisclien Uberlegungen reiben 
sicli nun unmittelbar die nacbfolgenden functionentbeoretiscben an: 

Eine eindeutige, homogene Function der drei Arguments u, 
henennen wir stets und nur unter den drei folgenden Bedingimgen als 
eine doppeltperiodische oder elliptische Function n^^^ Stufe: 

sie miss ungedndert bleiben, wenn man auf Hire Arguments eine 
Operation der Hauptcongruenzgruppe ausubt; 

sie sollj bei stehenden coj, Function von u gedeutet, im Fimda- 

mentalparallelogramm der wesentUch singiildre Punhte nicht atifweisen; 

sie soil endlich fur constants Werte des u als Function der , (d^ 
den Gharahter einer algebraischen Modulform n^^^ Stufe besitzen (cf. I 
p. 616 u. 

Als die beiden Grnndprobleme der Tbeorie der elliptiscben Func- 
tionen aber konuen wir die folgenden anreiben: Erstlich soil man 
elliptische Functionen ersfer und hoherer Stufe wirMich bilden, furs ztveite 


Man vergl. iibrigens hiermit die Definitionsweise der hyperelliptisclien 
Functionen bei Burkbardt, Systematik der hyperelliptischen Functionen (nacb 
VortrUgen von F. Klein), Math. Ann. Bd. 35 p. 217ff. (1889); die betreffende 
Definition kann dort allerdiugs nicbt ganz so principiell gefasst werden, wie bier 
im Texte fur die elliptiscben Functionen gescbiebt, weil man im Falle der byper- 
elliptiscben Functionen immer mit Functionen mebrerer Variabelen zu tbnn bat, 
deren algebraiscbe Singularit’aten siob minder einfacb cbarakterisieren lassen, 
auch statt der Fundamentalpolygone Fundamentalraume in Betracht zu zieben 
sind, deren Eigenart man nocb nicbt beberrscht. 
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dber die mischen alien diesen Grossen hestelienden Bemhungen der Unter- 
suclmng unterwerfen. 

In dieser principiellen Weise ist das Problem der elliptischen 
Functionen explicit wobl noeh nicht gestellt worden. Inzwischen bat 
sicli die historiscbe EntwicMung der Tbeorie tbatsacblicb in der somit 
bezeichneten Richtung bewegt; wobei eine directe Auflosung allerdings 
nur fur die beiden niedersten Falle der ersten und zweiten Stufe ge- 
geben wurde: fiir die erste Stufe liegt die Weierstrass^scbe Tbeorie 
vor, fiir die zweite aber die Jacobi’scbe (womit zugleicb das gegen- 
seitige Verbaltnis dieser beiden Tbeorien auf das einfachste gekemi- 
zeicbuet ist). In der That erbennt man sofort in p{u 1 co^)^ 

p\u I £»!, cog), elliptiscbe Functionen erster Stufe und bat um- 

gekebrt den Satz, dass jede solclie Function erster Stufe rational in 
Pj P\ 92 j 9z darstellbar ist. Der zweiten Stufe liegt, wie wir bemerkten, 
eine ternare G^^ vom Oktaedertypus zu Grunde, und in letzterer giebt 
es bekanntlich drei gleicbberecbtigte G 2 , welche zusammengefllgt die 
ausgezeicbnete Vierergruppe innerbalb der G^^, bilden. Diesen ent- 
sprecben ebenso viele gleicbberecbtigte ternare zweiter Stufe. 

Indem wir ihnen drei zweckmassig gewahlte, gleicbberecbtigte doppelt- 
periodiscbe Functionen zweiter Stufe zuweisen und selbige durcb Zu- 
fiigung geeigneter Factoren bomogen von der Dimension Null gestalten, 
werden wir zu den drei Jacobi^scben Functionen sin am h, cos am 
A am gefubrt. Da in der Jacobi^seben Tbeorie iiberhaupt allent- 
halben an der Dimension Null festgehalten wird, so muss zugleicb an 
Stelle der Formen g^^ 9z erster Stufe bier die M.o&u[function zweiter 
Stufe I treten, welcbe nun aber wieder im Verein mit sin am, cos am, 
A am zur rationalen Darstellung aller elliptischen Functionen zweiter 
Stufe der Dimension Null ausreicbt. 

Eine entsprecbende Tbeorie dritter oder boberer Stufe liegt, wie 
bereits angedeutet, bislang nicbt ausgebildet vor, obgleicb es nicbt 
schwer ware, eine solche zu entwerfen (vgl. die Entwicklungen des 
funften Abschnitts)"^), Dagegen kennt man seit lange zweierlei Mittel, 
auf indirectem Wege aus elliptischen Functionen niederer Stufe solche 
einer hoberen Stufe berzustellen. Wir geben diese Hilfsmittel bier 
kurz an, indem wir sie ausschliesslich auf die Functionen erster Stufe 
anwenden. Fiirs erste bezeichnen wir als n-Teilung den Ubergang von 

p{ii 1 oji, P'(u I (» 1 , » 2 ) 

ZU den neuen Functionen 

*) Vgl. auch den Anfsatz von Klein: tfher mhendlich viele Normalformen 
des elliptischen Integrals erster Gattung in den Sitznngsberichten der Miinchener 
Akademie von 1880 (abgedruckt in Bd. 17 der Mathematischen Annalen). 
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wobei X, II irgend zwei ganze Zahlen sein sollen. Ohne fiir den Augeii- 
blick auf die Natur dieser Grossen (1) des naheren einzugehen, 
bemerken wir bier nur, dass sie wirklicb in unserem Sinne doppelt- 
periodisclie Function Stufe vorstellen. Auf der anderen Seite be- 
nennt man als Transformation Ordnung den Ubergang von 
p{u \ cji, ca^) , p'(u I £Oj, a^, a^), at^) 

zu den Grossen 

( 2 ) p(u I na)i, cOo), p'(u I ncoj^, cj^), g^Oica,, Og), gs(noj^,m^). 

Die so gewonnenen Grossen gelioren als Functionen von ti zu der 
durch 0^ (mod. n) definierten Congruenzgruppe Vn^ ; als ellip- 

tiscbe Functionen Stufe geboren sie zur beziiglicben ternaren 

• Da im Gegensatz zur Teilung die Transformation Ord- 
nung eine auf die Perioden (und zwar ausscbliesslich auf diese) an- 
gewandte Operation vorstellt, so unterliegen derselben selbstverstand- 
lich aucb und und man kann sich, wenn man will, auf Be- 
tracbtung der Transformation allein von nnd g^ beschrauken; man 
wolle diesen Umstand fxir spater festhalten. Die hiermit definierten 
Operationen der Teilung und Transformation Ordnung lassen sicb 
zwanglos aucb auf beliebige doppeltperiodische Functionen boberer 
Stufe anwenden; wir werden in diesem Sinne spater von einer Teilung 
be0. Transformation n^^'^ Ordnung w*®^ Stufe spreclien. 

Wir bezeicbneten die Merstelhmg geeigneter doppeltperiodischer 
Functionen oben als‘ das erste Problem 5 als zweites Problem aber 
gaben wir an, dass die Bedehungen zwiscben den elliptiscben Func- 
tionen der verscbiedenen Stufen der Untersucbung unterworfen werden 
sollen. Der bierbei eintretende Hauptsatz ist aber der, dass eine 
elliptische Function n^^^ Stufe stets eine algebraische Function von 
P, p\ 929 9b kMin diesen Satz mit Hilfe Riemann'scber 

Principien beweisen; inzwiscben werden wir die Durcbfubrung dieses 
Nacbweises, sowie aucb eine pracisere Ausgestaltung und Verallge- 
meinerung des Satzes als Untersucbungsgegenstande einer ausfuhr- 
lichen Tbeorie der elliptiscben Functionen anseben diirfen. Fur uns 
sollen bier ausscbliesslich die bei der Teilung und Transformation 
^ter Or(Jiixing auftretenden algebraiscben Relationen in Betracbt kommen. 
Aber aucb diese Relationen werden wir weiterbin nur insoweit zu 
beriicksichtigen haben, als sie in das engere Modulprogramm binein- 
gehoren. Wir wollen demnacb an Stelle der Teilung schlecbtweg die 
sogenannte ,ySpecieUe^^ Teilung setzen; die letztere bescbaftigt sicb mit 
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denjenigeu Functionen Ton alleiu, die aus clen Grossen von dor 

Art (1) durcli die Substitution u = 0 entspringen. Dass diese^ als 
Teilwerte zu bezeichnenden Modulformen wirklich algebraiscbe sind, 
werden wir sp*aterliin noch explicite nacliweisen. Wir wollen des 
ferneren an Stelle der Transformation Ordnung sclilecbtweg die 
specielle Transformation einer Modiilfunction oder Modtdform treten lassen. 
Walirend wir aber die Teilung nur der ersten Stufe und aucli diese nur 
nebenher durchfiihren wollen^ soweit es fiir die Zwecke einer allge- 
meinen Orientierung sowie filr spatere Anwendungen erforderlicli 
sclieint; werden wir die Transformation Ordnung nicbt nur filr 
die erste, sondern aucb filr die hblieren Stufen ausfulirlicber bespreclien. 
Diese verscliiedenartige Berucksichtigung zweier coordinierter Probleme 
rulit nicht auf principiellen Brwagungen, sondern ist wesentlich durcli 
den Stand der Vorarbeiten bedingt. 

§ 3. Gruppentheoretisclie Untersuchiing der Teilwerte fxa einer 
doppeltperiodisehen Function erster Stufe. 

Ist f{%t I (Dy , CO 2 ) irgend eine doppeltperiodische Function der 
ersten Stufe, so wolle man sich deren Teilwerte lierstellen und 
bezeichne dieselben durcli: 

(1) /i , /< (on <»!i) == /' (-^ I <»i , toa) , 

wobei X, ft offenbar auf ein System von modulo n incongruenten 
Zahlenpaaren eingescbrankt werden darf. Als besonders wiclitige Bei- 
spiele von Teilwerten dieser Art haben wir diejenigen der ^-Func- 
tion sowie die und jedenfalls lasst sich mit Hilfe von 

^ 2 ? 9$ PLi rational darstellen. Aber infolge des besonderen 

Charakters der fp- und if;'- Function haften diesen letzteren Teilwerten 
particulare Eigenschaften an, die wir urn der Allgemeinheit willen 
von den vorab nicht voraussetzen wollen. Man nehnie also von 
f an, dass es als Function von u weder gerade noch nngerade sei, 
dass ferner keine der Zahlcombinationen (X, ft) infolge Verschwindens 
Oder Unendlichwerdens von auszulassen ist; letzterer Umstand 
tritt offenbar bei den fhr die Combination X = ^ 0 ein. 

Nach diesen Festsetzungen mogen die Teilwerte als Functionen 
von £ 0 ^, £^2 naeh einander der gruppentheoretischen und functionen- 
theoretischen Betrachtung unterzogen werden. 

Die durchzufiihrende gruppentheoretische Betrachtung steht nun 
in engster Beziehung zu den Entwicklungen in I p. 460 u. f., wenn wir 
uns die letzteren, was keine Schwierigkeit hat, fur homogene Modul- 
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substitutionen durcligefiihrt denken* **) ^). Man ziehe namlicb zunaclist 
den besonderen Teilwert heran und ilbe auf denselben eine beliebige 
Modulsubstitution aus. Es folgt: 

(2) /o.i(«®i + /S® 2 , r<»i+ ^ 2 ), 

und also wird /o,i nur durcb die n modulo n unterschiedenen Opera- 
tionen S', in sich transformiert. JVacJi den 1. c.gegehemn 

Sdfmt geJwrt somit fo^i m einer Jiomogenen Congmemgrnppe V(p{n)'qj{n) 
der Stufe und ist desJialb eine unfer mit einander gleich- 

berechtigten Modulformen Stufe. Aus (2) konnen wir unter Ruck- 
sicht auf die in I p. 390 ff. durcbgefiihrte Uberlegung diese 
Moduln Stufe sofort angebeii: Es sind einfaeh alle diejenigen Teil- 
werte bei denen der grbsste gemeinsame Factor % von X und g, prim 
gegen n ist Aber es giebt, wie wir wissen, im ganzen nur ^(^^) gleicli- 
berechtigte Gruppen daher milssen m jeder dieser Untergruppen ins- 
gesamt <p(n) iinserer Modulformen fi^^ gehoren. So geboren z. B. die 
<p(n) Moduln in denen g ein System incongruenter und gegen 

n primer Zablen durchlauft, gemeinsam zu derjenigen die sich 

mod. n auf die n Substitutionen S^ reduciert. Solehe (p(n) zusammen- 
gehorige Teilwerte werden unter einander permutiert durcb die Opera- 
tionen einer derjenigen Gruppen G(p{n)y welcbe mit der beziiglicben 
Gn combiniert die zugeborige metacycliscbe Gncp{n) bilden (cf. I^. 461). 
Verbindungen jener g?(n) Teilwerte, welcbe gegeniiber den Operationen 
der G(p(jn) unreranderlicb sind, werden uns also Grossen liefern, die zu 
der metacycliscben Gn(p{n) oder, besser gesagt, zur beziiglicben Con- 
gruenzgruppe r^(«) geboren, was wir bier nebenher bemerken wollten^"^). 

Haben jetzt weiter A, g, n den grossten Toiler r > 1 gemeinsam, 

( m \ ter 

— j Teilwert und gehort demnacb zur 

Stufe Zur Sicberstellung der voraufgebenden Entwicklungen haben 

wir also den Zusatz zu macben: Figentlich mr n^^^ Stufe gehoren uber- 
haupt nur jcne (p{n)'ilj(n) gleichberecMigten Teilwerte, von denen /o,i 
eimelner war. Indem aber die Gesamtzabl der eigentlicb und uneigent- 

*) Piir homogene Substitutionen kommt ubrigens, wie man sick leicht iiber- 
zeugt, die damalige Bedingung > 4 in B’ortfall. Im Falle n = I wolle man 
iibereinstimmend g? = -i/y = 1 nebmen. 

**) Diese letzteren Verbaltnisse sind in ausgiebiger Weise von Hrn. Kiepert 
verfolgt in der Arbeit: fiber Teilung und Transformation der elliptisclien Func- 
tionen, Math. Ann. Bd. 26 (1885). Der einfachste Fall ist der, dass der Teilungs- 
grad n eine Primzahl g ist; alsdann werden die Gruppen wie wir wissen, 

cycliscb, was im allgemeinen keineswegs der Fall ist. 
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licli znr Stufe gelaorenden Teilwerte wie wir fanden^ ist^ 
entspringt die Gleichung: 

WO liber die gesamten Teiler r von n zu summieren ist; flir t = n 
liaben wir die Grosse erster Stufe /o,o? welclie natiirlich in Formel (3) 
mitgezalilt ist. 

Die flir die Functionen p(u), eintretenden Besonderlieiten 

kann man nunmehr leicht angeben. Flier fallen erstlich die Werte 
^^o, 0 ;Po,o aus, die beide oo sind. Uberdies kommen, weil p eine gerade, 
p' aber eine ungerade Function von u ist, direct die I p. 460 flir 
nicht-homogene Modulsubstitntionen gegebenen Abzahlungen zur Gel- 
tung; wir haben also ^ (p(n)'tlj(n) eigentlich zur Stufe geliorende 
px^^ic und ebenso viel wesentlich verscbiedene pz^inj wahrend wir ein- 
fach durch Zeichenwecbsel dieser Moduln die andere Halfte der 
Teilwerte p'x^^ erlialten. Eine bekannte Ausnahmerolle spielt liier 
nur wieder der Fall n = 2, wo wir nicht ij (p(n)'ip(n) , sondern direct 
<p{n)'ilj(ii) — 5 verscbiedene Teilwerte baben. Docb gilt dies letztere 
Resultat nur fur p- denn die Function pXu) wird an den drei Stellen 

ti = jxiit Null identiscb, so dass wir liberbaupt keine zweite 

Teilwerte besitzen. Die Gesamtzabl der wesentlicb verschiedenen 
beim Teilungsgrad entspringenden Teilwerte von p und p' ist 

sonacb filr ungerades dagegen baben wir bei geradem n im 

ganzen - Teilwerte px^^i und wesentlicb verscbiedene 

§ 4. Die zn den Teilwerten gehorenden Teilungsgleiclningen. 

Im allgemeinsten Falle der am Anfang des vorigen Paragraphen 
gedacbten Modulformen war ein eigentlicb zur Stufe ge- 
borendes eines unter g)(w)^(w) gleicbberecbtigten. Indem wir 
sogleich im folgenden Paragrapben den ausflibrlicben Beweis der alge- 
braiscben Natur der Moduln nachbolen, baben wir bier als wich- 
tiges unmittelbares Ergebnis der in Bd. I entwickelten Principien: Es 
ist Wuwel einer irreducihelen^) algehraischen Gleichung des Grades 
q)(n)'ilx(n): 

Die Irreducibilitat, wie die sogleich anzugebende Monodromiegruppe, be- 
zieht sich Mer stets auf den Rationalitatsbereich G'brigens wird, indem 

wir Tins anf die allgemeinen Principien von Bd. I beziehen, ein neues Moment in 
die Theorie der Teilangsgleiohungen eingefuhrt; man hat bisher die Existenz der 
Teilnngsgleichnngen immer ausschliesslich aus dem Additionstheorem der doppelt- 
periodischen Functionen abgeleitet. 
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(1) + 9z)f^'^-^ + • • • + ^s) = 0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von und sind, Wir be- 
zeiclinen diese Relation als eine Teilungsgleichung oder aucb genauer 
als eine specielle Teilungsgleichung filr den Teilungsgrad, wobei wir 
durcb letztere Bezeichnung die vorliegende Relation (1) von der allge- 
nieinen Teilungsgleichung unterscheiden wollen^ die im Sinne des im 
vorletzten Paragraplien (p, 7) namhaft gemachten Hauptsatzes bei der 
Teilung der doppeltperiodischen Functionen auftritt. Durch die hier 
gewahlte Herleitung ist zugleich ohne weiteres evident^ dass die Tei- 
lungsgleichung (1) eine Besolvente des hei der n^^^ Stufe auftretenden 
Galois^ schen Frohlems Grades ist^ und wir konnen also um- 

gekehrt sagen, die Gleichung (1) habe eine Galois’sche Gruppe"^) der 
Ordnung 2g,(n). So gehort als Galois'sche Resolvente der Gleichung (1) 
des ftinften Teilungsgrades die homogene Ikosaedergleichung zu, der- 
jenigen des siebenten Grades aber etwa das homogene Problem der 
Ay vom Grade 2-168 (cf. I p. 740 (7)). Ist n eine zusammengesetzte 
Zahl, so konnte man alle auf die Teiler von n als Teilungsgrade be- 
ziiglichen Gleichungen (1) mit einander mnltiplicieren, urn solcherweise 
eine Gleichung vom Grade n^ zu erhalten, welcher alle beim Teilungs- 
grad n auftretenden Teilwerte geniigen. Wir wollen diese Gleichung 
fernerhin im Gegensatze zu der irreducihelen Gleichung (1) kurz als 
die zum Teilungsgrade n gehorende reducihele Teilungsgleichung be- 
zeichnen. 

Ist f{u) eine ungerade Function, so fallen in (1) alle Coefficienten 
mit ungeraden Esponenten als identisch verschwindend aus; solches 
tritt z. B, fiir ein. Ist f{u) gerade, wie z. B. so tritt eine 

Modification unserer bisherigen Untersuchung fiir alle Teilungsgrade 
n>2 ein. Hier wird offenbar (1) reducibel, indem die linke Seite 
dieser Gleichung in das Quadrat eines Ausdrucks vom Grade ^ (p{n)i^(n) 
iibergeht. Dieser Ausdruck, fiir sich gleich Null gesetzt: 

( 2 ) • ■ • + ^^^{92,9z) = 0 , 

liefert uns jetzt die irreducibele Teilungsgleichung, deren Gruppe er- 
sichtlich die Ordnung g>{n) besitzt. 

Um auch die reducibele Teilungsgleichung fur p bez. p' in Bezug 
auf ihren Grad sogleich naher zu charakterisieren, mtissen wir wieder, 
wie am Schluss des vorigen Paragraphen, ein ungerades n von einem 


Gemeint ist wieder die Monodromiegruppe. Auch die eigentlicke 

Galois’sche Gruppe ist wenigstens fiir einige Teilungsgleickungeu naher untersucht 
worden; man sehe die hierauf bezugliche Note des folgenden Paragraphen. 
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geraileii soiidern. Fiir luigerade n %vird die vom allgemeineu Falie 
her bekaiinte Gleichimg vom Grade deslialb zuvbrderst au£ deii 
Grad — 1) siiikeu^ weil die eine der in Betraclit kommeuden 
Wurzeln po^o bez. po,o den Wert cx) hat; ausserdem aber wird die linke 
Seite der Gleichmig fur p das Quadrat eines Ausdrucks vom Grade 

Bei geradem n tritt wieder Reduction des Grades auf ( 7 %^ — 1 ) 

ein; sodanii aber spaltet sich bei p' der Factor p'^^ bei p aber 
— g^p — ^ 3 ) ab, wahrend im letzteren Falle das Quadrat eines 

Ausdrucks vom Grade zuriick bleibt. 


§ 5. Der algebraische Charakter der Besondere Bigenschaften 

der Teilwerte 

Urn den voraufgehend bereits wiederholt benutzten algebraischeii 
Charakter der Teilwerte darzuthun^ sowie um weiter eine Reilie 
besonderer Eigensehaften der Pz,/n abzuleiten, ersclieint es zweck- 
miissigj an analytische Darstellungen dieser letzteren Teilwerte an- 
zukiiiipfen. Dieselben entspringen aus den Reihenentwicklungen (4) 
ill I p. 150 unter Benutzung von Pormel ( 2 ) in I p. 153. Unter s 

2 i n 

die primitive Einlieitswurzel e ^ verstanden, ergeben sich zuuachst 
fiir diejenigen Teilwerte, welche ein A > 0 haben, die Darstellungen 



S = 1 


Bei A = 0 lassen sich die Reihen muhelos noch etwas weiter zu- 
sammenziehen ; dortselbst erhalten wir 
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summiert liber alle Teller t von m, 

Alle diese Reibenentwicklungen (1) bis (4) subsumieren sicli 
uiiter die allgemeine Gestalt: 

— 1 . 

und wir betonen einer in § 6 zu ziebenden FolgeruDg wegen schon 
bier, dass sicb die Coefficienten ... mimerivscb rational^ iind 

zwar mit Ausnabme von sogar gam ans der Einheitswurzel s'' 
aufbanen. Vor allem aber gelingt es jetzt miibelos, den algebraiscken 
Charakter unserer Teilwerie mr Evident m hringen. Aus der Natur der 
Functionen p(u) und entnimmt man obne weiteres^ dass irgend 

ein Teilwert px,fM, niemals in einem im Innern des Polygons 

Stufe gelegenen Punkte nnendlicb werden kann. In der Spitze des 
Polygons bei co-^ioo aber werden colpz,,u, allgemein zu reden, 

A 

mit einer ganzzahligen Potenz von r” proportional, und in den ubrigen 
Spitzen des Polygons erkennt man vermoge der in I p. 587 fiir diesen 
Fall vorbereiteten Regel den gleicben Charakter der Teilwerte. Es 
hahen demnach Pki^^? innerhalb des Polygons betracMet, nirgends 

einen wesentlich singuldren PunJct und sind eben deshalb algebraische 
Modidformen Stufe. — Dasselbe gilt denn sofort auch allgemein fiir 
die fi,^j da sicb diese Teilwerte, wie wir ja bereits bemerkten, rational 
pi,M Fi/o ^ 2 ? darstellen lassen. 

Indem wir jetzt zu den irreducibeln Teilungsgleichungen fiir p 
und p' zuriickkebren, bemerke man, dass die Coefficienten derselben 
game symmetrische Verbindungen der in Betracht kommenden Teil- 
werte sind. Nun aber werden, wie wir scbon sagten, die pi^^, pz,ju 
im Innern des Polygons n^^^ Stufe nicht unendlich, und also konnen jene 
Coefficienten By{g^^ g^ der Teilungsgleichungen im Ausgangsdreieck 
hochstens nocb in der Spitze co — ioo unendlich werden. Sei jetzt die 


cf. Pormel (5) I p. 687. 
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Dimension von Bv in coj, durch — % bezeichnet^ so wird A’"'' 
eine Modulfunctioii erster Stufe sein, die im Ansgangsdreieck hocbstens 
bei £0 = ioo nnendlich wird. Wir haben demnacb in jbT"' eine 
game rationale Function von J, etwa des 6 ^'^ Grades: 

= ar + H . 

Wenn man jetzt fiir J den Quotienten g\ : A einliihrt and % — a — t 
schreibt^ so wird 

Bv = A . (t (^2 ; 9 ^ J 

wo t eine negative oder positive ganze Zahl, G aber eine ganze 
rationale Function von g^, g^ ist, die (zufolge der vorletzten Formel) 
bei G? = ioo bis auf eine Potenz von a>2 einer endlichen, von Null 
verscbiedenen Grbsse identisch wird. Sonacb wird bei co = ioo 

mit proportional, und nun bemerke man, dass in den Reibenent- 
wicklungen fur Potenzen von r mit negativen Exponenten 

iiberall nicht auftreten. Dieserlialb ist r > 0, und wir konnen 
A^G(g2, gti) in G'(g^, ^3) zusammenfassen5 ist aber die zwolfte Potenz 
von Bvig^y g^ eine game Function von ^2? ^3? gilt ein Gleiehes 
von Bv selbst. Damit haben wir den Hauptsatz gewonnen: Die Teil- 
werte pz,/ii, genilgen den Gleichungen: 

( 6 -) + . . . + = 0 , 

^ ^ + G'v,p"fy>-^ + • • • + = 0 , 

WO Gr, G'v ganBe rationale Functionen von g^j g^, ( — Dimension 

in den (U;^, cog sind. Wir benennen in diesem Sinne die Teilwerte 
der Functionen p und p' als game Modulformen Stufe. 

Nun aber giebt es bei der Dimension der g^, g^ keine ganze 
Function der ^2; 5^3? ^i® in ^^n ojg <ii® ( — Dimension liattej 

es ist also G^ identisch Null. Die einzig existierende Function G4 ist 
ag^y wo a numerisch ist; die einzige Gq ist hg^ u. s. w. Dank unseres 
formentheoretischen Ansatzes sind wir also ohne weiteres im Stande, 
fiir gegebenes n die in Rede stehenden Coefficienten der Teilungs- 
gleichung bis auf numerische Bestandteile anzugeben. So haben wir 
bei noch nicht specificiertem n die Anfangsglieder: 

+ bg.pil’y'-^ + cglpiy^^-^ 

+ dg,g,p^‘i’y'-^ + ---^ 0 , 

p'v^ + ag^p'v'i*-^ + (b'gl + cgDp'vV^-* 

^ + (d'glgs + e'gl)p'V'f'-« 0 *) . 


*) Die alteren Arbeiten uber unseren Gegenstand beziehen sick natiiiiich 
alle auf die Teilungsgleicbungen fiir die Functionen z waiter Stufe ain am u etc. 
Diesen Gleichungen gelten denn ancb die Entwicklungen* iiber die zugeborigon 
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§ 6. Methode zur endgiiltigen Bestimmnng der Coefficienten G{g ^, .%). 

Das Absolntglied der Teilungsgleiclrang der 

Zur endgiiltigen Bestimmung der numerisclien Bestaiidteile inner- 
lialb der Coefficienten Gy{g^^ der speciellen Teilungsgleielinngen 
C^); (^) § ^ kann man z. B. nach einer weiterliin noch sehr haufig 
zur Anwendung kommenden Metkode^*) wie folgt verfakren: Man 
entwickele anf Grand der Reiken des § 5 diejenigen ganzen sjmmetri- 
scken Functionen der gerade in Betrackt kommenden Teilwerte in eine 
Reike nack r, welcke die gewiinsckten Coefficienten von (7) bez. (8) 
§ 5 geben. Die einzelne solche Potenzentwicklung wird nur nock 
ganze Potenzen von r anfweisen, und die auftretenden Coefficienten 
dieser Potenzen werden rationale Zaklen sein. In der That kann im 
einzelnen Coefficienten die Einheitswurzel s nur noch insoweit enthalten 
sein^ dass dieser Coefficient unverandert bleibt, wenn wir s durck eine 
andere primitive n*® Einheitswurzel ersetzen. Auf der anderen Seite 
aber ist der in Rede stekende Coefficient der Teilungsgleickung: 

^v{g2 ? 9^ — 9\ } 

summiert fiber alle nicht negativen ganzzakligen Losungen der Glei- 
ckung 4(5* -f- 6^ = v; und wenn wir kier ffir g^^ g^ ikre Entwick- 
lungen nack ansteigenden Potenzen von r einsetzenj so entspringt eine 
zweite Entwicklung von nack r. In dieser sind die Coefficienten 

(immer von einer gemeinsamen Potenz von abgeseken) lineare 

Galois’scken Gruppen, deren wir in der Note zu p. 11 im Yorbeigeben gedackten. 
Die betreffenden Arbeiten, welche letzteren Gegenstand zum ersten Male ersckopfend 
behandeln, sind die von Sylow, Sur le grouse de V equations pour la division 
des periodes des fonctions elUptiques, Forkandlingar i Yidenskabs-Selskabet i 
Christiania (1871) und Kronecker, Uher die algebraiscJien Gleichungen, von denen 
die Teilung der elliptiselien Functionen abhangt, Berliner Monatsberichte 1876. Durch 
diese Entwicklungen, in denen ubrigens die weiterhin noch zu erwahnenden 
Abel’schen Eelationen eine wichtige Eolle spielen, wird als diejenige numerische 
Trrationalitat, durch deren Adjunction die Galois’sche Gruppe auf die Monodromie- 
gruppe zuriickkonamt, die im Texte mit s bezeichnete primitive n^^ Einheitswurzel 
angegeben. Neuerdings ist auf diesen Gegenstand auch Hr. Weber in seiner 
Abhandlung Zur Theorie der elliptisehen Functionen‘‘ , Acta mathem. Bd. 6 (1886) 
zuruckgekommen. Der Satz fiber die Adjunction des b gilt fibrigens ohne jede 
Modification auch ffir die zur Teilung erster Stufe gehorenden Gleichungen (7) 
und (8) des Textes. 

Die«e Methode wurde in unwesentlich modificierter Gestalt auch bereits 
in Bd. I gelegentlich zur Anwendung gebracht; man vgl. z. B. die Eechnungen 
p. 766 und 757. 
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IV, 1. Teilwerte cloppeltperiodiscber Functionen 


liomogene Functionen der unbekannten Zalilen cOo niit rational en 
numerisclien Bestandteilen. Indem wir aber entsprechende Coefficienten 
der beiderseitigen Entwicklungen von Qv nach r init einander identifi- 
cieren, erhalten wir lineare Gleicbungen zur Bestimmung der eta, aus 
denen sich die offenbar als rationale Zalilen bestimnien lassen. 
Merken wir uns also zugleich den Satz: Die Coefficienten der Teilungs- 
yleichungen fur p und p' sind game Functionen von g.^, g^ mit ratio- 
nalen ZaMencoefftcimten. 

Um nach dieser Methode etwa die fiir n = 2> existierende Gleichnng 

(1) P" + + ^9iP + = 0 

zn berechnen, geniigt bereits die Beriicksichtigung der ersten Glieder 

1 1 f'irtf 

12 \^/ ' 21G \coJ * 

Schreiben wir alsdann noeh abkiirzend x fiir p, so wird aus (1) 


( 2 ) 


+ 


12 


21G 


X -j- 


c 

144 


Andererseits 
glieder: 


liaben wir fiir die vier dritten Teilwerte die Aiifangs- 


&)W=4,- 


1 
12 ^ 


( 2 > 0 ), 


SO dass (2) identiscli sein wird mit 

(^ - i ) (« + ^)* = - rs-.TS = 

Daraus bestimmen sich a, b, c ohne weiteres^ und wir erhalten: 

(3) F" - - 9,p - 4^ tA = 0 

als fertige Teilungsgleichung. 

Auch ini allgemeinen Falle eines beliebigen Teilungsgrades wtirde 
man ohne besondere Mtihe die Anfangsterme der Teilungsgleichungen 
ansfiihrlich angeben konnen 5 darliber hinaus aber konnen wir wenig- 
stens im Falle von p' tiber das Absolutglied Gscpi^ eine Reihe inter- 
essanter Satze angeben. Wir niiissen in diesem Betracht die folgenden 
Bemerkungen vorausschicken, welche einen principiellen Unterschied 
zwischen den Teilwerten und p'^fi bei alien eingehenderen func- 
tionentheoretischen Betrachtungen begriinden. Die Nullstellen von 
PXu) in der ^^-Ebene liegen bekanntermassen (cf. I p. 157 (3)) an den 

Stellen (wobei A und fi nicht beide zugleich gerade sein 

sollen). Bei n>2 hat also pz,^^ die besonders wichtige Eigenschaft^ 
fiir able PtmTcte m im Innern der Halbebene nicht nur endlich, sondern 
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auch von Null verschieden su sein. Demgegenuber kangt die Lage der 
Nullpunkte von pi^i) in der ^^-Ebene durcbaus vom Quotienten co der 
Perioden ab^ und es giebt immer specielle Werte von m, fur welche 
eine Nullstelle von piii) nacb einem vorgesckriebenen Perioden-!?^~teil 

— liegen kommt. Das heisst dann gerade^ dass an solchen 
Stelien co der Teilwert verscliwindei 

Nacb dieser Uberlegung erkennt man fiir ungerades im Absolut- 
glied G'^cpyj der p'-Teilungsgleicbung eine Modulform erster Stufe 
( — Dimension, die im Innern der Halbebene allenthalben end- 

lich und nicbt-verscb wind end ist. Nacb bekannten Satzen baben wir 
also direct die Identitat: 

(4) 

mit einer numeriscben Constanten %. 

Die endgiiltige Bestimmung dieser Constanten % wollen wir 
(bis aufs Vorzeicben) durcbfubren, was in gewobnter Weise dureb 
eine Naberungsrecbnung bei cj = ioo angebabnt wird. Unter Rilck- 
sicbtnabme auf die Anfangsterme der Reibenentwicklungen fur die 
px,jiL kommt offenbar: 


(5) 


±^=IJ 


(Jb 7t 


4 sin® 


n 


wo ^ ein System incongruenter und zu n relativ primer Zablen zu 
durcblaufen bat. Wir wollen dies Product kurz P(n) benennen, 
scbreiben dagegen Q{n) fiir dasjenige Product (5), bei dem g, ein 
voiles Restsystem von n mit Ausnahme von g, = 0 durcblauft. Nacb 
Satzen der Kreisteilungstbeorie ist P(n) = + wenn n Potenz der 
Primzabl q ist; dagegen ist P(n) = + 1; vso oft die ungerade Zabl n 
wenigstens zwei verscbiedene Primfactoren q^, q^ besitzt. 

Um indessen diesen Satz bier nicbt als bekannt vorauszusetzen, 
skizzieren wir kurz einen Beweis desselben. Jedenfalls ist: 


( 6 ) 

'C 

wo % alle Teiler von n durcblauft, und ferner verificiert man leicbt: 
(7) 

Jetzt baben wir (unter q eine ungerade Primzabl verstanden) offenbar 
Q{q^') : Q{q^''~~'^) = P{q^'), nnd also folgt nacb (7) gemass unserer Be- 
bauptung: 


*) Bei geradem n tritt leicM ersicbtlich eine unwesentlicke Modification der 
Betracbtnng ein. 

Klein.'r'ricke, Modulfanctioneu. II. 
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IV, 1. Teilwerte doppeltperiodischer Functionen 

(8) P(2’') = ± q-^. 

Sind ferner und q^ von einander verschiedene tmgerade Prinizalileu, 
so ist §(g'ig’ 2 ) = P(2i)P(&)^(9'ie'2); *3,lso nach (7) und (8): 

(9) ^(9'i9’2) = + 1- 

Allgemeiner liaben wir naeli (6): ' 

Qiql'W^) = o<{i, < n, 

N 

JYP(g."-2g-) = + l. 

N 

Wissen wir aber, dass alle Factoren dieses Products mit Ausnalime 
des einen P{ql^ql^) mit + 1 identisch sind, so ist offenbar auch 
~ i 1- Hillfe von (9) folgt also diirch den Schluss 
der vollstandigen Induction P(ql^ql^) = ih 1* nimmt leicht noch 

eine dritte, eine vierte Primzahl hinzu und beweist solcberweise 
unseren Satz allgemein. 

Mit Hiilfe dieser Uberlegungen aber liaben wir das merkwtirdige 
Resultat gewonnen: Bei iingeradem n ist das Ahsolutglied der irredacihelen 
§}'-Teilungsgleichung entweder 

(10) Oder + 

je nachdem n Potem der Primmhl q ist, oder docli wenigstens Bwei von 
einander verschiedene Primfaetoren aufweist. 


§ 7. Normiemng der Speeialbetrachtungen fiir = 3^ 4, 5, 


Wennschon die Brauchbarkeit formentheoretiscber Betrachtungen 
bei der Aufstellung der Teilungsgleichungen aus den voraufgelienden 
Entwicldungen evident sein diirfte^ so kann man dock insbesondere 
bei niederen StufenzaHen auch durch functionentheoretische Schluss- 
weisen zur Kenntnis dieser Gleichungen gelangen. Zu diesem Ende 
wtirde das Nachstliegende sein, dass wir die Teilwerte durch Zusatz 
gewisser Factoren der ersten Stufe zu MQ([\Afunctioncn normierten; wir 
wiirden in diesem Sinne an Stelle von beziehungsweise die 

Grossen 


( 1 ) 



9s 


betrachten. Aber hierbei begeben wir uns des Vorteils, mit Functionen 
zu thun zu haben, welche im Innern der co-Halbebene nirgends un- 
endlich werden; und dieserhalb ziehen wir vor, weiterhin die folgenden 
normierten Teilwerte zu gebrauchen; 
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( 2 ) 






die in der That die gekennzeichnete Eigenschaft mit deii pi^^i 

gemein haben. 

Nun aber sind die Zusatzfactoren in (2) von der sechsten bez. 
vierten Stufe. Wir gehen also in beiden Fallen aus dem Rationalitats- 
bereich hinaus, und zwar tritt ftir die zufolge I p. 690 an 

dessen Stelle der Rationalitatsbereich yj — 1, yj. Die Ooefficienten 
der xx^ ^t-Teilungsgleichung sind dementsprechend ganze rationale Pune- 
tionen von ]/j— -1 und l/J, und es wird diese Gleichuug die Anfangs- 
terme besitzen: 


bVJ-1 ■ ■ = 0 . 

Besonders einfach gestalten sick die Verhaltnisse bei gx,fM- Hier 
kommt oflfenbar nur ]/A zur Geltung, und also besteht der Ratio- 
nalitatsbereick aus der einzigen Grosser 

( 3 ) Y=-^ = ^yT^. 

}/a sys 

Die Teilungsgleichung gewinnt daraufhin die Gestalt: 

(4) y<f^ + aT- + • • • + G.(r) • + • • ■ + = 0, 

wobei Gv{Y) eine ganze rationale Function kochstens vom Grade 
in Y mit rationalen Zahlencoefficienten ist. Der letzte Term ist dabei 
stets von Y unabhangig, und zwar kaben wir ftir ungerade n: 

(5) &icp^ = ±g-^ Oder =±1, 

je nachdem der eine oder andere der beiden am Scklusse von § 6 
(p. 18) ckarakterisierten Falle eintritt. 

Unter den zu Modiilfunctionen normierten Teilwerten sind nun 
insbesondere diejenigen der ^'-Function einer directen functioaentkeo- 
retiscken Betracktung auf dem Polygon sekr leickt zuganglich;, und 
wir wollen in dieser Ricktung ftir ein paar Anfangswerte n hier einige 
Entwicklungen tiber die px^^i geben. Wir gewinnen so einerseits 
Kenntnis der Beziekungen dieser Teilwerte zu jenen Modulfunctionen^ 
die wir in I auf rein functionentkeoretisckem Wege fiir die betreffenden 
Stufenzaklen n kennen lernten, andrerseits erkalten wir ehen auf diesem 
Wege neue Mittel, die betreffenden Teilungsgleick ungen okne Be- 
nutzung der in § 5 und 6 entwickelten Ansatze in fertiger Form 
anzugeben. 

Im Falle des Teilungsgrades n == 3 wollen wir eine von (2) nock 
etwas verschiedene Normierung anwenden. Wir besitzen hier in p'^iy 
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IV, 1. Teilwerte doppeltperiodischer Functionen 


|/A iind der in I p. 630 definierten Grosse §4 drei Modiilformen dritter 
Stiife^ welche nur in den Spitzen des Polygons dritter Stiife (I p. 354 
BVg. 81) yerschwinden oder unendlich werclen konnen. Das Gleiche 
gilt also auch von der Modulfunction 


( 6 ) 




?A 


? 


welche Ciberdies bei der Substitution 8 unverandert bleibt, wie man 
mit Hiilfe von I p,,624 (3) uiid p. 630 (6) leicht verificiert. Letzterem 
Umstande zufolge ist die Modulfunction (6) bereits rational in und 
es geniigt fiir die Untersucliung von (6) bereits der dritte Teil des 
cit. Polygons, den wir etwa zwischen den in to == + 1 senkrecbt 
stehenden Geraden der Modulteilung eingrenzen. Dieser Teil bildet fiir 
sick genommen das Polygon der durch y = 0 (mod. 3) cliarakteri- 
sierten Congruenzgruppe r4 und besitzt im ganzen nur zwei Spitzen 
(^cj — iooy 0), in denen = 00 bez. =1 wird^'). Sofern also die 
Modulfunction (6) nicht einer Oonstanten gleich ist, wird sie in der 
einen dieser Spitzen 00, in der andern im gleichen Grade (auf F^^ 
gemessen) Null werden. Wir haben dementsprechend den Ansatz: 

( 7 ) = 


wo c eine Coustante, v aber eine positive oder negative ganze Zahl 
Oder aber die Null bedeutet. Formel (7) specificieren wir jetzt fiir 
CO z=zicsDj indem wir die Naherungswerte von I4 und aus I 1. c., 
denjenigen von p'oi aus (4) p. 13 absckreiben : 


Hier ergiebt sick unmittelbar v = 0, c == — 


stellung von p'oi : 

( 8 ) 



1 

iTf 


und damit als Dar- 


so class die p'-Teilwerte in engster Bemehimg m den reciprolcen Werten 
der mit I4 gleichberecMigten Modulformen stehen. 


*) Man gewinnt librigens bei beliebigem n ein „ Polygon der Teiliiiigs- 
gleichui)g“ Oder, kurz gesagt, ein Teilnngspolygon i^ ®nt- 

sprecbender Weise, indem man aus dem Gesamtpolygon Stufe genau so 
einen Teil heransscbneidet. Die Zusammengehorigkeit der Eandcurven lasst 
sicb dabei immer leicbt bestimraen, sofern dieselbe fiir das Gesamtpolygon 
Stufe bekannt ist. 
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Um Yon hier aus die Teilungsgleicliang zu berechnen, combinieren 
wir (8) mit der dritten Gleichung (7) in I p. 630 und finden: 

,3_ ^ 


pQlV^ 


01 


-sYdp',,. 


Setzen wir diese Werte in die zweite Gleichung (7) I p. 630 ein, so 
eiitspringt mit Unterdriicbung der unteren Indices von Pqi direct: 

(9) - I 3-^A^ = 0 

in voller Ubereinstimmung mit unseren yoraufgehenden Entwicklungen 
als Teilungsgleichung fiir den dritten Teilungsgrad. 

Fiir n = 4 findet sich durch eine ebenso leichte Untersuchung die 
engste Beziehung der zu den verschiedenen gleichberechtigten 

Gestalten des Hauptmoduls ft. Wir haben namlich einfach: 

(10) p'ai = — ft|/A 

und gewinnen von bier aus durch zweckmassigen Gebrauch der Octa- 
edergleichung (I p. 20 (4)) als Teilungsgleichung: 

^'12 _ - 33 A^y^ + 108^3A^^^'« - 33A2i^'^ 

— 54^3AV2 + A^ = 0. 


Fiir n — b konnte man die Teilungsgleichung am zweckmassigsten 
an die Resolvente sechsten Grades knupfen^ indem man z. B. die 
Teilwerte po 2 in ihrer Beziehung zu dem in I p. 637 aufgestellten 
Hauptmodul t untersucht. Man beweist in dieser Hinsicht ohne be- 
sondere Miihe die Relationen: 


( 12 ) 


PoiP 


'2 — 
02 


A 




Foi + P02 = 


- 216^3 
— 4r — 1 


und konnte von hier aus mit Hiilfe einiger Rechnungen die Teilungs- 
gleichung entwickeln. Aber schon hierbei warden wir bemerken^ was 
wir weiterhin fiir unsere functionentheoretischen Zwecke von den Teil- 
werten zu gewartigen haben, so einfach sich auch soeben die Ver- 
haltnisse bei n = 3 und 4 gestalteten. Freilich liefern uns die Teil- 
werte fiir allgemeine Stufenzahlen n Resol venten der betreffenden 
Galois'schen Probleme der Grade g(n) bez. 2g{n)' aber diese Resol- 
venten sind vom Grade (p{n)'^{n) (homogen gedacht), wahrend wir 
doch wissen, dass es stets Resolventen Grades giebt. So werden 

wir denn auch weiterhin auf anderen Wegen neue Moduln Stufe 
kennen lernen, die ein weit einfacheres functioneutheoretisches Ver- 
halten darbieten und eben deshalb unserer Absicht, die niedersten 
Resolventen der Galois'schen Probleme Grades kennen zu lernen 

und diese Probleme selbst in geeigneter Weise zu formulieren, sehr 
viel mehr entsprechen. 
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IV, 1. Teilwerte doppeltperiodiscker FunctioBen 


§ 8. Einfdlimng der Punctionen I cji? ^ 2 )‘ 

Wie die <^-FunG-fcion in der Theorie der doppeltperiodischeii Func- 
tionen als das einfacbste Element zu betrachten ist, so konnte man 
vermuten^ dass die Ubertragung der ^^-Teilung aiif die o'-Function 
besonders zweckmassige Teilgrossen liefern mocbte. Wir werden in 
der That ohne Miihe sehen, dass die den voraufgehenden Entwick- 
lungen zii Grunde liegenden grnppentheoretischen Erorterungen (§ 3, 
p. 8 ff.) fiir die Teilgrossen 

(1) I „„ 


im wesentlichen ihre Bedeutung behalten werden. Inzwischen gestalten 
sicli bier des genaueren die Verhaltnisse deshalb etwas schwieriger, 
weil sich ^(u) bei Vermehrung von u um Perioden um eine multipli- 
cative Exponentialgrosse andert. Dies hat namlich zur Folge, dass 
sich der Teilwert (1) bei Ausiibung einer mit der Identitat mod. n 
congruenten Substitution im allgemeinen um einen von ab- 

hangigen Exponentialfactor andert. Wir haben in den Grossen (1) 
also jedenfalls noch keine algebraischen Modulformen; aber es gelingt, 
aus ihnen durch eine sehr einfache Modification solche herznstellen. 

Betrachten wir z. B. die besondere Teilgrosse | und 

uben auf dieselbe die mit 1 mod. n congruente Substitution S'^: 

n(02y 0)2=002 

aus. Wir haben nach I p. 156 (8) ohne weiteres: 


( 2 ) 




2n 

e 



00 


17 



Hier aber kniipfen wir an den rechts auftretenden Exponenten die 
folgende Entwicklung: Die Perioden I P* 122) mit 

coj^y Og cogredient; es ist also: 

«»lV— ®1%= + “s’?!) + 

und wenn wir hier rechter Hand die Legendre^sche Relation (I p. 117) 
anwenden: 

t {n + t)7ci _ ^ -f Mcoar/g , . 

' n 2w ' 


Rechts steht in der letzten Formel gerade der Exponent von (2), 
und also geht diese Formel sofort fiber in; 


( 3 ) 



(n -|” 1 ) Tti 


IJl 


00 


13 
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/co \ ni 

WeBii wir demgemass noeh roit dem Factor e versehen 

und e als <?“Teilwert bezeicFneii wollenj so ist cler bei 

aiiftretende Factor von co^, co^ unabbangig, und zwar eine oder 
(2ny^ Einlieitswurzel^ je nacbdem n ungerade oder gerade ist. Wenden 
wir auf den so gewonnenen Teilwert eine beliebige Modulsubstitution 
an, indem wir als deren ersten und zweiten Coefficienten sogleicli I 
und ^ schreiben, und setzen endlicb nocb (zur Vereinfacbung spaterer 
Formeln) das negative Zeiclien hinzu, 50 erhalten wir als allgemeine 
Gestalt ernes 6-Teilwertes: 

^ ^ ^/2coi + ttcoo I \ 

(4) ca^) = — e n 1 “i' “sj • 

Ehe wir die genauere Untersuchung dieser Grossen unternehmen, 
milssen wir zur Vorbereitung spaterer Untersuchungen die gegen- 
wartige Entwickliing mit derjenigen von I p. 158 in Bezieliung setzen. 
Auf Grund alleiniger Betracbtung der Abbangigkeit von u batten wir 
dainals die Grosse construiert: 

(5) • s [n I ; 

WO von ii unabbangig war, aber sebr wobl nocb von den Perioden 
abbangen durfte. Diesen Factor werden wir jetzt offenbar so be- 
stimmen wollen, dass (5) ftir w = 0 in (4) libergebt; dann heisst die 
Function (5) ansfilbrlicb gescbrieben: 

/I \ n \ 2 n I f ^,£0-, 4-U/COq j \ 

I Oi, Oa) = e ^ n I , 

ebendieselbe Grosse, die wir aucb bereits I p. 159 vorlaufig nambaft 
machten^). 

Fiir n = 1 komint in (6) nur die eine Combination A = ft = 0 in 
Betracbt, und wir erhalten solcberweise die urspriinglicbe ^-Function 
wieder. Indem wir aber fiir bobere n die zunacbst sicb aufdrangenden 


*) Teilwerte der c?- Function, bez. der ^a’-Functionen sind von jeker in der 
Theorie der elliptischen Functionen unter mehr oder minder principiellen Gresichts- 
punkten betracbt et worden. Die im Texte zu Grunde gelegte Normierung, ver- 
moge deren das eimelne ^ als eine algebraische Modulform erscbeint, wurde 
von Klein eingeftibrt in der nun wiederbolt zu nennenden Abbandlung: tiher die 
elliptischen Normalcurven der Ordnung und mgehdrige Modulfunctionen der 
Stufe (Abb. der Kgl. Sacks. Ges. d. Wiss. Bd. 13 Nr. 4 , 1885 ). Wir citieren 
diese Abbandlung fortan kurzweg als „Normalcurven“. 
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Grosseii 6* 


in der aiigegebenen Weise ausgestalten^ 


liaben wir das denbbar einfacbste Verhalten derselbeii gegenliber Ver- 
melirung des u urn Perioden, sowie gegenliber der Anslibung von 
Modulsnbstitutionen d. i. gegenliber den ternaren Operationen der in 
§ 1 eingefiibrten erreiclit, wie wir nun nocli ins einzelne zu ent- 
wicbeln haben. Fllr die Vermehrung des u urn Perioden entnehmen 
wir die betreffende Pundamentalformel ohne Rechuimg aus I p. 158 (3) 
unter Riicksicht auf I p. 156 (9); sie lautet: 

f 7) 4- % G)i + <^ 2 ) 


liber die Ausiibung von Modulsubstitutionen mussen wir eine etwas 
ausfiihrlichere Untersuehung anstellen, wobei wir iibrigeiis voriiber- 
gehend die Variabele auch noch beibehalten mogen. 


§ 9. Ausfiilirlic]ie gruppentlieoretiseh.e trntersuch.img der «J-Teilwerte. 

Urn eine niit 1 modulo n congruente homogone Modulsubstitutioii 
aucli ausserlicb. als solche zu kennzeichnen, schreiben wir sie: 

(1) m/ = {an + l)a)j 4" ^nm.^ , — cncoj + 4 l)t 02 . 


Die Function Sz,f,(u) gehe durch AusQbung von (1) in 0z,f,(u) fiber; 
dieses stellt sieh dann mit Hfilfe von (7) § 8, sowie der 

Legendre’seben Relation nacb kurzer Recbnung in der Gestalt dar: 

( 2 ) 


Punctionen, die* bei Ausfibung der Substitutionen einer sich bis 
auf multiplicative Einbeitswurzeln reproducieren, sollen dieser Unter- 
grw^e T,, adjmigiert genannt werden. In diesem Sinne spreehen wir 
den Satz aus: Die mm Teilungsgrad n gehormden 6x,ii{u) sind insgcsamt 
der Eauptcmgruemgruppe w*®' Sfmfe oder, Iwz gesagt, der Stufe 
adjungiert. 

Urn zu seben, welcber Stufe die 0x,f.{u) absolut angehoren, 
scbreibeii wir uns erstlicb die von den vier Zablen a, h, c, d jedenfalls 
erfullte Bedingung 

(3) {ad — ic)n + a + = 0 


auf und mtissen nun die ungeraden n von den geraden scheiden. 

Im ersteren Falle (d. i. bei ungeradem n) folgern wir aus (3) die 
Congruenzen: 
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ad-\-'bc = a — d, ab a = cd d = 0^ (mod. 2), 
die wir zur Umgestaltung von (2) verwerten. Unter der Abkiirzung 

“^171 

Q == £ gebt Forme! (2) iiber in: 


( 4 ) 




B ^ 


Man priife jetzt nach. einander die drei Oombinationen (A, ft) = (0, 1)^ 
(1; 0), (1; 1) nnd ilberblickt sofort, dass notwendig & = c = a--cZ = 0, 
(mod. n) sein muss, wenn die gesamten bei ^-Teilung entspringenden 
durob Ausiibung der in Rede stebenden Substitution in sieb 
iibergefubrt werden sollen. Die letzte Congruenz a — d = 0f (mod. n) 
spaltet sich mit Riicksicbt auf (3) in a = d ^ 0, (mod. n), und also 
entspringt das Resultat; JBei ungeradem n bilden diejenigen Substitu- 
tionen^ welcJie die gesamten unverdndert lassen^ die homogene 

Sauptcongruemgruppe r 2 ^(»a) der Stufe 

Pxir ein gerades n scbreiben wir die auf der recbten Seite von (2) 
auftretende Einheitswurzel : 


4r I P‘{nab-{-na-{‘nb-\‘b) 6c) + (? — «) -{-/f^(?zorf-f-wc-j-*TOc2 — c) | 

Damit dieselbe fiir alle ‘ Oombinationen (A, ft) die Einbeit selbst sei, 
ist binreicbend und notwendig: 


nab + na + n& + ^ = 

(6) n{ad — be) d — = 0, > (mod. 2n ) . 

ned nc nd — c = 0, J 


Die mittlere dieser Oongruenzen ergiebt mit Hiilfe von (3) a = cZ = 0, 
(mod. n), und daraufbin gebt die erste und dritte in (^^+ 1)& = 0 
bez. {n — l)c = 0 liber, woraus wir sofort sebliessen b = G = 0, 
(mod. 2n). Dementspreebend fordert dann wieder die zweite Con- 
gruenz (6) a = d^ (mod., 2w), womit nun aber die samtlicben Porde- 
rungen zur Erledigung gekommen sind. Wir gestalten das gewonnene 
Resultat zu dem Satze aus: Die Modulsubstitutionen, welche bei geradem 
n die gesamten i'^'^ sich transformieren, bilden diejenige ausgemich- 

nete homogene Congruen^gnippe r^( 2 n^^)j welche sich modulo 2n^ auf die 
Substitutionen: 


^n^ + 1, 


i)' Co’ i)’ 


redmiert. 


Was die zu einem emelnen gehorende Dntergruppe an- 


langt, so treten Mer die allgemein fur Teilwerte in § 3 p. 8 ff. ent- 
wickelten Gesichtspunkte unter unwesentlicken Modificationen in Kraft. 
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Erstlich zerfallen alle beim Teilungsgrad n eintretenden <3^2, //(w) 
der Formel (3) p. 10 entspreeliend in ebensoyiel getrennte Systeme 

als n Teller hat; dabei geboren zum Teller — im ganzen 
verschiedene iind im speciellen gehoren zu n selbst diejenigen 

g)(n)ilj(ii) Grrossen in welchen der grosste gemeiusame Teiler 

von 1 und ^ prim gegen n ist. 

Ferner sind die g)(n)^(^^) eigentlich znm Grade n geliorenden 
mit einander gleiclibereelitigt nnd gruppieren sich zu je q)(^n) in ^(^^) 
verschiedene Systeme, welch^ letztere bestimmten gleielibereeh- 

tigten Untergruppen zugeordnet sind, Diese Untergruppen entspringen 
aus der den gesamten Grossen soeben zugeordneten aus- 

gezeiehneten bez, durch Zusatz einer jeweils modulo n 

wolileharakterisierten parabolischen Substitution der Amplitude 1. So 
vrerden wir fur die g)(n) Grossen znr eben gedachten ausge- 

zeichneten Untergruppe die Substitution S hinzusetzen, um durcli 
Combination die zu den <5'o,^4 gehorende Gruppe zu erzeugen. 

Fiir ausfiihrliche Untersuchuugen ist es ilbrigens von Wiclitig- 
keit, dass die bez. (2ny^ Potenzen der absolut der Stufe 

angehbren. Des Naheren aber sind die diesen Potenzen der zu- 
geliorenden Oongruenzgruppen Stufe eben dieselben^ welche an 
analoger Stelle im ersten Teile des Kapitels bei den Teilwerten 
auftraten. 

Allenthalben dachten wir liier die X, ^ gleich auf ein System von 
mod. n incongruenten Zalilenpaaren eingeschrankt. Immerhin mogen 
wir uns jecloeh noch die unwesentliche Modification anmerken, welche 
die erleiden, falls wir A und ^ um beliehige ganzzahlige Viel- 

fache an bez. tn der Zahl n vermehren; es ergiebt sicli mit Hiilfe 
der Legendre'scben Relation leicht: 

(8) W = (— 1)“"+“''+*" • . 

§ 10. Fimctionentheoretisclie Betracktung der Teilwerte 

In den Functionen des vorigen Paragraphen setzen wir nunmebr 
u = 0 und kebren damit zu den <?-Teilwerten 

(1) (®1 , ®2) = — e 0 ^ 

zuriick. Dieser Scbritt erfordert eine erganzende Bemerkung zur 
gruppentbeoretiscben Darlegung des vorigen Paragraphen. Die or-Pune- 
tion ist eine ungerade Function ihres ersten Argumentes u, und eben 
desbalb wird die Gleicbung 
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(2) 0-X,-fcCoi>i, Og) == — 0X,f.(cOi, 02 ) 

bestehen. Von den q)(n)il^{n) eigentlich zum Teilungsgrade n gelioren- 
den Teilwerten unterscheidet sich demnaeli wieder die eine Halfte yon 
der andern nur durcL das Yorzeichen (jedocli wie oben yom particnlareii 
Falle n = 2 abgeselien). Wir werden also bereits alle ^(p{n)'4)(n) 
wesentlicli verseliiedenen gewinnen^ wenn wir I anf das Interyali 


( 3 ) 

einschranken. 

Um jetzt die functionentheoretisclie Eigenart unserer neuen Teil- 
werte zu erkennen^ gehen wir anf I p. 161 (4) zuriick und zielien aus 
der ersten dieser Formeln die nachfolgende Relation: 


■ ]/^ f/A • m^) = e 


I Tt 


fXco-{-(i 


wodurcb die Zuruckfuhrung der auf Teilwerte der Function -O’! 
geleistet ist. Benutzen wir nun fiir die I p. 160 (3) gegebene 
ReihC; so kommt nacli kurzer Zwiscbenrechnung die sehr wertyolle 
analytiscbe Darstellung: 



die eine im Innern der o-Halbebene stets convergente Reibenentwick- 
lung fiir unsere Teilwerte liefert. Bei co — icx> finden wir auf Grrund 
yon (5) die Naberungswerte: 


^0,^ — 




ft(Z — n) Z(Z — n) 

s r ^ 


wabrend nacb unserm Princip yon I p. 587 vermoge der Relation: 

(7) ^Z,ju{(XC0t + ^032, 5/031 + dcjg) = ^aZ+Y/ic,fiZ^diic{c(>i} ^> 2 ) 

das Yerbalten von ^ 2 ) Annaherung an den Punkt o = y 

mit demjenigen von 0ceZ+y/u,^z-\-dfi bei Annaberung an o = ^oo iiber- 
einstimmt. Hiermit hahen wir in den Teilwerten algebraische Modul- 
formen {der ersten Dimension) erJcannt und Jconnen auf dieselhen deswegen 
die von I gelieferten Sulfsmittel in Anwendung bringen. 

Bey or wir dies unternebmen, mtissen wir nocb der Productent- 
wicklung der gedenken, wie sie aus I p. 159 Form el (1) zu ent- 
nebmen ist; es findet sich nacb kurzer Zwiscbenrechnung: 
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( 8 ) 


fL{l- 


^s 




Hi HA 
r 


I 1 

2n ^ ”'"12 


• 0z,f, 




^)17G 






und wir folgern aus dieser Darstellung ohne weiteres den wiehtigen 
Satz: Wie die sind mich die Teilwerte 6x,(.i im Innern der m-Malh- 
ehene allentJialben endlich und von Null verschieden. 

Zwisclien den beiden Darstellungen (5) und ( 8 ) fiir die be- 
stelit ein principieller Unterschied, den wir niclit unerwahnt lassen 
diirfen. Beide Male ist 6x^f.i mit einer derartigen Grosse multipliciertp 
dass das Product nur nocb von co allein abli*angt*, aber der Zusatz- 
factor ist in (5) ein wesentlich anderer als in ( 8 ). Unter den Wurzeln 

J 2 

aus A ist nacli I p. 623 einzig y A eine eindeutige Modulform (so wie 
naturlicli deren ganze Potenzen); ist also uberbaupt nicbt 

mebr eine eindeutige Modulform und kann nur erst wieder durcli 

Multiplication mit "j/-^ zu einer von co eindeutig abbiingigen Grosse 

werden. Hat das entspringende Product also nicbt mebr das glatte 
Verbalten einer Modulform so besitzen wir docb fiir dasselbe von der 
O’l-Eeibe aus eine bbcbst braucbbare Reibenentwicklung, was man z. B. 
aus einem Vergleich der Pormel (5) mit den oben (p. 12) fiir die 
Pz,iLiT gegebenen Entwicklungen ermessen wolle. Im GegensaU 

mr JReihe (5) lidben wir in der FroductentwieUung (8) direct eine ein- 
deutige algelraische Modulfimetion y A • dx^i^c vor tins; dieselbe ist der 
n^^^ Stufe adjungiert und hat die zweckmassige Eigenscbaft, dass ihre 
Null- und Unstetigkeitspunkte ausschliesslicb in den Spitzen des Poly- 
gons gelegen sind. 

Was wir nun nocb allgemein iiber den functionentbeoretischen 
Charakter der 0x,/ii 2 U sagen baben, ist leicbt erledigt. Bei ungeradem 
n sind die Potenzen der 9 ?^ eigentlicli zum Teilungsgrade n ge- 
borenden 0x,/u die Wurzeln einer irreducibelen Gleichung Grades^ 

in welcber alle ungeraden Potenzen der Unbekannten aus fallen. Die 
Coefficienten dieser speciellen Teihmgsgleichung fur n-Teihmg der <s-Func- 
tion sind rational in g^^ g^ und baben leicbt ersichtlich die Gestalt 
A^ ‘ G{g<^, gf). Da sich aber in den Eeibenentwicklungen von 0 * 2 ,^ An- 
fangsglieder mit negativen Exponenten von r zeigen^ so wird v im 


*) Wir verweisen hier auf die diesen Gegenstand betreffenden gruppen- 
theoretiscben Erdrterungen im zweiten Teile des nachstfolgenden Kapitels; vgl. 
ancb die bezuglicben Bemerkiingen am Eingang vom dritten Kapitel des n^achsten 
Abschnitts (§ 1 daselbst). 
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allgemeinen eine negative ganze Zahl sein, und also sind im Gegensat^ 
die 6-Teilwerte Jceineswegs game algehraischeModulformen'^), 
Fiir gerades n gelten entsprechende Satze unter geringen Modifica- 
tionen; An Stelle der Potenzen der 0z,iu, treten jetzt die 
wahrend der Grad der irreducibeln Teilungsgleichung auf zuriick- 
sinkt (den particularen Pall n = 2 wieder ansgenommen). Man be- 
merkt sonach^ dass die aussere Gestalt der Teilungsgleicliang bei 
geraden und ungeraden n gar keine Versebiedenlieit aufweist. 

§ 11. SpeeialnntersTiclniBg der fiir n = 2 nnd 3. 

Haben sick die <5-Teilwerte in bequemer Weise dem Scliema der 
allgemeinen Theorie der Modulfunctionen eingeordnet, so werden wir 
nmimehr in Kxirze die Prage streifen^ inwieweit die zweckmassige 
Hiilfsmittel zur Behandiung unseres functionentheoretiscben Grund- 
problems gewahren. Wie bei den babnen wir diese Untersucbung 
wieder dadurcb an, dass wir fiir niederste Stufenzablen n die uns von 
I her bekannten einfachsten Moduln mit den in Vergleich stellen. 

Piir n = 2 haben wir die drei Teilwerte 6^^^ 6^^, deren vierte 
Potenzen zur zweiten Stufe gehoren. Wir ziehen die in I p. 628 (1) 
definierten Modulformen zweiter Stufe vierter Dimension Ag, heran 
und betrachten insbesondere das Product welches eine gegen- 

iiber der Operation 8 invariante Modulfunction zweiter Stufe darstellt. 
Selbige wird sich bereits auf dem zweiten Teilungspolygon"^*) be- 
trachten lassen, welch^ letzteres zwei Spitzen co = 0, ^oo hat. 
ist nun entweder mit einer Constanten identisch oder wird in besagten 
zwei Spitzen 0 bez. oo. Von beiden Pallen findet aber ersterer statt, 
da man — 8 als Naherungswert von ^ findet. Wir 

haben also die Relation <3^^ = — SA^, und wenn wir auf selbige erst 
T, sodann aber auf die entspringende Pormel 8 ausiiben, kommt als 
Gesamtdarstellung unserer drei Teilwerte: 

(1) <54^ = ^8A4, <?to-8A3, oJ, = -~8(A3-^A,). 

Unmittelbare Polgen aus (1) sind die Relationen: 

( 2 ) + + «!.-«. 

*) Es verdient betont zu werden, dass demgegenuber die in (8) gegebenen 
Modulfunctionen gafize algebraiscbe Piinctionen von sind. 

Wir benannten schon in einer Note dea § 7 (p. 20) als Teilnngspolygon 
denjenigen Ansschnitt aus dem Gesamtpolygon Stufe, welch er in den 
Eiindamentalbereich der Operation S entfallt. 
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Mit Hinblick anf (7) § 9 finden wir unmittelbar den in I p. 678 aiis- 
gesprockenen Satz bestatigt^ dass j/JL^ j/l — I das Modulsystem einer 
ausgezeiclmeten Tgg achter Stufe bilden, unci erkennen jetzt in (2) direct 
die bomogen geschriebene Gleichung der bereits 1. c. namliaft gemaeliteii 
Normalcurve der 

Die zweiteii Teilwerte baben wir iibrigens bereits I p, 161 
betracbtet und entnebmen aus den damaligen Formeln (4) die nacb- 
folgenden Beziehungen zu den Null werten der drei geraden '0*-Functionen: 



Filbren wir auf der andern Seite dnrch I p. 665 (3) an Stelle von % 
die Modulii Iz der ilberlieferten Tbeorie der elliptiscben Functionen 
ein, so setzen sich (2) und (3) in die sebr bekannten Formeln urn: 


( 5 ) 




¥ 





Wir erledigen sogleich aucb noch n — 3, wo die Zahl der wesent- 
licb verscbiedenen Teilwerte vier ist. Unter Benutzung des I p. 630 
(5) gegebeuen Modulsystems betrachten wir (^ 01 ^ 4 )^ dritten 

Teilungspolygon, wo wir in bekannter Weise den Ansatz (<^ 01 ^ 4 )'^ 
= — 1)^ haben. Die Auswertung bei co = ioo giebt a = — 3]/3; 

^ = — 1 ^ Tjind Yon da aus gewinnen wir unter wiederbolter Anwen- 
dung der homogenen Operationen T und S die vier gewimschten 
Darstellungen : 


( 6 ). 



'-iV^ 


0^ = 


'VZ ■ 


0^ = 
"12 


P I3 ~ ^ r 

-iVA 




Indem wir die drei ersten dieser Formeln durcb die vierte dividieren, 
entspringen folgende merkwurdige Darstellungen des Hauptmoduls § 
durcb die dritten Teilwerte*): 


( 7 ) 


*) Diese Formeln sind znerst von Hrn. Bianclii auf anderem Wege go* 
wonnen worden; man sebe dessen Arbeit: Uher die N'ormalformen dritter und 
funfter Stufe des elli^tisclien Integrals erster Gattung^ Math. Ann. Bd. 17 (1880). 
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Aus (7) wiederum entnehmen wir die Bestatiguag des I p. 678 auf- 
gestellten Satzes^ dass — 1 ; ]/| — q, j/| — CoBgruenzmoduln 
neunter Stufe sind und ein voiles Modnlsystem ftir die beziigliclie 
Hauptcongruenzgruppe bilden. — Es hat sich durch diese Betrach- 
tungen heransgestellt, dass hei n — 2 und 3 die in der That die 
einfachsten Moduln ihrer Stufen unmiUelhar ergeben. 


§12. SpeeialbetrachtTing der fiir n = 5 nnd 7. 
Verallgemeinerung. 


Bei n — 5 wiirden wir wieder ein einzelnes <5^,^ durch einen 
geeigneten Zusatzfactor zu einer Modulfunction filnfter Stufe normieren 
konnen, um diese dann als rationale Function von g darzustellen. 
Aber man findet bei einer derartigen Untersuchung, dass sich jetzt das 
einzelne bei weitem nicht mehr so einfach verhalt^ wie bei n = 2 
nnd ^ = 3; es ist vielmehr charakteristisch, dass wir die von I her 
bekannten einfachsten Moduln funfter Stufe erst dadurch wiedererlangen, 
dass wir die in merkwurdig gebaute Producte vereinen"^). 

Unsere Moduln Ay der funften Stufe verhielten sich gegeniiber 
der speciellen parabolischen Substitution S besonders einfach. Indem 
wir also von (?-Producten ausgehen wollen, von denen dasselbe gilt, 
bilden wir uns etwa zuvorderst den Ausdruck: 


( 1 ) <^10 ^11 ^12 ^13 ^14 • 

2 

Bei CO = ioo geht derselbe tiber in — is r ^ , wie aus ( 6 ) p. 27 
leicht folgt. Multiplicieren wir (1) sonach mit der in I p. 631 (9) 
deflnierten Modulform § 4 , die bei m = ioo zu {^j r® wird und der 

Dimension ( — 5) angehort, so kommt eine der funften Stufe adjun- 
gierte Modulfunction, welche der Bedingung 

( 2 ) lim (^ 10^11 • ti) = — *« 


geniigt. Durch eine ganz analoge Betrachtung folgt: 
(3) lim (^20^21^22*^23*^24 ‘ Ss) tS , 


eine Formel, die man iibrigens auch durch Ausubung einer modulo 6 

mit 2^ congruenten Modulsubstitution aus (2) herleiten kann. 

\0, 3/ 


*) Es stimmt dies wiederum .uberein mit der Tendenz der p. 9 gen. Ab- 
bandhmg des Hrn. Kiepert, sowie anderweitiger Untersncbungen desselben 
Yerfassers; wir werden anf dieselben spater nocb ausfubrlicber zuriickkommen. 
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Die fiinften Potenzen dei in (2) mid (3) betraclateten Modulfimc- 
tionen gelioren jedenfalls der ftinften Stufe an, und da sie eben ver- 
inoge (2) und (3) zugleich gegeniiber der Substitution S unverandert 
bleiben, so lassen sie sich bereits vollstandig auf dem fiinften Teilungs- 
polygon betracliten (cf. Fig. 83 I p. 355). Dieses Polygon liat 
(geschlossen gedaclit) vier Punkte c, die von den Spitzen m — iooj 
0, I , I- berriihrenj nur in diesen vier Stellen c konnen NulP oder 
Dnstetigkeitspunkte unserer Punetionen liegen. Aber im ersten Punkte 
c(ioo) bleiben zufolge (2) und (3) beide endlicli und niebt-versebwin- 
dend, und das Gleiebe gilt auch. an der dritten Stelle c(|), da sick 
nach. I p. 587 hierselbst die eine unserer Punetionen gerade so ver- 
halt, als die andere in c(^oo). Jetzt bemerke man, dass sieb dx.in bei 
CO = 0 so verbalt wie bei co == ioOj und dass iiberdies das 

Versehwinden oder Dnendlicliwerden eines anssehliesslicli diircb 
den ersten der unteren Indices bestimmt wird. Der Quotient unserer 
beiden Punetionen (2), (3) wird also in c(p) endlicb bleiben, und das- 
selbe gilt dann wieder in cQ-), da der Ubergang von der einen Stelle 
zur anderen von constanten Faetoren abgesehen nur wieder auf eine 
Permutation der beiden Punetionen hinauskommt. Man setze jetzt^ 
unsere beiden Punetionen waren in o(0) im gleichen Grade zu Null 
geworden, so mxisste dasselbe in o(-|-) stattfinden, und sie batten auf 
dem Teilungspolygon wobl Nullpunkte, aber keinen Unstetigkeitspunkt. 
Da sie aus demselben Grunde in c(p) niebt oo sein konnen, so bleibt 
niebts librig, als dass sie mit Constanten identisch sind, und also 
folgt aus (2) und (3): 

4 4 : 

( 4 ) J7 == ” 

/n = 0 jii = 0 

womit sicb unsere am Eingang des Paragrapben gemaebte Bemerkung 
bestatigt bai 

Als Darstellung des Hauptmoduls ^ durch die ^ findet sich so *) : 



Um einige sich ansebliessende Gleichungen zu entwickeln, kniipfen 
wir an den Umstand, dass das Product aller zwolf versebiedenen 
fiinften leiebt ersicbtlich bis auf einen Factor mit A“"^ iiberein- 
stimmen muss; tbatsacblicb findet sicb durcb gewobnte Naberungs- 
rechnung bei m == ioo die Relation: 

Auch diese Pormel ist von Hrn. Bianchi 1. c. von andrer Seite her ent- 
wickelt worden. 
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Spalten wir hier die beiden Producte (4) ab und ersetzen sie durcb. 
ihre in (4) gegebenen Werte, so koramt: 

woraus unter Gebraucli der Bezeichnungen von I p. 643 sicb ergiebt: 

(^) ^ 01^02 ~ 

Die ausfiibrliclie Begrundung dieser fur n = 5 gegebenen Formeln 
gestattet in dem nun nocli zu besprecbenden Palle n — 1 sebr viel 
grossere Ktirze. Indem wir bier einen ganz analogen Gedankengang 
einscblageU; bilden wir uns die vier Producte; 


(^=1,2, 4), 


^01^02^03? jf j|[ 2, 4); 

von denen wir zuvorderst die drei letzten betracbten. Das einzelne 
unter ihnen ist von der Dimension 7, und da die zu n — 1 gehorenden 
und Ay (cf. I p. 692 u. f.) den Dimensionen — 2 bez. -j“ 3 ange- 
boren, sind die drei Grossen 


7 gehorenden 




der siebenten Stufe adjungierte Modulfunctionen. Zufolge leicbter 
Reclinung erfullen dieselben die Bedingung: 


lim 


sie bleiben dieserhalb gegenilber S invariant und lassen sicb also 
bereits vollstandig auf dem siebenten Teilungspolygon untersucben, 
dessen eine Halfte durcb Figur 88 I p. 373 gegeben ist. Hier tritt 
nun eine Betracbtung ein, die bis ins einzelne der soeben bei n=6 
durcbgefuhrten gleicbt, und wir finden am Scblusse derselben wieder, 
dass die drei Functionen (8) mit Constanten identiscb sein miissen. 
Die Werte dieser Constanten geben aus (9) bervor^ und wir erhalten 
also folgende Beziehung der siebenten zu dem Modulsystem 
siebenter Stufe: 


- AAoj[ == 


Das Product aller 24 verschiedenen wird mit A”^ propor- 
tional sein^ und zwar findet sicb genau: 

Klein-Frick e, Modtilfunctionen. II. 
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(11) ^01^02^04 Xjf *A‘^ 

a /t 

Mit Htilfe von (10) und I p. 720 (2) foigt hieraus : 

(12) ^01^02^04 “ 

genau analog der soeben bei n — 5 aufgetretenen Formel (7). Um- 
gekelirt konnen wir jetzt an Stelle von (10) setzen: 

6 

(13) • ^01^02^04 ■^]/7 A ^ • 0a^(cOif CO 2 ') ; 

/Ll = 0 

nnd diese Formeln sind um so bemerkenswerter^ als ihnen' fiir n = 5^ 
wie man leicbt ausrecbnet, die Formeln: 

i ]/5 A- 1^3(091, 

i]/5 A‘~^g4(oi, cog) 

ersichtlich bis ins einzelne gleichgebildet sind. 

Diese augenscheinliclie Analogie zwischen n — b und n—l legt 
den Versucb nalie, entsprechende Entwicklungen z. B. fur beliebige 

Primzahlen n an die dort eintretenden — ^ — Grossen zii kniipfen. 
Wir wiirden in dieser Weise den Formeln (13) und (14) entsprechend 
ein System von Moduln 0a der Stufe, sowie (7) und (12) 

entsprechend eine einzelne Grosse Stufe Aq sofort hinschreiben 
konnen, und es wurde auch nicht schwer halten, eine gruppentheo- 
retische Erorterung liber diese Modulformen auf Grund der bezng- 
lichen Entwicklungen in I p. 419 u. £ zu geben. Und nun gehoren 
wirklich die solcherweise aus den zusammengesetzten Modulformen 
zu den einfachsten und brauchbarsten, deren wir iiberhaupt im Gesamt* 
verlauf unserer functionentheoretischen Untersuchungen habhaft werden 
konnen. Nur lasst uns der hier vorliegende Ansatz, der in der Haupt- 
sache allein von der Aufsuchung der Null- und Unendlichkeitsstellen 
der Functionen ausgeht, fiir den allgemeinen Fall n zum guten Teil 
im Unklaren iiber die wichtigsten Eigenschaften jener Grossen und 
tiber ihre Beziehung zu anderen, gleichfalls bemerkenswerten Punc- 
tionen der Stufe. Indem wir demnach die Besprechung der (> 2 ,// 
(und damit iiberhaupt der Teilwerte) an dieser Stelle abbrechen, be- 


(14) 


^ ^01 ^02 J[ j[ ^1, 




n 

4 


jLl=t0 
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merken wir zum voraus^ dass nns jene Modaln und Aq ini folgenden 
Absclinitt wieder begegnen werden, wo wir zu ibrer Untersuchung 
wesentlicb neue Hulfsmittel zur Hand baben werden"^). 


An die somit beendete Betraclitnng der speciellen Teilung erster 
Stufe konnten wir nun eine Darstellung der Teilung lioberer und also 
in erster Linie der zweiten Stufe reihen. Wir wiirden da von den 
Teilwerten der drei Functionen sin am, cos am, A am zu bandeln 
haben und miissten den bez. -Teilwerten offenbar die Teilwerte der 
drei geraden O- bez. '^’-Functionen gegeniiberstellen. Eine systematisclie 
Darstellung der Eigenscliaften dieser Grossen auf Grundlage unserer 
in Bd. I entworfenen Theorie wiirde nicbt schwierig sein, ist indessen 
zur Zeit nocb nicbt ausgefulirt worden. Indem wir also von einer 
solcben Darstellung bier abseben, bemerken wir nocb, dass eben diese 
aus der zweiten Stufe entspringenden Grossen nicbt nur in der alteren 
Literatur, sondern aucb in den neueren Arbeiten von Kronecker 
(Berliner Bericbte von 1886) und Weber 1. c. ausfubrlicbe Beruck- 
sicbtigung finden. 


*) Es raag iibrigens scbliesslicb uocb bemerkt werden, das aucb die ^ ^ 
in einfacber Weise durcb die <7^ ^ dargestellt werden konnen; man vergl. Klein 
„ Normalcurven“, p. 15, oder aucb die bezuglicben J'ormeln im zweiten Kapitel 
des nacbsten Abscbnitts. 



Zweites Kapitel. 

Die Transformation Ordniing erster Stufe und die 
Transformationsgleiclmngen erster Stnfe"^). 

Neben der Teilung Grades bat in der Tbeorie der elliptiscben 
Punctionen seit langer Zeit die sogenannte Transformation Ord- 
nung eine wiebtige iind umfassende Rolle gespielt. Ancb sie versiebt 
uns, wie wir scbon andeuteten^ mit einem Mittel, Modulfunctioneii 
boberer Stufe aus solcben niederer Stufen berzustellen. Inzwischeii 
verfolgen wir die bieraus ftir nnsere ferneren Zwecke entspringenden 
Ergebnisse Yorab noch nicbt weiter; es soil sicli vielmehr in erster Linie 
darum handeln, die uberlieferte Transformationstheorie ihrem Wesen nacli 
mit unseren von JBd. I gelieferten Hiilfsmitteln mr Darstellung m hringen. 
Wir werden dabei den Gedankengang genau so wie im vorauf- 
gebenden Kapitel wablen; man kann die Transformation Ordnung 
auf Grossen der ersten und andrerseits auf Grossen boberer Stufe an- 
wenden; dem ersteren Zwecke ist das gegenwartige Kapitel ausschliess- 
licb gewidmet^^). Audi im einzelnen ist der Gedankengang wie vorbin : 
wir werden die Transformation Ordnung in gruppentbeoretiscber; 
sodann in functionentbeoretiscber Hinsieht untersucben und endlich 


Fiir das zweite Kapitel ist grundlegend die bereits ofter genannte Arbeit 
von Hrn. Klein, Uher die Transformation der elliptischen Functionen und die 
Auflosung der Gleichungen fUnften GradeSj Math, Ann. Bd 14 (1878). Unter den 
neneren Arbeiten kommt fur nns namentlicb die inbaltreicbe Abhandlung von 
Hrn. Kiepert in Betracbt: Uher die Transformation der elliptisclien Functionen 
hei msammengeseUtem Transformationsgrade^ Math. Ann. Bd. 82 (1887); hieran 
seliliesst sich die weitere Abhandlung des gleichen Yerfassers: Uher gewisse Ver- 
einfachungen der TransformaUonsgleichungen in der Theorie der elUptischen Func- 
tionen. Math. Ann. Bd. 37 (1890). 

**) Indem wir also die Betrachtnng der bhheren Stufen hinausschiehen, werden 
wir auch erst spaterhin anf die alteren Arbeiten fiber die Transformationstheorie 
Bezug nehmen kdnnen, da diese ja durchgangig an den Legendre’sehen Integrnd- 
modul heziehungsweise die aus ihm durch Wiirzelziehung entspringenden Con- 
gruenzmoduln anlrnupfen. 
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Eiuzelbetrachtungen folgen lassen, deren Zweck vielfacla der ist, den 
Leser aiif dem ausgedehntenj liier in Betracht kommenden Gebiete 
zuiTaelist einigermassen zu orientieren. 


§ 1. Erste Einfiiliniiig der Transformation Ordnnng erster Stnfe 
nnd gruppentlieoretiselie Untersuclinng derselben. Die fnnetionen- 
theoretischen Reprasentanten. 

Wir versteben unter cog) eine beliebige Modulform der ersten 

Stufe (oder aucb eine doppeltperiodische Function der ersten Stufe, 
auf welcbe die zunachst durcbzufiihrenden gruppentlieoretisclien Be- 
tracbtungen gerade so gut passen, wie fiir die Modulformen). Man 
setze alsdami neben die Grosse F(c3^yG)2) Function der beiden 

Variabelen coj, die folgende: 

(1) -^'(“1 > “ 2 ) = («»i > w ) 

und benenne den tj’bergang von F zu F' als Transformation Onl- 
nung erster Stufe*). Dieser letztere Zusatz betrifft aber nicht die 
Definition der Transformation Ordnung (die wir spaterbin fur die 
Moduln hoherer Stufe genau so wahlen werden); er zielt vielmehr ab 
auf die durclizufflhrende Theorie dieser Transformation Ordnung, die 
fur die Functionen bez. Formen der ersten Stufe ibren besonderen und 
zwar wieder einfacbsten Cbarakter gegenfiber den boberen Stufen zeigt. 

Den transformierten Modul erster Stufe -F(rai, unterwerfen 

wir zuerst der naheren grwppentJieoretischen Betracbtung. Wir iiben 
zu diesem Zwecke eine beliebige Modulsubstitution auf und aus 

und fragen, ob sicb eine Untergruppe findeu lasst, welcber Fi^Wy, 

als Modulform angehort. Deren Substitutionen warden also der Be- 
dingung geniigen miissen; 

die wir xibrigens sofort in die zweckm'assigere Gestalt umschreiben : 

( 2 ) 

Hier ist ofienbar auf die Argumente co^, ^ die lineare Substitution 
mit den vier Ooefficienten cc, n§, j^ y, S angewandt, und indem wir 
nocb die um der Allgemeinheit willen notwendige Annabme macben, 

*) Vgl. die vorlaufigen Angaben in Pormel (2) p. 7, 
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dass F((Dij CO 2 ) bei keinen anderen linearen Substitutionen, als denen 
der Modulgruppe, unTerandert bleibt, entspringt als binreichende und 
notwendige Bedingung fiir das Bestehen von (2) die folgende: 

(3) y = (mod. 

Fin transformierter Modul (1) ist demgemdss eine (algebraisclie) 3Iodul- 
form der Stufe; sie bleiU des ndheren iei alien durch (3) charahteri- 
sierten Substikdionen unverdndert, die nacli I jp. 461 eine homogene 
Gongruemgriippe r<^(w) des Index 'ip(n) bilden. Diese V^{.n) entbalt often- 
bar auch die liomogene Operation T^, Beim Fortgang zu den nicbt- 
bomogenen Substitutionen bewabrt V^{n) demgemass ibren Index 
und gebt dann direct in die I p. 461 genannte Gruppe der Substitu- 
tionen : 

(4) v{w) = jr ^ ; (mod. n) 

a 

iiber. Dieserbalb gilt unsere Erorterung ohne jede Modification filr 
die M-oidlfiwictionen erster Stufe; es ist das einfacb der Specialfall, 
dass die Dimension von ^ 2 ) nullte ist. Dass aber die trans- 

formierten Grossen (1) in der Tbat algebraisclie Modulformen sind (wie 
wir scbon andeuteten); wird durcb spaterbin zur Besprecbung kom- 
mende Figuren zur unmittelbaren Evidenz gebracbt. 

Nacb dem gewonnenen Resultat ist eine unter ^(n) 

gleicbberecbtigten Modulformen : 

(5) = Fia^m^ + , 

die wir offenbar dadurcb berstellen werden, dass wir ein 

\yvj Ov/ 

Reprasentantensystem der der Operationen (4) durcblaufen lassen. 
Diese Grossen F% F'\ . . ., gehoren dann m den thin) gleich- 
berechtigten Congruen^gruppen 

Um der so bezeichneten Sacblage nocb besser gerecbt zu werden, 
wollen wir die Transformation n^^ Ordnung insofern von vornberein 
etwas allgemeiner fassen, dass wir als transformierte Moduln F iiber- 
haupt alle Formen: 

( 6 ) + 

erkldren. Da werden sicb dann alle diese den unendlich vielen Modul- 
substitutionen entsprecbenden Moduln (6) offenbar in 'tl){n) .Classen 
anordnen, wobei alle Formen der einzelnen Classe als Functionen der 
coj, cog betracbtet identiscb sind, Eine einzelne Form aus jeder Classe 
wird letztere demnach reprasentieren kbnnen, und so mbgen wir als 
Reprasentanten der Classe die in (5) gegebene Form wablen. 
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Wir habea iinserer Betrachtung, um sie zu erleichtern, durch 
Voranstellung der Form F sogleich eine concrete Basis gegeben. 
Niclits liindert, von dieser Voraussetzung zu abstrahieren. Offenbar 
bemclinen wir dann als Transformation Ordmmg den Ubergang von 




(a/= Kcoi + /Sajg, (»/ 


ycoj^ 4" 

n 


und werden immer bemiglich der Modulgruppe dqidvalente c?/, in eine 
Glasse vereinen. JDahei entspringeit nur ^(n) verschiedene Classen^ und 
ivir Tdonnen als deren Eeprdsentanten die Tpin) JPaare: 

y coi -j- d (o^ 

(8) coi^ = a„a)i + ^ 

heranmehen, 

Fiir den Fall eines primzahligen n = q konnen wir die ^ + 1 

liepraseutanten oline Miibe fertig angeben. Hier haben wir namlick 
(unter zweckmassiger Anpassung der Bezeichnungsweise an die Ver- 
kaltnisse) als Reprasentanten der der Operationen (4): 

= = (.. = 0,1,..., 2-1), 


was man leicht durch Rechnung bestatigi 
tanten (8) ergeben sich demnach: 

(9) (Oj{«) = Oj, ojgC”) = ^ ; cOiW = — 


Als die {q + 1) Reprasen- 


0?. 


(V) 

’2 J ^ g 9 


und es folgen fiir diesen 
Moduln (5): 

( 10 ) ' = 


GJi 


). 


Fall als die {q + 1) gleickberechtigfcen 
FW = f (- co „ ‘”‘ + --9-^) 


Wir haben endlich noch die Stellung der il;(n) Untergruppen 
gegeniiber einigen anderen Congruenzgruppen der Stufe in Kilrze 
zu charakterisieren. Vor allem wollen wir die ausgezeichnete Con- 
grueuzgruppe Stufe betrachten, welche den gemeinsamen Bestand- 
teil aller r^(n) ausmacht Man transformiere die der Operationen 
(4) durch T] die entspringende gleichberechtigte r^(«) ist durch = 0 
gegeben. Die Operationen der gesuchten Untergruppe erfullen sonach 
die Bedingung jS Oj (mod. n'). So oft aber in einer solchen 

Substitution a von d modulo n verschieden ist^ wird dieselbe durch S 
in eine Substitution mit ^ 0^ (mod, transformiert, Nur erst die 
Substitutionen 


Of. Klein 1. c, p 130. 
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(11) = -(mod.M) 

bilclen eine ansgezeiclinete Untergruppe^ unci dass diese die gesuclite 
Gruppe istj bemerkt man sofort. Die Anzakl incongruenter Substitii- 
tionen (11) ist nun offenbar (^^>2 voraiisgesetzt'^)) gleich der lialben 
Anzahl incongruenter Losungen der Congruenz (mod. welch’ 

letztere Anzalil in den Elementen der Zahlentheorie'-^^^*') bestimmt wird. 
Daraufliin finden wir als Index der den gemeinsamen misge^eich- 
neten Untergriippe: 

-\r ^ ^-yX -l-O' — 

imier % die Anmhl der verscliiedenen in n enthaltenen ungeraden Prim- 
mlilen verstanden, unter 6 aher 2, 1 oder 0, je naclidem n durcli 8 teUhar 
Oder das Vierfache einer ungeraden Zahl oder endlich Jceines von heiden ist 
Man wolle endlich noch das Verhaltnis betrachten, in welchem 
die Gruppen zu den 7j?{n) bei den Teilwerten eintreteuden 

Gruppen stehen. Diese beiden Eeihen von je Gruppen 

sind einander ziigeordnet^ so dass die einzelne in einer bestimmten 
als Untergruppe des Index (p{n) enthalten ist. Die Bildung sjm- 
metrisclier Punctionen jener (p(^n) zur einzelnen geliorenden Teih 
werte stellt sich uns jetzt also in einem neuen Liclite dar: Durch 
Processe dieser Art wird man offenbar den Ubergang von den Teil- 
werten zu den transformierten Moduln desselben n zu suchen haben**^"^*’*'). 

§ 2 . Das Transformationspolygon Ordnung. 

Wie wir im vorigen Kapitel das Polygon der der nicht- 

homogenen Substitutionen to + ^, (mod. n) als das Teilungs- 
polygon bezeichneten, so heisse jetzt das Polygon der speciellen 
der Substitutionen: 

(1) vip) = , (mod. n) 

Transformationspolygon n^^ Ordmmg F^^n) oder Imrs Transformations- 
polygon, Bei der Art^ wie wir unter den ^ gleichberechtigten 
Gruppen auswalilteu; besteht dieses Polygon aus Doppeldreiecken, 
die offenbar durcbgehends zwischen den beiden in a) = + -^ sonk- 
recht stehenden Geraden der Modulteilung angeordnet werden konnen. 

Fiir n == 2 erkennt man sofort die Hauptcongruenzgruppe als die ge- 
suchte ansgezeichnete Untergruppe. 

**) Cf. Dirichlet-D edekind, ZaWentheorie p. 87 der dritten Aufl. 

Man vgl. Merzu wieder die Arbeiten von Hrn. Kiepert, z. B. die erste 
der am Anfang des vorliegenden Kapitels genannten Abhandlungen desselben. 
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Das Teilungspolygon wird sich aus ^l-(p Transformationspolygonen 

Fxp aiifbauen lassen, und zwar wird dem filr die geschlossene Flaclie 
eine regiildre Einteilung in ^cp Bereiche F^{rt) entspreelieU; dem 
Umstande zufolgC; dass die innerhalb der T^p ausgezeicbnet ist. 

Die entspreeheude endlicbe (?^^p von Transformationen der in sick 
ist alsdann^ wie man auf Grund frulierer Dnter such ungen ieicht verifi- 
ciert, stets und nur in den Fallen cycliscli, wenn es fiir das gerade 
betraclitete'^ n zum Exponenten gehorende Zahlen giebt. 

Fiir n = 2 fallen Transformations- und Teilimgspolygon zusammen. 
Dasselbe gilt fur diejenigen weiteren w, bei denen cp{i{) = 2 ist, d. i. 
fiir M = 3, 4, 6. Die betreffenden Piguren erhalt man fiir n — 4 

einfach dadurcli, dass man ein geeignetes Drittel bez. Viertel aus den 
bezilglichen Gesamtpolygonen (Fig. 81, 82 I p. 354) ausschneidet. Fiir 
= 6 gewinnt man F., = direct durcli Verdoppelung der Pig. 85 

I p. 367. Das Polygon F^,( 5 ) wolle man in Fig. 96 I p. 635 nach- 
sehen, F^( 7 ) desgleichen in Pig. 104 I p. 742. Man wird fiir die beiden 
letzteren Falle S' = 5, 7 Ieicht die betreflPenden Teilungspolygone mit 
Hillfe der zugehorigen in I gegebenen Piguren aus zwei bez. drei 
Polygonen F,/^ zusammensetzen. tJbrigens erkennt man von F//( 5 ) und 
Fxpipi) aus sehr Ieicht die Gestalt von F^ fiir beliebige Primzahl n — q^: 
Fqj^i wird da oflfenbar am zweckmassigsteu aus den (g + 1) Doppel- 
dreiecken : 

(2) 1, T, T8±^, TS±\ T8-'‘~ 

zusammenzusetzen sein, deren freie Randcurven man natlirlich dann 
noch in richtiger Weise einander zuzuordnen hat. Durch die Opera- 
tion T geht dieses Polygon F^p in das F^ der Dreiecke: 

(3) T, 1, 8±^, 8±\ S-'~^ 

ftber, das also zu der mit gleichberechtigten Untergruppe f'p— IT^pT 
gehoren wiirde und gleichfalls eine ganz besonders iibersichtliche Ge- 
staltung darbietet*). 

Das Transformationspolygon Fxp{n) ist fur gedes n in JBe 0 ug auf die 
imagindre co-Axe sich seTbst symmetriscli; die bezligliche geschlossene 
Flache F^ gestattet also stets eine der Modulsubstitution zweiter Art A 
correspondierende symmetrische Umformung in sich, ein Umstand, den 
wir spaterhin bei der functionentheoretischen Untersuchung zu ver- 


*) Von diesen Polygonen F[p ging Hr. Klein nrsprunglich in der am Ein- 
gang des Kapitels genannten Arbeit aus, und von hieraus eben entstand die 
allgemeine Theorie der Pundamentalpolygone; vgl. die Fig. 9, 11, 13 daselbst. 
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werteu haben werden. Ungleicli interessanter ist iibrigens eine Trans- 
formation erster Art, welche gleiclifalls bei allgemeinem n das Polygon 
Fip imd entsprecbend die gesclilossene Flaclie F^j in sich uberfiihrt, 
eine Thatsaehe, vermoge deren wir iiberbaupt die Transformation 
Ordnung batten einfiibren konnen. 



O 

I’ig. 1. 


(Jm hierauf naher einzugehen, wolle man die Modulsubstitution 
V(g)) — durcb die auch spaterhin noch sehr haufig zu ge- 

brauchende lineare Substitution: 


( 4 ) 

transformieren. 


W(cd) 


1 

nco 


ynco 


Wir finden als transformierte Operation: 


(5) rM-w-‘vw(,.)- ~y_”, 

SO dass F' stets und nur dann selbst wieder eine Modulsubstitution ist, 
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wenu V unserer angeliorte. Man kaun dies bei der Gestalt tool 

(5) des naberen ancli dahin ausdrucken, dass die Modulgmppe f durdi 
(4) in eine Gmpjge V' —W^^TW tmnsformiert wird, und dass ddbei als 
grassier gemeinsamer Sestandteil von f und V' unsere eintriit 

Insofern jetzt mit W vertauschbar ist, tvird nach heJmnnten 
Sdtmi das Polygon von erlauiter Ahdnderung dbgesehen, durch W in 
sich transformiert Dabei wird man iibrigens nicbt erwarten durfen, 
dass diese erlaubten Abanderungen, wie bei nnseren friiheren Unter- 
suehtingen^ sich immer durch Abtrennung gamer Elementardreiecke 
bewerkstelligen lassen; vielmehr ist dies bei dem Charakter der Opera- 
tion W im allgemeinen ausgeschlossen. Freilich gestalten sich die 
Verhaltnisse bei einigen niederen n besonders einfach; man betrachte 
z. B. die hieroben fiir n — 6 entworfene Fig. 1^ wo sich das trans- 
formierte Polygon ohne jede Abanderung mit dem urspriinglichen 



ca = o 


Fig. 2. 

deckt; aber schon fur n — h bemerkt man in Fig. 2 die Notwendig- 
keit von Zerstiickungen einzelner Dreiecke*). Zum Verstandnis dieser 

Fur n == 11 bat Hr. Papperitz die fraglicbe Figur gezeicbnet und naber 
betracbtet; vgl. dessen Abhandlung ^Untersuchungen uber die algebraische Trans- 
formation der hypergeomeirischen Functionenf^ Matb. Ann. Bd. 26 (1886). 
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Figureii^ welclie berufeii sind, gelegentlicL nocli eiiie aebr wichiige 
Kolie bei imsereii Uberleguugen zu spieleUj bemerke man folgendea: 
Die dnrclx verticale Schraffierung ausgezeicliiieteii Dreiecke bildeu das 
in der urspriinglichen co-Halbebene gelegene Polygon F^, Indem wir 
nun (s) = > 1 ^( 03 ) ausiiben imd dabei diese Operation in der von I 
p, 165 ff. lier gewohnten Weise als Umformung der <n-Ebeiie in sicli 
vorstellen, geben die Dreiecke von F^ in die durcb liorizontale Scbraf- 
fierung ausgezeichneten Dreiecke der Figur iiber. Man siebt^ dass die 
letzteren, for sicb genommen, in der co'-Halbebene ein Polygon fur 
die mit gleicbberecbtigte (gebildet aus co'-Substitutionen) zu- 
sammensetzen; die rechneriscbe Bestatigung dieser Erscbeinung wird 
man leicbt durcbfubren. 

Dass iibrigens die Fxp{n) jetzt insgesamt eiiie von Transfornia- 
tioneu in sicb zulasst (bestehend aus Ij Wj Ay WA)y braucben wir 
kauni iioch auszusprecben. Die beiden Transformationen W und WA 
der goschlossenen Flllche in sicb werden weiter unten (Kap. 5 dieses 
Abseliii.) zu sebr interessanten zahlentheoretischen Folgerungen ver- 
wandt werden. 

§ 3. Zweite Einfiilirung der Transformation Ordnnng erster Stufe. 

Die arithmetischen Keprasentanten 

Bevor wir das nun gewonnene Fundament fur die fuiictionen- 
tbeoretiscbe Besprecbung der Transformation verwerten, mxissen wir 
einer anderen Binfiihrimg der Transformation Ordnung gedenken, 
die wir sogleicb unter Gebrauch nicbt-bomogener Substitutionen ab- 
leisten. Wenn wir die Ausiibung einer Modulsubstitutioii V als Trans- 
formation erster Ordnung bezeicbnen wollen^ so wird man es nur als 
eine folgerichtige Begriffserweiterung anseben, ^venn wir als Trans- 
formation Ordnung die Ausubung der Substitution: 

( 1 ) m cid — bc^n 

mii gamen ZaUcn aybyCyd der positiven Determinante n erlddren. Aufs 
leicbteste siebt man, dass es unendlieli viele Substitutionen (1) und 
also aucb fiir ein ursprunglicbes co unendlich viele transform! erte (b 
giebt; aber wir wollen wieder alle mit eiuander (beziiglich der Modul- 
gruppe) aquivalenten m in eine Classe vereinen. Eine Classe von 
Transformationen Ordnung wird alsdann gebildet von alien SubstUu- 
tionen 

Neben den vorhin schon genannten Abbandlungen kommt bier nainent- 
licb der in Bd, I oft genannfe Brief Dedekind’s an Bor char dt jjTJher die Theorie 
der elliptischen Modulfunctionen^^ Crelle’s Journ. Bd. 83 (1877) in Betracht. 
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( 2 ) 


fa(o-\-h\ (aa + /5e)cD + (^^ + 

\cco-\-d/ {ya dc)a) {yl) dd) ^ 


hei denen a, 5, c, d eine hestimmte Losung von ad — bc = n vorstellen, 
V dagegen die gesamte Modulgnippe f durchlduft 

Aus der Classe (2) werde jetzt eine einzelne Substitution als 
Reprasentant ausgewalilt, was offenbar durcli bestimmte und zweek- 
entsprechende Wahl von V zu bewerkstelligen ist. Der grosste ge- 
meinsame Teiler der beiden Zahlen a und c sei J.; wir schreiben 
alsdann: 


( 3 ) 


7 = 


e ^ ® 

^ A ’ 


welches offenbar zwei relative Primzahlen sind. Wir nehmen dieselben 
zum dritten bez. vierten Coefficienten von V, und ein zugehoriges Paar 
von Coefficienten sei alsdann das allgemeinste derartige 

Paar ist durch 

(4) a = — + 


gegeben, wo s eine beliebige gauze Zahl ist. Piihren wir die gauze 
Zalil D durch die Bedingung n = AD ein, so kommt an Stelle von (2) 

Am+ia,h+§,d)+l)s 

CO = ^ , 


und hier bestimmen wir endlich a durch die Bedingung 
0 a <C jD . 


Da auf diese Weise V eindeutig bestimmt ist, so haben wir als 
Resultat: In jeder Classe (2) von Transformationm n^^"^ Ordmmg gieU es 
eine nnd nur eine Substitution der Form: 

( 5 ) = AD==n, 0£B<D, 

in welcher die gamen ZaMen A, JB, D die in (5) recMs angehangtm 
Bedingmzgen erfiillen. Es erscheint zweckmassig, die einzelne Classe 
durch die ihr angehorige Substitution (5) zu reprasentieren ; zugleich 
wollen wir die so gemeinten Substitutionen kurz als arithmetiscJie 
Beprdsentanten bezeichnen, weil sich dieselben namlich vorziiglieh fur 
arithmetische Anwendungen der Transformation n^^ Ordnung als brauch- 
bar erweisen. 

Urn die Anzahl der unterschiedenen Substitutionen (5) zu be- 
stimmen, wird man D alle Teiler der Zahl n durchlaufen lassen, 
wahrend fiir stehenden Wert D die Zahl B ein Restsystem modulo D 
besehreiben muss. Die Anmhl aller Classen von Transformationen n^'‘ 
Ordmmg ist sonacJi gleich der Summe oiler Teiler der Zahl n, eine zahlen- 
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theoretische Function von n, die wir hinfort durch das Symbol <i>(n) be- 
micMen wollen. Die Anzahl der in § 1 aufgestellten Reprasentanten 
fur Transformation Ordnung, die wir (wie schon in der Ubersclarift 
von § 1 angedeutet) hinfort als die functionentheoretischen Beprdsentanten 
zu hezeichnen haben werden, war demgegeniiber ^(n); es ist das eine 
im allgemeinen von cl>(n) verschiedene Zahl. Das nahere Verhaltnis 
des einen zum anderen Eeprasentantensystem haben wir demnach nun 
festzustellen. 


§ 4. Beziehung zwisclien den functionentlieoretisclien und 
den arithmetischen Reprasentanten. Erweiterung der Transformation 

Ordnnng. 

Durch eine leichte Betrachtung folgert man, dass der grosste 
gemeinsame Teller r der vier Coefficienten a, b, c, d von (1) § 3 zu- 
gleich fur die vier Coefficienten aller Substitutionen. (2) § 3 den 
grossten gemeinsamen Teller abgiebt: Fieser Teiler r ist also ein 
Attribut der gamen Classe. 

Jetzt hatten die functionentheoretischen Reprasentanten, wenn wir 
dieselben gleich nicht- homogen schreiben wollen, die Gestalt: 


( 1 ) 






wo die rechts angehangte Modulsubstitution ein Eeprasentantensystem 
der oft genannten V^^p^n) zn durchlaufen hat. Diese Substitution (1) 
subsumiert sich oflfenbar unter (1) § 3, und zwar haben wir des 
naheren r = 1 . Jedem functionentheoretischen Beprdsentanten entspricht 
sonach ein arithmedischer, dessen r gleich 1 ist. 

Sind umgekehrt A, JS, D irgend drei den Bedingungen AD — n, 
0 < < Z) geniigende positive Zahlen ohne gemeinsamen Teiler > 1, 

so konnen wir immer eine Modulsubstitution V ausfindig machen, die 
der Gleichung: 

( 2 ) v{^~^-)=n.V\a.) 

geniigt, unter V' wieder eine Modulsubstitution verstanden. Die linke 
Seite von (2) lautet namlich ausfiihrlich geschrieben: 

/o\ j^{Aay + B\ ocAco + + ^B) 

W B ) yA(0^{yB + SB)^ 

und also mussen wir zur Bestimmung von V die Congruenzen: 

(4) aA = 0, + — (mod. 

discutieren. Hierbei benenne man mit a den grossten gemeinsamen 
Teiler von A und B und verstehe unter Sq zwei der Gleichung 
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( 5 ) 



= 1 


geiiilgende ganze Zahlen; die allgemeinste Losung von (5) ist dann: 

WO die ganze Zahl ri willkurlich bleibt. Inzwischen denken wir dock 
ri so bestimmt, dass e prim gegen 6 ist. Dies hat keine Schwierig- 
keit: Erstlich ist namlich a als Losung von (5) prim gegen alle die 

Primteiler von die — teilen. Spalten wir diese von 0 ab^ so bleibe 

welcV letztere Zahl nun gegen — prim ist. Eben deshalb konnen 

wir jetzt iq so bestimmen, dass a relativ prim gegen 6^ und also 
gegen 6 wird. Man setze nun einfach: 

a == el), j3 = 0 == — aB, 

womit zwei relative Primzahlen ‘ gewonnen sind^ die (4) befriedigen. 
Ein zugehoriges Zahlenpaar y, d wahlen wir willkurlich und haben 
dadurch V bestimmt. Unter Einfuhrung der neuen Bezeichnungen 

yB+dI) = d' 

haben wir vier ganze Zahlen a', y', S' der Determinante 

a'S' — ^'y' = aDS — {^A — sB^y — aS — fiy = 1 


gewonnen; sie liefern uns ersichtlich die Coefficienten der (2) befrie- 
digenden Substitution V\ Jedem arifhmetischen Beprdsmtanten mm Tdlefi' 
t: = 1 ist sonach ein functionentheoretiseher Beprdsentant mgeordnet 

Haben wir nunmehr eine Transformation (5) § 3 vom Teiler 
r>l, so erhalten wir durch Fortheben desselben eine solche der 

Determinante auf welche direct die soeben durchgefiihrte Be- 

trachtung passt, insofern ihre drei Coefficienten einen gemeinsamen 
Teiler > 1 nicht aufweisen. Wir sprechen demnach sogleich den Haupt- 
satz aus; TJnter den (i>(n) Classen des vorigen Paragrajphen sind stets 
und nur diejenigen von gleichem v in unserem Sinne mit einander gleieh- 

berecMigt; die Zahl der Classen fur das einzelne t ist ip , und wir 
erhalten demnach die mhlentheoretische Belation: 

( 6 ) 

summiert uher alle quadratischen Teiler von n, Pormel (6) bietet 
eine gewisse Analogic zur Gleichung (3) p. 10 dar^ und in der That 
kniipfen sich an (6) ahnliche Bemerkungen wie damals an (3) p. 10. 
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Die Transformation im Sinne des vorigen Paragrapb.en werden wir 
als erweiterte Trmisformation w*”" Ch'dnung bezeielineii uiid demgegen- 
iiber diejenige des § 1 als cigcntliichs. Jene besteht offenbar aus dem 

Inbegriff aller eigentliehen Transfonnationen der Ordnungen So 


oft n quadratisclie Teiler niebt aufweist, ist 0(w)=«/»(n); dies ist 
insbesondere fiir Primzahlen n der Pall, wo man die beiderlei Repra- 
sentantensysteme aufs leichteste in einander iiberfiihrt. Natiirlicli 
kommt bei rein, quadratiscben n fiir die erweiterte Transformation 
auch diejenige der ersfen Ordnung mit in Betracht. — 

Als eine abgekurzte Bezeicbnung fiir unsere beiden Arten von 
Reprasentanten verabreden wir diese: 


(7; 




A. CO + B. 


R.i((D) = n 


+ fe 

y.to + ' 


WO i fur eigentliclae Transformation die Zahlen 0^ 2,...^ 'ip — 1 

durchlauft, dagegen als Index von B bei erweiterter Transformation 
die Zablreihe 0(5^) — 1. In einem und nur einein Falle 

stimmen beide Reprasentanten (7) mit einander ilberein^ offenbar fiir 
Ai = nj 15/ == 0^ D/ = 1; wir denken uns diesen Reprasentanten als 
ersten = B^ in den Reihen (7) angeordnet. 

Von § 1 her wissen wir, dass die 'ipin) Reprasentanten (7) der 
eigentliehen Transformation Ordnung den 'ip(n) gleichberechtigten 
Untergruppen eindeutig zugeordnet sind, insofern durcb Ausiibung 
einer Substitution der auf das in bez. Bi{co) enthaltene 

Argument 0 nur eine andere Transformation derselben Classe ge- 
wonnen wird: 

( 8 ) B;(v(^H^)) = V{B{(0)), 


Man wird es aber sofort als den wesentliclien Unterschied zwischen 
B und B' ansehen, dass bei Auswahl der B' Bezug genommen ist 
auf eine besondere unter jenen Untergruppen fxp (auf diejenige nam- 
Hell, welche der Classe Bq = B^ zugewiesen ist), wahrend bei Ri eine 
derartige Rucksiehtnahme nicht vorliegt. Indem wir also vorhin ip^n) 
Modnlsubstitutionen Vi mit der Bedingung ViBh = R/ als existierend 
nacliwiesen, wird durcb Anhangung dieser Vi dem Reprasentanten- 
system Bi eine besondere Beziebnng zur aufgedrilckt. Ebenso 
konnten wir aber auch jede der {ip — 1) anderen beriicksiclitigen 
und solcherweise z. B. 'ip{n) Substitutionen F/ ausfindig machen, so 
dass sich das Reprasentantensystem: 


= W(p) = I 


+ ft' 
y/fo 4- s! 


( 9 ) 
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zm r^— ebenso verhielte, wie die J?/ zur Was aber 

den bevorzugten Gebrauch der als besonders vorteilbaft erscbeinen 
lasst, ist letzten Endes nicbts anderes als der Umstand^ dass die 
Substitution S entbalt, und dass dementsprecbend die zur F^) gebo- 
renden Modulfunctionen Entwicblungen naeb gan^en Potenzen von r 
zulassen mtissen. 

§ 5. Yerzweignng nnd Gesolileelit des Transformationspolygons 

Ordnung. 

Einen ersten Gebraucb des aritbmetiscben Reprasentantensystems 
macben wir bei der Bestimmung der Verzweigung und des Gescblecbts 
der Transformation sflacbe Ordnung Sei 

Fo = l, F.,_i 

eiii Eeprasentantensystem der F^, so bestebt das Polygon F-ip aus den 
f Doppeldreiecken 1, Fi,..., F^_i, und wir baben: 

( 1 ) ri'Iii{co) = 

wo natiirlich aucb die VI and ere als die in (9) § 4 gemeinten Sub- 
stitutionen sind. 

Jetzt fixiere man auf der gescblossenen Fyj einen der Eckpunkte 
a; derselbe sei im Polygon Fyj der mit cd — i aquivalente Punkt des 
Doppeldreiecks Fi, welcb^ letzteres die in Rede stebende Ecke nocb 
mit dem andern Dreieck ViT gemeinsain bat. ^ Wir bemerken sofort: 
Punkt a ist auf der gescblossenen 

Elementardreiecken umlagert^ wenn die beiden Transformationen: 

(2) r/BiT{w) = n F.T(q3), riBiicD) = Viico) 

in dieselbe Classe gebbren^ wenn sicb also eine der Bedingung 

(3) VBiTim) = Bi{m) 

geniigende Modulsubstitution F finden lasst. Existiert ein solcbes F 
nicbt, so ist a von vier Elementardreiecken umlagert. 

Exir die Discussion von (3) scbreiben wir diese Gleicbung ex- 
plicite : 

(4) P — 

und baben durch Identificierung derselben mit (2) p. 45 von dortber 
sofort alle Mittel, urn die Betracbtung zu Ende zu flibren. Wie man 
an jener Stelle nacbseben wolle, muss A grosster gemeinsamer Teiler 

So werden wir offenbar kurz das zur gescblossenen Flacbe zusammen- 
gelegte Transformationspolygon Ordnung nennen diirfen. 

Klein-Fricke, Modulfunctionen. II. 


4 
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von B und D sein; da wir aber mit eigentlicber Transformation zii 
thun baben, so folgt darans J. = 1, D = ^ und JB prim gegen n. 
Als dritten und vierten Coefficienten der Substitution V baben wir 
weiter nacb (3) § 3: 

y = — n, 8 = B 

und mtissen also a und ^ aus 

(5) aB + = 1 

bestimmen, worauf Grleicbung (4) in der Gestalt erscbeint: 

CO — a CO JB 

n 01 

Es folgt weiter a = —B, womit Gleichung (5) zur Congruenz: 

(6) = — 1, (mod. n) 

Anlass giebt. So oft andrerseiis diese Cougruenz erfullt ist, baben 
wir in: 

n«) = n.- B - ~ 

die gesucbte Modulsubstitution V und gewinnen so unmittelbar das 
Resultat; Ist die AnmU incongruenter Losmgen der Gongruens (6), so 
gieU es auf der gescMossenen F-^ im ganmi BunUe a, die je nur von 
gwei Eletnentardreieclcen umlagert sind; die ubrigen — £i) Bunhte a 
sind von je vier Dreiecicen umringt. 

Ein einzelner Punkt h der sei jetzt ferner im Polygon die 
mit m = Q aquivalente Bcke von Vi ; h wird stets und nur dann von 
nur zwei Elementardreiecken umlagert sein, wenn es eine Modulsub- 
stitution F. giebt, die der Bedingung FEj Z7(c}) = iB,(ra) oder explicite 
((A -B)o> + A\_Aco + B 

(<) —Dm J~ n 

geniigt. Jetzt ist A grosster Teller von (A — B) und B, und also 
ist wiederum A = l, D = n, y = n, d = 1 — B, wahrend fur a, /J 

( 8 ) K(l — B) — ^n = l 

gilt. Indem wir (7) berstellen, soweit diese Gleichung bislang be- 
stimmt ist, findet sicb wieder a = B, worauf (8) die Congruenz 

(9) B^ — B + 1^0, (mod. n) 

liefert. Andrerseits, so oft diese Congruenz erfullt ist, baben wir in: 

A 


■H(o -{- (1 — A) 


V{co) == 
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auch wirHicli die gesuchte Substitution gefunden. 1st also Sq die An- 
mJil incongruenter Lbsungen von (9)^ so sind Sq Funhte b der von je 
mvei Elementardreiechen imlagert; die mruclMeibenden — Sq) PimMe 
b sind von je seeks DreiecJcen umlagert 

Eage endlich das Doppeldreieck Vi mit seiner dritten Ecke an 
den Punkt c heran, der auf der F^j insgesamt von 2v Elementardrei- 
ecken umlagert sei. Da Vyj eine Untergruppe n^^"" Classe ist^ so ist v 
sicker ein Toiler von n. Um aber genaueres iiber v zu erfakreUj 
miissen wir VPhS'^{(o) = jRi(co) oder explicite 


( 10 ) 



+ vA + B 
B 



Aay + B 
B 


ansetzen, und es ist jetzt v die kleinste positive Zakl^ far welcke sick 
in (10) eine zugekorige Modulsubstitution V finden lasst. Hier er- 
kalten wir nack den Regeln des § 3 okne weiteres o: = d==lj y — 0, 
= 0; 1st also t der grosste gemeinsame Teller von A und 

Ej so ist offenbar v — Um aber fur stekenden Wert E alle zu-* 

gekorigen JJi(co) zu erkalten, miissen wir B bekanntlick prim gegen t 
und iibrigens im Intervall 0 ^B <E waklem Man zahlt sofort ab, 

dass es versckiedene B dieser Art giebt, was nebenker die 

Relation : 

( 11 ) 

JJ 


zur Folge kat. Eie ™ 9 (t) EojppeldreiecTce, welcke fur den Ewelwert E 
eintreten, werden sick auf der gescklossenen Fyj m (p(t) K^'dmen von je 
~ EoppeldreiecJcen anordnen und solckerweise cp{t) Funkte c der gescklos- 

Ji 

senen Fldcke umringen. 

Die Bestimmung des Gesckleckts ^ unserer Flacke Fyj kann jetzt 
auf Grund von I p. 340 Formel (2) okne weiteres gescheken. Wir 
erkalten : 

^ + 1 (t^ — £j) + y (^ — So) -f Y (t ' 

I) 


was sick mit Hiilfe von (11) m folgender Scklussformel msammenmkt: 

(12) i) = 1 + 4“’^ 


Diese Formel ist zuerst von Hrn. Gierster aufgestellt worden; vgl. 
dessen „NoUz iiber Modular gleiclmngen bei zuscminiengesetztem Trans formationsgrad'^^ 
Math. Ann. Bd. 14 (1879). 
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Bei Primzahlen n = q>B liaben wir fiir D nur die beiden Werte 
D=l,q, nnd beide Male ist 9[)(#) = 1; iiberdies finden wir durcb 
elementare zablentbeoretiscbe Regeln: 

^ = 2 + 1, £i=l + (^) , £o = 1 + (f ) ; 

wo in die beiden letzten Pormeln reciter Hand das in der Tbeorie 
der quadratisclien Reste gebrauchliche Legendre^sche Zeichen auf- 
gGnoBiineii ist. ForniBl (12) gicbt dGnmaeli als GrcscTdcclit d6S 
formatiompolygons von PrimmMordnung q: 



Die nahere Berectnung zeigt, dass die einzigen Primzablordnungen^ 
welcbe fiir ein Gesclilecbt p = 0 ergeben, 

(14) q = 2,3,5,7,13 

sind; dem Falle ^ — 11 kommt das Gesclilecbt p = 1 zu. Des wei- 
terea baben. nnter den zusammengesetzten Ordnungen n nur 

(15) = 4, 6, 8, 9, 10, 12, 16, 18, 25 

das Geschlecbt jp = 0 ^). 

§ 6. Functionentbeoretiscbe Betracbtung der Transformation. 
Die Transformationsgleiobuingen. 

Fur die functionentheoretisebeBesprechung der (eigentlichen) Trans- 
formation Ordnung baben wir unmittelbar an die Erorterungen 

des § 1 anzukniipfen und versteben also unter F(coi) alge- 

braiscbe Modulform erster Stufe, die aber aucb von nullter Dimension 

sein darf. Dass dann aucb als ein znr gebbrender Mo- 

dul Stufe dlgelraisch ist, dtirfte aus den doppelt geteilten Polygonen 
des § 2 sofort evident werden. Unsere Scblussweisen aus Bd. I sind 
Hermit obne weiteres anwendbar und liefern uns das B^esultat: Per 

transformierte Modul ist Wur0el einer irreducibelen algebraisclien 

Gleichmg Grades: 

( 1 ) + • • • +B^(g,,g,)^0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von g^^g^ sind, Wir wollen 
eine solcbe Gleicbung kurz als eine but Ordnung n geliorende Trans- 
formationsgleichung benennen und werden zwiscben formen- und func- 


*) Cf. die lois gehende Tabelle, welcbe Hr. Kiepert in seiner am 

Anfang des Xapitels genannten Arbeit in Bd. 32 der Math. Arm. aiifgestellt hat. 
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tionentlieoretischen Transformationsgleicliungen untersclieiden. Im letz- 
teren Falle werden wir an Stelle von (1) aucli 

(2) + — h = 0 

schreiben konnen. In diesem nnmittelbaren Scbluss auf die Existenz 
der Gleicbungen (1) und (2) bat man wieder einen Erfolg unserer in 
I entwickelten algebraiscben Principien zu erkennen. Im Gegensatz 
dazu fiibrte man sonst die Transformationsgleicbungen mittelbarer 
Weise als Resolventen der Teilungsgleicliungen ein, vermoge eines 
GedankengangS; den wir scbon wiederbolt; und zwar zuletzt am 
Sclilusse von § 1 des vorliegenden Kapitels erwahnten. Die Existenz 
der Teilungsgleicbungen ihrerseits erschloss man, wie wir scbon an- 
fubrten, auf Grund des Additionstbeorems der doppeltperiodiscben 
Eunctionen. 

Nacli (12) § 1 hahen die mr Ordnung gehorenden Transform 
mationsgleichungen eine Monodromiegrujppe der Ordnung: 

(Q\ ^ n(p(n)rp(n) 

% und 0 in der damaligen JBedeutung gehraucJit Umgekebrt ausgesprocben 
sind also jene Transformationsgleicbungen Resolventen eines Galois- 
schen Problems Stufe von dem in (3) angegebenen Grade. Hier 
baben wir aber immer und nur dann den Grad des zur Stufe n gebo- 
renden Galois'scben Hauptproblems (desjenigen, welcbes der Haupt- 
congruenzgruppe Stufe entspricbt), wenn n — 2 oder 4 oder gleicb 
einer Primzablpotenz oder endlicb dem Doppelten einer soleben ist. 

Hat n quadratiscbe Toiler, so konnen wir in der bereits erlauterten 
Weise Erweiterung der Transformation Ordnung eintreten lassen, 
indem wir die eigentlicben Transformationen aller Ordnungen zu- 
sammenfassen. Wenn wir dann fiir eine und dieselbe Form F{co^^ 
alle bezuglichen irreducibelen Transformationsgleicbungen bilden und 
das Product ibrer linken Seiten mit Null identiscb setzen, so ent- 
springt eine mr Ordnung n gehorende reduciiele Transformationsgleichung, 
Der Grad derselben ist gleicb der Teilersumme von n, 

Nacb diesen allgemeinen Erorterungen baben wir diejenigen be- 
sonderen Folgerungen zu betracbten, welcbe mit einer besonderen Aus- 
wabl des zu transformierenden Moduls gegeben sind. Nehmen wir erst- 
licb F als game algebraiscbe Modulform erster Stufe wobei wir als 
einfacbste Beispiele g^, g^ und A baben. Da alsdann das ursprilng- 
licbe und also aucb das transformierte F im Innern der Halbebene 


d. i. eine game rationale Function von g^. 
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nirgends unendlicli wird, uberdies aber die Reilienentwicklung fur F 
bei C 5 = ^'oo nur positive Exponenten von r aufweist (was dann imter 
Gebraiich der arith metis clien Reprasentanten aucb filr die traiisfor- 
mierten F erkannt wird); so findet bier die schoii einmal (p. 13 u. f.) 
gegebene Uberleguiig Scbritt fiir Schritt wieder Verwendung, und wir 
finden den Satz: 1st F eine ganse Modulform erster Skife, so genilgt 
das transformierte F einer irreducihelen Gleiclmng Grades: 

(4) + G, {g.,, + . . . + G,f^{g.,, <7,) = O, 

deren Gocfficienten gan^e rationale Funotionen von g 2 j g^ sind. — Game 
Modulfornien der ersten Stufe geben also transformiert gan0G Modiil- 
formen Stufe. 

Bei der expliciten Aufstellung einer Gleicbung (4) kommt natiir- 
licli wieder der formentbeoretiscbe Ansatz in Betracbt^ der uns bereits 
in I (p. 756) und im voraufgehenden Kapitel bei den Teilwerten von 
wesentlicbe Dienste leistete. So baben wir z. B. fur-J^' = ^2 
Stelle von (4) bis auf numeriscbe Bestandteile : 

(5) + {eg^^ + -1 = 0, 

Oder filr F — A: 

(6) r/;V^+(a^2H + = 0. 

Die numeriscben Coefficienten a, h, a , , , sind bier stets rationale 
ZableU; die man nacb den bereits oben (p. 15) bei den Teilungsglei- 
cbuugen aus einander gesetzten Metboden finden kann'*^*). 

§ 7. Portsetznng: Die Transformationsgleichnngen fiir c/(cl)), 
Begriff der Modulargleichung, 

Unter den functionentbeoretiscben Transformationsgleichnngen wer~ 
den vor allem diejenigen fiir J(co) interessieren. Scbreiben wir aber 
J' — J(^nG))j so wird J\ sowie samtliche mit J' gleicbberechtigte 
Moduln, im Innern der blalbebene allenthalben endlicb sein. Piir diesen 
Pall werden demgemass die Coefficienten der Transform ationsgleiehung 
durchgehends gan^e rationale Functionen von J: 

( 1 ) + -G.iJ) ■ + • • • + G^iJ) = 0 , 

eine Gleicbung;, deren linke Seite wir durcb bezeicbnen wollen. 

Der Grad der ganzen Functionen G(J) bleibt zunilcbst unbekannt; nur 

*) Transformationsgleicbungen fiir bat auf Veranlassuug von Weier- 

s trass zuerst Hr. Felix Muller in seiner Dissertation ^,I)e transformatione func~ 
tionum eUipticarum‘‘j Berlin (1867), aufgestellt. Yergl. aucb Brioscbi in den 
Comptes Rendus Bd. 79 (1874): ^^Sur une formule de transformation des fonctions 
eTliptiques‘^. 
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werdeD wir sogleich sehen, dass kein G den Grad iibersclireiten 
kann. Um (1) explicite zu gewirmen^ konnte man demnach etwa alle 
G als ganze Functionen Grades mit unbestimmten Ooefficienten 
anschreiben und letztere nach einer der wiederholt genannten Metkoden 
bestimmen. . Man wiirde sicli dabei z. B. aus I p. 154 (2) eine Potenz- 
entwicklung nacli r fiir J(ca) verscbaflen, von der man eine Anzabl 
Anfangsglieder wirklich berecbnet baben musste. Daraus wiirde man 
eine entsprecbende Entwicklung fiir J' = J (ncn) unmittelbar ab- 
schreiben und vermoge beider Entwicklungen die linke Seite von (1) 
selbst in eine Reibe nach ansteigenden Potenzen von r umwandeln. 
Die Ooefficienten der letzteren, die aus woblbekanntem Grunde alle 
mit Null identiscb sein mtissen, sind aber lineare Functionen der in 
(1) als unbestimmt angesetzten Grossen^ fiir deren Bestimmung sol-; 
cberweise eine binreicbende Anzabl linearer Gleicbungen sicb ergiebt. 
Dass aber in der That ein und nur ein Losungssystem bierbei ein- 
tritt, entnimmt man leicbt aus der Existenz und Irreducibilitat der 
Gleicbung (1). Ubrigens erbalten wh aus der Natur der Reihenent- 
wicklung fiir J bier wieder die Erkeuntnis^ dass die numeriscben Co- 
efficienten der Gleicbung (1) durchgangig reelle rationale Zablen sind"*^). 
Da sicb aber die bescbriebene Methode bei wirklicher Durchfilbrung 
ausserst umstandlicb gestaltet, auch wenn man die uns bekannte Ver- 
zweigung von J' als Function von J beriicksicbtigt, so sehen wir von 
der Durcbrecbnung eines Beispiels ganz ab"^*). 

Das Transformationspolygon wird durcb die Spiegelung A in sicb 
transformiertj und da bierbei sowohl J{p) wie J(na)) in ihre conju- 
giert complexen Werte ubergefiihrt werden, so miisseu die numeri- 
scben Ooefficienten in (1) durchgebends reell sein. Wahrend wir aber 
letzteren Umstand soeben bereits auf anderem Wege erkannten, ist 
es nun besonders wicbtig, die Existenz der Transformation W [cf. (4) 

*) Eingebender handelt von den zahlentheoretischen Eigenschaften der Go- 
efficienten der Gleicbung (1) die Note von Hrn. Pick Lehre von den Mo~ 

dulargleicJmngen der elliptischen Functionen^^, Bericbte der Wiener Akademie 
Bd. 91 p. 138 (1885). 

**) Die fiir n = 3 eintretende Gleicbung vierten Grades ist von Stephen 
Smith berecbnet und bat die Gestalt: 

+ + 2 /( 2 / + 3 . 5 ®)» 

— . 3^ . Blx^-y^{x + y)-2KBK 9mxy(x^ + y^) 

+ 2 . 3^ . 13 . 193 . 6367 aj^ 2 /^ + 2® . 3® . 5® . mixy{x + y) — 2^^ . 5® . 22973:r^ = 0, 
27 27 

wo X ^ -J- y ^ J' genommen ist; vgl. Proceedings of the London Ma- 
thematical Society 1878, p. 242 und 1879, p. 87. 
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p, 42] des Polygons Fyj in sich fltr die weitere Untersuchung von (1) 
zu verwerten. Uben wir namlich in J) = 0 oder, ausfulirlicli 
gescbrieben, in f(J{nc 3 ), J{(o)) = 0 auf ca die Operation der Periode 

zwei W(g)) =— aus, so kommt, da J gegeniiber T invariant ist, 
/’(/(m), c7(nm)) = 0, d. i. f{J, J') = 0; 

es ist demgemdss J' dieselbe algebmische Function von J, tvie umgelxlvrt 
J von Wir benutzen nun aber weiter den Umstandj dass die linke 
Seite von (1) eine irreducibele ganze Function von J, X ist. Daraus 
ist erstlicli zu schliesseUj dass die linke Seite f(J\ J) der Gleichung (1) 
bei Vertauschung ihrer beiden Arguniente bis auf einen constanten 
Factor x in sick selbst tibergehen muss, d. li. dass die Relation 
identisch bestebt: 

Indem wir in dieser, fiir willkurlicke J' geltendeu, Gieicliung die 
Bezeiclmungen JJ X der Variabeln vertauschen, folgt 

und also ist == + 1, so dass wir nur nocli zwisclien den beiden 
Gleichiuigen: f{J, J') f{J\ J) zu entsclieiden haben. Ware aber 
bier das untere Zeieben das ricbtige, so ware in 

die recbte und also aucb die linke Seite irreducibel, entgegen der offen- 
bar zutreffenden Tbatsacbe, dass die linke Seite den Factor (J ^ — J) 
besitzt. Notwendig ist demnacli f(Jj X) — f(X, J) fur unabbangig 
gedacbte J, und wir liabeii das Kesultat: Fie linke Seite der Trans- 
formationsgleiclmng Grades fur J ist eine irreducibole symmetrische 

game Function von J und X, 

Der besonders cbarakteristiscbe Zug, welcber niit der Betracbtung 
der Modulfunction J bier eingetreten ist, dilrfte wobl der sein, dass 
der transformierte Modul allein an seinen tirsprungliclien Wert durch 
eine algebraiscbe Relation Grades gebunden ist. ludeiii bier- 

durcb unter den bislang betracbteten Transformationsgleicliungen die- 
jenige fiir J besonders ausgezeicbnet ist**^'), wollen wir fur sie nocli 
eine specielle Benennung einfuhren, und wir folgen bierbei einem alten 
Braucbe, wenn wir sie als eine Modulargleichung bezeiclmen. Als be- 
stimmenden Charakter einer Modulargleichung unter alien sonst auf- 
stellbaren Transformationsgleicbungen aber sehen wir an, dass sie eine 

Man sebe z. B. die unter (5) und (6) § 6 angegebenen Gleichungen, deren 
Coefficienten immer zugleich aus imd zusammengesetzt sind. 
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irreducihele Belajtion Grades mischen dem ursprilnglichen and trans- 
formierten Werte einer Mod^ilfunction sei, dass ihre linJce Seite Vertausch- 
harJmt des ursprunglichen und transformierten Moduls oder, him gesagt, 
Hirer leiden Arguments mlasse, dass endlich die Monodromiegruppe der 
Modulargleichung die in (12) p. 40 gegebene Ordnung aufweise'^). In der 
That treffen diese Eigenschaften bei den Transformationsgleichungen 
hoherer Stufe zu, welche Jacobi und Andere ihrer Zeit als Modular- 
gleichungen bezeichnet haben. 

Aufs leichteste unterrichtet man sich uber den Umfang aller bei 
der ersten Stufe eintretenden Modulargleichungen. Jede Modulfunction 
erster Stufe jP(o 3) ist mit ihrer transformierten a?) durch 

eine irreducihele algebraische Relation verb unden; denn beide sind 
Moduln der Ist aber F im Ausgangsdreieck m-wertig^ so ist 
leicht ersichtlich der Grad dieser Relation Daher das Re- 

sultat: Nur fur die Hauptmoduln erster Stufe existieren Modular- 
gleicJiungen, fur diese aber stets; in der That sind sie ja alle lineare 
Fimctionen von J. 

Die Modulargleichungen fur J sind wiederholt Gegenstand der 
UntersLichung gewesen. Unter den wichtigsten bezuglichen Arbeiten 
haben wir an_ erster Stelle wieder Hrn. Dedekind^s oft genanntes 
Schreiben an Borchardt^*) zu nennen, in welchem die in Rede ste- 
henden Glejichungen als Valenzgleichiingen eingefiihrt werden. Die am 
Eingang des Kapitels ausfuhrlich genannten Untersuchungen von Hrn. 
Klein betreflPen zumal die unter (14) p. 52 zusammengestellten 
Primzahlfalle des Geschlechtes p — 0] man konnte fiir dieselben auf 
indirectem Wege explicite Pormeln herstellen, wie wir sogleich sehen 
werden. Mit Hiilfe der von Hrn. Klein eingefiihrten Principien hat 
alsdann Hr. Gi erst erf) die zusammengesetzten Ordnungen n des Ge- 
schlechtes p == 0 erledigt (cf. (15) p. 52). Es schliessen sich hier 
auch die Untersuchungen von Hrn. Kiepert an, die zu Anfang des 
Kapitels genannt wurden; dieselben konnten dank der Aufnahme wei- 
terer Hillfsmittel, namentlich der Teilwerte von p und 0 (die zur Her- 
stellung moglichst einfacher, zum Transform ationspoljgon gehoriger 
Moduln benutzt werden) weit iiber die Anfangsfalle p = 0 ausgedehnt 
werden. Einige von den hiermit erwahnten Untersuchungen werden 
wir weiterhin noch ausfiihrlicher kennen lernen. Endlich haben wir 


Of- Klein, Mathem. Annalen Bd. 17 p. 67 (1879). 
Orelle’s Journal Bd. 83 (1877). 

**^) Mathem. Annalen Bd. 14 (1878). 
t) Vergl. das Citat p. 51. 
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nocli der beiden hierber geliorigen Arbeiten von Hrn. Weber **^) zn 
gedenken^ in .denen die Modulargleichungen von J zu Untersuchungen 
aritfametiscben Charakters verwertet werden; wir kommen anf die letz- 
teren Gegenstande weiter unten zurllck. — Zumeist ist in alF diesen 
Arbeiten die wirklicbe Herstellung der Modulargleichungen oder eines 
Aequivalents derselben das wesentlicliste Ziel der Untersucliung ge- 
wesen. Ein tieferes Eingehen auf die algebraische Natur der Modu- 
largleichungen, auf ihren Affect und auf die Darstellung des letzteren 
dureh zweckmassig gewilhlte Affectfunctionen (vgl. die Erlauterungen 
in I p. 642 u. f.) musste dabei vorlaufig zurtlckstehen und kann auch 
bei der folgenden Darstellung nicht in deii Vordergrund gertickt 
werden. 

§ 8. Ersatz der Modnlargleicliung bei den zum Geschlechte p — 0 
geborenden Ordnnngen, 

Die im vorigen Paragraphen zur Herstellung der fertigen Modu- 
largleichungen f{J',J) — Q angegebene Methode fiihrt^ wie wir schon 
bemerkten^ nur mit Hulfe umstandlicher Rechnungen zum Ziele; man 
sieht sick dieserhalb darauf angewiesen, zu indirecten Mitteln die Zu- 
flucht zu nehmen. Solche Mittel giebt aber die functionentheoretische 
Discussion des Fundamentalpolygons. Auf dem Transformationspoly-, 
gon ist J((d) wie aucli J(n(jo) eine '^-wertige Function^ wahrend 
wir doch von Bd. I her wissen, dass es auf der Flache Fip im all- 
gemeinen Functionen von sehr viel geringerer Wertigkeit giebt. So 
giebt es in alien Fallen p = 0, die wir unter (14) imd (15) p. 52 zu- 
sammenstellten, fiir die beziiglichen Gruppen fyj Hauptmoduln. Die 
Benutzung der letzteren, sowie der mindestwertigen Functionen in den 
weiter folgenden Fallen jp > 0, fiir die jetzt in Rede stehenden Fragen 
werden wir aber sofort als den fiir uns gewiesenen Weg anerkennen. 
Fiir die Transformationsordnungen n = 2, 3, 4, 5, 6, 7 konnen wir 
hier unmittelbar auf die beziiglichen Rechnungen von Bd. I zurtick- 
greifen und gestalten solcherweise die Entwicklung wie folgt^**^): 

Als Hauptmodul des Polygons Fip( 2 ) (linke Halfte der Pig. 69 in 

Zur Theorie der elUptischen Functionen, Acta mathem. Bd. 6 und 10 
(1885 und 89). Die von Hrn- Weber benutzte Bezeiebnungsweise j{co) hat die 
Bedeutung y(o3) = 12^J'(co); der Gebrauch der Bezeichnung j hat fiir arithmetische 
Betrachtungen, die sich an die Modulargleichungen anschliessen , wichtige Vor" 
teile im Gefolge, insofern die Eeihenentwicklung von j nach Potenzen von r nur 
ganzzahlige Coefficienten aiifweist. Ygl. auch Pick in den Math. Annalen Bd. 25 
und 26 (1885). 

Klein, Mathem. Annalen Bd. 14 p. 141 u. f. 
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I p. 281) brauchen wir^ urn weiterhin moglicbst einfacbe Formeln zu 
gewinnenj zweckmassig : 

(1) T {( d ) = 


— 1 


4A(1 — a) 


A US der Diedergleichimg (5) I p. 15 folgt als Zusammenliang dieses r 
mit J{(d) nach kurzer Rechnung: 


(2) J:J— 1:1 = {4z4-iy: {8t — ly^ (r + 1) : 27r. 


Nunmehr iibeu wir die Operation TF(fi>) = der Periode zwei aus^ 
wobei J{co) und 'r(co) libergeben in 

(3) 


wabrend wir aus Gleicbung (2) die naclifolgende zwisclien J' und z' 
sofort abschreiben: 

(4) J-' : J-' 1 : 1 = (4r'+ 1)^ : {8z~ If (r' + 1) : 21 z\ 

Die Grosse z'(<d)j die wir unter (3) erliielteU; ist offenbar Hauptniodul 
der Gruppe Aber diese letztere Gruppe ist nacb § 2 

keine andere als selbst, und also ist z eine lineare Function von r. 
Die Gestalt der letzteren bringen wir leicbt in Erfabrung. Da nam- 
licb W die beiden Punkte cd = ioo und co = 0, denen bez. die Werte 
r — 0, oc zukommen, gerade perniutiert, so wird es sicb einfacb urn 

eine Relation der Gestalt t' ~ bandein, wo wir nun allein nocb 

die numeriscbe Constante % zu bestimmen baben. Zu diesem Ende 
berechnen wir uns die Anfangsterme der Reibenentwicklungen fur z 
und z' bei cu == ioo. Da z bier verscbwindet; so entspringt erstlicb 
aus (2) 

(5) = r{a) = 6ir + ---, 


woraus wir scbliessen, dass z auf der imaginaren co-Axe positir aus- 
fallt. z' wird bei co = ioo unendlicb^ und also liefert (4): 

1 64r'2 , 1 


( 6 ) 


J{2co) 


12V 


27 


64 


+ 


Das bier gewablte Vorzeicben von z' bestinimt sicb durcb die Be- 
merkung, dass z' auf der imaginaren co-Axe offenbar das namliche 
Vorzeicben besitzt wie z, Jetzt folgt aus (5) und (6) 

lim z{(d) . z'{(d) = 1, 

CO — iOO 

und also ist allgemein T'((n) = — Wenn man wilL konnte man 
jetzt aus der somit gewonnenen Gleichung z'.z — 1 und den beiden 
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Gleichungen (2) und (4) die beiden Grossen x und x eliminieren, urn 
auf solcbe Art die irreducibele Relation zwischen J' und J, d. h. die 
Modulargleicbung, zu gewinnen. Wir hringen deingegeniiher kursweg 
den Complex der drei QleichM^^gen : 

iJ-.J— 1 : 1 = (4t+ 1)» : (r+ 1) (8r — 1)^ : 21x , 

( 7 ) \j', 1 ; 1 = (4r'+ 1)^ : (r'+ 1) (8t'~ 1)^ : 21x', 

1 x'x = 1 

als Ersats der fertigen IlodiilargldcJiwtg fur Transformaticm mater Ord- 
nung in Vorschlag. 

Man uberbliclit sofort, dass die Entwieklung in genau analoger 
Weise bei alien zuna Geseblecbte p = 0 gehorenden Ordn ungen n 
durclifiibrbar ist. So gebrauelien wir bei n — 2> und m = 4 die beiden 
Hauptmoduln : 

12 

(.8) ^ 1^1’ fi*— 1’ 

die. ersicbtlich wieder so ausgewablt sind, dass die Relationen zwischen 
r'ico) =:x(W{a)) und T(aj) die Gestalt xx'=^% gewinnen. Die Rela- 
tioneu zwischen % und J ergeben sich unuiittelbar aus der Tetraeder- und 
Oktaedergleichung, und eben jene Relationen werden wir danii wieder 
wie vorhin zur Bestimmung von % verwerten. Mm findet so als Er- 
sats der Modulargleiclvungen iei n = 5 und n — 4 hes. die Gleicliungs- 
sgsteme: 

, 1 : 1 == (r + 1) (9r + !)■' : (27 + 18t - 1)=^ : 64xr, 

(9) - 1 : 1 = (r + 1) (9t^' + 1)* : (27 1 ^ + 18^' - I)'-* : 64r', 

V x'x = 1 ; 


( 10 ) 


.J- ; 1 : 1 = (4r^ + 8r + 1)^ : (8r» + 24®^ + 15r — 1)^ 

: 27Tr(r + 2 ), 

r : r— 1:1 = (4r'*+ 8r'+ If : (8/^ + 24*'*+ 15/ — 1)^ 

: 27 /(/ 4 - 2 ), 

r'r — 4. 


Bei ?^ = 6 und n==l "belialten wir die zugehorigen Modulformen 
t direct in der Gestalt bei, wie wir sie in I p. 639 und p. 745 fixier- 
ten, nur dass wir bei n — 6 uns einen Zeichenwecbsel des r erlauben 
wollen, Wir finden alsdann auf Grand der damaligen functionentheo- 
retisclien Resolventen als Ausdrucio der Transformationen n — b imd 
n=: 1 1)60.: 
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( 11 ) 


= (r®+ 10 T + 5 )*:(t 2 + 22 r+ 125 )(T^ + 4 t;-l)® 
:1728r, 

J': J'~l : 1 = (t' 2+ 10r'+5)® : (^^+22/+ 125) (r'^+ 4r'- 1)' 

: 1728ir' 

rt' = 126; 


<7:^-1:! 


(12) -^J': J'— 1 : 1 


= if + 13tr + 49) {i? + 5i; + 1)5 
: + 14r5 + 63 t^ + 70r — 7)= : 1728 r, 

= (/" + 13t + 49) (ir'^+ 5 t + 1)5 
: (t* + Mr® + 63r'® + 70r'— 7)* : 1728r, 


rr' = 49. 


Fiir den Pall der Transformation sechster Ordnung, die wir ancli 
noch ansfulirlicli erledigen wollen, gelie man auf die Entwicklungen 
in I p. 683 n. £ zuruck. Wir teilten bereits dort mit^ dass Yon Hrn. 
Gierster als Hauptmodul r{co) der 


(13) 


—36 

~ + S 


gebraucht sei, die Function x((d) in der 1. c. vorliegenden Bedeutung 
benutzt. Eliminieren wir dieses x zwiscben (13) und der zweiten 
Gleicbung (1) in I p. 689, so ergiebt sich. als Darstellung Yon in ti 


tz _ ~4" 

^ T(2tr + 9)® ■ 

Setzt man diesen Ausdruck fiir in die Tetraedergleichung ein, so 
entspringt die Relation zwiscben J und -r. Im librigen gelten wieder 
dieselben Scbliisse, wie in den Yorbin besprocbenen Fallen, und wir 
fmdm als Ersatz der ModulargleicJmng fiir Transformation sechster Ord- 
nung das Gleichungssystem: 



J : 1 : 1 


(15) 


4(r + 3)3 (r3 + + 2lr + 3 )^ 

(r^ + 6r + ey (2r" + 24^ + 96^2 + 126^-9)^ 
27r(r + 4)^ (2r + 9)^ 


: 1 = 4(r'+3)3(r'3^9T2+21/+3)3:..-, 

rir' = 18- 


Aucb nocb der Fall n =13 ist in der wiederbolt genannten Arbeit 
Yon Klein (Bd* 14 der Annalen) erledigt. Die Recbnung wurde seiner- 
zeit Yon Hrn. Gierster durcbgefubrt und gestaltete sicb principiell 
nicbt anders als bei n — 5 und n = l] mogen wir bier etwa kurz 
das Resultat anfiibren: 
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jJ:J — 1 : 1 == (t® + 5r + 13) (r^ -f + 19 t -j- 1) ' 

; (r® + 6r + 13) if' + lOr"’ -j- AQr*- + lOSr^ 

+ 122r^+38r-iy^ 

(16) { :1728t 


J': J'-l:l=(r'^ + 6T'+ 13)..., 
rr'=13. 

Weitere Beispiele, die sich prineipiell in analogerWeise durchfiiliren 
lassen, wolle man in den im vorigen Paragraplien angegebenen Ar- 
beiten von Gierster und Kiepert nachseben. Wir kommen iibrigens 
im folgenden Abschnitt gelegentlich. nochmals auf diese Gegenstande 
zuriick, wo wir dann eben die Mittel zur Hand baben warden, mis 
besonders einfaehe Moduln der Gruppen zu verschafifen. 


§ 9. Znsammenliang der Hanptmoduln t mit der transformierten 
Discriminaiite A(Oj, ca^). 

Die Transformation Ordnnng erster Stufe liefert uns Modulo 
fur diejenigen Congruenzgruppen w*®'" Stufe, die wir wenigstens fiir 
Primzahlstufen q_> 11 friiher bestimmt als diejenigen von niederstem 
Index erkannten. In den Transformationsgleichungen bat man also, 
allgemein zu reden, Resolventen Stufe von niederstem Grade fiir 
beliebige Stufenzahlen gewonnen, und unter diesen Resolventen zeicb- 
nen sicb, tbeoretiscb gendmmen, die soeben besprocbenen Modular- 
gleicbungen fiir J vor alien iibrigen aus. Wenn es sich aber um 
wirklicbe Herstellung einer solchen Resolvents bandelt, so baben wir 
wenigstens fur die niedersten Stufen z. B. fiir g == 7 die Erfabrung 
gemacht, dass die Resolvents acbten Grades, der J'(7to) geniigt, um 
vieles umfanglicber ausfallt, als etwa die in I p. 745 aufgestellte Re- 
solvente (3), der t geniigt. Man wird als Grund dieser Brsebeinung 
angeben, dass fur in Rede stebenden Fall g; — 7 ein transformierter 
Hauptmodul erster Stufe auf dem Polygon F,/j( 7 ) stets achtwertig ist, 
wahrend v auf dem namlicben Polygon einwertig ausfallt, lEs hat 
sicb nun gezeigt, dass man nidd nur hei n — 7 mr Resolvente acMen 
Grades des x, sondern gans allgemein m gestalilich iesonders einfachen 
Transformationsgleichungen dadurch gelangt, dass man die Transforma- 
tion Ordnnng auf die Tiscriminante A anwendet. Indem wir aber 
diesen Gegenstand weiterhin eingehender verfolgen wollen, gewinnen 
wir zunacbst im speeiellen fiir die samtlicben Hanptmoduln x des 
vorigen Paragraphen eine Reihe merkwiirdiger Darstellungen durcb 
die Discriniinante A*). 


*) i V T aTi selie bier wieder Klein, Bd. 14 der Math. Annalen, p. 144 ff. 
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Die Grosse ist eine zur f,// gehbrende Modul/brm. Um 

unsere Untersucliimg also direct auf dem Polygon F■^p erledigen zu 
konnen^, dividieren wir jene Form etwa durch Og); es entspringt 

so die zur gehbrende Function: 


(1) 


F{co) = 



A((Bi, C3j) 


n^^A(ncoj^ , cog) 
A(coi,g)^) ^ 


welche durch die Eigenschaft ausgezeichnet ist, nur in den Spitzen 
des Polygons F^p verschwinden oder unendlich werden zu kbnnen. Wie 
das letztere des naheren geschieht, kbnnen wir vermbge unseres oft 
angewandten Princips unmittelbar feststellen. Rage an eine heliebige 
Spitze von Fyj das Dreieck V heran, so besitze die durch nV repra- 
sentierte Olasse von Transformationen Ordnung den arithmetischen 

Reprasentanten JR ( co) — — - ■ Die Function (1) wird dann in 

jener Spitze gerade so verschwinden bez. unendlich werden, wie 

A(A(Oi+Ba)^, JDw^) 

W A(a,,,co,) 


bei a) = ioo, Gebrauchen wir demgemass die Bezeichnung t im Sinne 
von § 5 (p. 51), so werden in der gemeinten Spitze y Doppeldreiecke 

von F-^p im Cyclus zusammen 1 iangen 5 nach unseren bezuglichen Regeln 
(I p. 587) ist also ftir die Abschatzung des Verhaltens von (2) bei 

t 

(D = ico die Grosse als einfach verschwindend anzusehen. Da 

sich aber (2) bei oy — ioo von einem Factor abgesehen wie 
verhalt, so schliessen wir sofort: Die Function (1) wird in dem frag- 
lichen Punhte c der geschlossenen Fldche Fy, im Grade 

A-B 

W t ~ Bt 

verschwinden. 

Bringen wir jetzt diese XJberlegung fiir die im vorigen Paragraphen 
ausfiihrlich betrachteten Falle in Anwendungl Dieselben gehbren alle 
dem Geschlechte = 0 zu, und also werden wir die in Betracht 
kommenden Grbssen (1) in den zugehbfigen uns bebannten Haupt- 
moduln % rational darstellen kbnnen. In den Fallen n = 2, 3, 5, 7, 13 
besitzt Fyj jeweils nur mei Spitzen; offenbar muss die eine unter ihnen 
den Nullpunkt, die andere den Unstetigkeitspunkt von (1) tragen. Da 
aber an diesen Stellen zugleich Null- und Dnstetigkeitspunkte des 
jeweiligen x gelegen sind und andrerseits die Functionen (1) zufolge 
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der allgemeinen Regel (3) bei to = ioo im Grade {n — 1), auf Fy, 
gemessen, verschwinden, so gilt offenbar der Ansatz: 




A(£Oi, OOo) 


n — 1 /■ \ 

{P), 


VO wir zur Unterscbeidung die Ordnung n als unteren Index an t 
angebangt haben. Zur Bestimmung der Constanten bereehne man 
des genaueren als Annaberung der linken Seite bei to = ioo den Wert 
wabrend die entsprechenden Naberungswerte fiir die be- 
reits im vorigen Paragraph en benutzt wurden. Durcb Vergleieh beider 
findet sicb x, und wir erJialtm solcherweise in den funf in JRede stelien- 
den Fallen als Barstellungen d&r iransformierten JDiscriminante: 


( 5 ) 


A (coi, = 2® t^{(o) A(<ni, 

A (<Oi, A(tOi, 

• a (<» i , y )= Zr^ip) A(e)^, 
A y) = 1^7® (®) AK, 


“ 2 ); 

toa), 

“ 2)7 

da). 


Wir baben bier aucb gleicb nocb die fur w = 1 3 eintretende Formel 
angescblossen, welcbe man mit Htilfe der Gleicbung (16) des vorigen 
Paragrapben leicht yerificiert. 

Das Transformationspolygon FVc*) Spitzen, den Werten 

D = 1, 2, 4 entsprecbend. Da fiir dieselben ^ ~ 1; 1; wird, so 

hangen an diesen drei Stellen in Fyj bez. 1, 1 und 4 Doppeldreiecke 
zusammen. In der That bestatigt dies der Anblick der Fig. 82 (I 
p. 355), deren vierter Teil Fyi ist; wir finden dabei, dass den Eeken 
m == ioo, 0, \ bez. die Zahlen D = 1, 4, 2 zugeordnet sind. Nach 
(3) wird also die zu betrachtende Function (1) an den drei Stellen 
CD == ioo, ,0, \ in Fyj bez. dreifach 0, dreifacb 00 und endlicb sein, 
was wir in den Ansatz zusammenzieben : F^^'> (p) == x^r^. Bei 
n = Q bat Fyj^e), wie man in Fig. 1 p. 42 nacbseben wolle, die vier 
inaquivalenten Ecken to = ioo, 0, die man obne weiteres den 

Werten D = 1, 6, 2, 3 zugeordnet findet; an diesen Stellen wird 
F’(®)(co) zufolge (3) bez. gleicb 0®, 00 ®, 0^, oo\ was unter Riicksicht 
auf die zugeborigen Werte des Hanptmoduls Zg wiederura einen An- 
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satz liefert, der den bislierigen ganz abnlicli ist. Durcli gewolinte 
Nalierungsreclinung bei m = ioo bestimmen wir die in den Ansatzen 
nocli nnbekannten multiplicativen Constanten. Es kommen OMf die 
Weise filr n = 4: und 6 als JDarstellungen der transformierten JDiseri- 
minante: 


( 6 ) 


U (®i, y) = - AC®!, ®2). *) 


§ 10. Zusammenstellung weiterer Formeln fiir die trans- 
formierten A. 


Bevor wir die Formeln des vorigen Paragrapben zur Untersncliung 
der Transformationsgleicbungen fiir A verwenden^ leiten wir aus ibiien 
eine Reihe weiterer Gleicliungen ab^ welcbe die transformierten A mit 
den Tins von frliber her bekannten Modulfunctionen in Beziehung 
setzen. . 

Im Palle n — 2 fiihren wir an Stelle von wieder den Aus- 
druck dieses Hauptmoduls in X [cf. Formel (1) § 8] ein, iiben auf 
diese Gleichnng erstlich die Modulsubstitntion dann aber auf die 
so entspringende Formel die Substitution S aus und erhalten solcher- 
weise die drei gleichberechtigten Relationen: 


(1) 


A ®2) 
A ^ 


16 A 

1 (X — 1) ^ 

16X-A 
~ 1 — X ^ 

16(1 — X)- A 



wobei reehts als Argumente von X und A stets co^ und co^ gedacht 
sind. Durch Quotientenbildung aus diesen Formeln entspringen be- 
merkenswerte und anderweitig sehr haufig benutzte Darstellungen fiir 
die drei in Band I p. 665 eindeutig definierten Modulfunctionen der 
sechzehnten Stufe: 


Fiir die weiter in den Fallen zusammengesetzter n des G-escHeclites ^ = 0 
sich anscbliessenden Formeln muss man eine erganzende Mitteilung berucksiclitigen, 
welcbe Hr. Gierster auf Yeranlassung der IJntersucbungen von Hrn. Kiepert 
seiner p. 51 genannten Abbandlung bat folgen lassen. Diese Erganzung ist in 
Bd. 26 der Matbem. Annalen (1886) unter dem Titel: BemerJcung m dem Aufsatze 
yjNotiz iiber Modulargleichungen bei zusammengesetztem Trans formationsgrad^^ er- 
scbienen. 

Klein-Pricke, Modulfunctionen. II. 5 
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( 2 ) 


p'—A 


1 / 1 ' 





Die reehter Hand gczogenen 24®*®^ Wurzeln sind hier daclnrcli fixiert 
gedacht; dass wir bei co == icx> die Annaherung 

(3) lim^A = 

vorsclireibeu. Nach I p. 674 ist neben den drei Grossen (2) aueb nocb 

24 

yA(/i — 1) Oongruenzmodul, imd zwar von der Stufe 48; (1) liefert 
die Darstellung: 

imd entsprecliende Formeln fiir die gleichberoclitigten Modiiln. 

Diesen selir bekaniiten Formeln reilien sicb weitere der dritteu 
Stufe adjungierte an^ die vveniger verbreitet sind. Wir gewinnen da 
axis (5) § 9 sogleicli die Relation: 



sowie durch Ausiibung von S und T auf dieselbe nacli kiirzer Rechnnng 

® ’ . V (5, ».) : rS V(!4^‘-. -.) . J ’>/A («. ■..) 


Hier treteii linker Hand gerade nur diejenigen der dritten Stufe ad- 
jungierten Wurzeiausdriicke auf, die wir in I p. 663 als Congruenz- 
moduln erkannten. 

Eine wesentlich anders geartete Formelgruppe gewinnen wir in 
den Fallen 5^ 7 von den bezuglichen Gleicbungen (5) des vorigen 
Paragraphen aus. 

Fur n ~ 5 folgt imter Benutzung von I p. 640 (5) sofort : 



und Transformationsgleicbungen erster Stiife. 


G7 



co^) 





woraus durcli Auszietien der 24®^®" Wurzel und Benutzung von I 
p. 643 ( 1 ) sicli die Relationen ergeben: 

24 /— T- 


0 ) 


r) 


A'"(cOj, <»„) 




24 — 

V , cog) 


■Ao"). 


Interessant gestaltet sich auch die Beziehung der liier in Bede ste- 
benden Grosse zu den Teilwerten des vorigen Kapitels. Wir haben 
dabei die Pormeln (12) p. 21 und (7) p, 33 beranzuzielien und finden: 


( 8 ) 


A®(<Oi , fflj) 


• P()S 


A®(cOi, £Og) 


^01 ^02 


Die fur n == 7 auf analogem Wege abzuleitenden Formeln zeigen 
mii den soeben gewonnenen die grosste Ahnliclikeit ; z. B. fiuden wir 
da^ oline noch einmal die Einzelheiten der Rechnung bier vorzufiihren: 


(9) 


j / A(7ajt , cog) 

V A’(coi,co2) 


■^0? 


A^(coi, wg) 


(5oi<?02< 


Die hiermit aufgedecbten Beziebungen der transformierten A zu 
den Teilwerten werden wir spaterhin ganz allgenaein kennen lernen. 
Pur Primzalilordnung n ^ q konnen wir schon jetzt die betrefifenden 
Formeln ohne jede Recbnung angeben dank des TJmstandes^ dass das 
Transformationspolygon nur mvei Spitzen co = ioo und oi = 0 

hat. Indem wir namlich unter die transfer mierte Grosse A ^ 

die Potenz von A(coj, cog) setzen, kommt eine Modulform 12 

Dimension^ die zur gehort und in der einen Spitze, namlich co—ioOj 

endlich und von Null versehieden ist. Nun betrachte man die S^^Po- 

tenz des Productes p'oi pQ 2 . . , p' 5 dieselbe hat die Dimension 

’ 2 

— 12(q — 1 ), gehort gleichfalls zur und ist wieder bei (o == ioo 
endlich und von Null versehieden. Da unsere beiden Grossen aber 
nur in den Spitzen von verschwinden oder cx) werden konnen, so 

ist ihr zur Dimension Null gehoriges Product eine Modulfundion der 
fiir deren Null- und Unstetigkeitspunkte zusammen nur noch die 
eine Spitze 0 = 0 von zur Verfiigung ist; es folgt so: 


■ft) 'W'ir geben nicht immer wieder insbesondere an, dass beim Auszieben 
erner Wurzel bebufs Bestimmung auftretender Einheitswurzeln eine bTaberungs- 
recbnung bei od = i coo durebzufubren ist. 



68 


IV, 2. Transformatioji Ordming erster Stufe 


(p'tipit ■ ■ ■ p', «-») 


A'^(cOi, £Ojj) 


const. 


Indem man eine vollig analoge Uberlegung auf das entsprecliend ge~ 
bildete (^-Product anwendet, kommen miter Gebraucli der nnmerischon 
Constanten % und die beiden Pormeln: 


( 10 ) 



’ 2 " 



— X ‘ 6oi(3o2 g — 1 • 


Es wurde ein Leiclites sein, durch unser gewolintes Hulfsmittel der 
Annaherungsrechnnng bei to = ioo auch nocli den Wert der kier ein- 
tretenden Constanten %, % in Erfahrimg zu bringen; docli wurde uns 
diese Eeehnung nnr nock weiter von dem eigentlicken Ziele unserer 
gegenwartigen Untersucliung ablenken. 


§11. Zusatzlicke Bemerknngen iitoer die fiir die transformierten A 

gefnndenen Formeln. 

In Bd. I p, 623 n. £ kaben wir die Modulformen |/A^ ^|/A 

untersncht imd in ihnen Oongruenzmoduln der Stufen 3, 4 und 12 
erkannt. Die Pormeln des vorigen Paragraphen^ in denen aussckliess- 
lick Oongruenzmoduln zur Geltung kommen^ legen es nun durckaus 
nake, auck die vierundzwanzigste Wurzel der Discriminante in 
Betrackt zu ziehen. Es .ist ^j/A in den cog von ( — Dimension 
und darum vor alien Dingen nickt mekr eine eindeutige Function von 
Og (selbst unter der bei uns immer stattfindenden Voraussetzungy dass 
G) in der positiven Halbebene verbleibt). Demgegeniiber ist es freilich 
sehr leichty cox^co^ solcken Besckrankungen zu unterwerfeuy dass A 
von den besckrankten Veranderlicken eindeutig abk'angt. Denken wir 
etwa die Ebene 0)2 langs der positiven reellen Axe dui’ckschnitten und 
verbieten dem cug ein tJbersckreiten dieses Scknittes, so wird nach 
dieser Einschrankung leickt ersicktlick nickt nur ^|/Ay sondern kber- 
kaupt jede Ya, sowie log A, eine eindeutige Function von GJjy 
werdeu; wir kabeiiy um dies zu seken, nur fiir A(^g)x^ ^> 2 ) zu sckreiben 
. A ( 0 , 1). Wenn wir alsdann die Ausiibung einer Modulsub- 
stitution 
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(1) fij/= jScDg, G?/ = y£Oi+ 

derart 'bewerkstelligen wollen, dass wir die Variabelen von 
nacli £»/ anf zusammenbangender Bahn sich hinbewegen lassen, 
oline dass den Scbnitt und g) seine reelle Axe uberschreitet, 5^ 
werden ivir dementsjprechend eine Formel erJialten: 

2VTti 

(2) ^A(a®i + /3aj2, yoi + = e “ 

WO V eine, mod. n m nelmende^ eindeutig von y, d abhdngmde gmm 
Zalil ist. 

Gleichwohl passen auf die solcherweise erJialtene Formel (2) allgemem 
nicid mclir diejenigen gnippentlieoretisclien Grundhegriffe der Ilodidlelire, 
die Uherall das Princip unserer Uherlegungen abgegeben lialen. Combi- 
nieren wir namlich mit (1)^ n niebt als Teller von 12 vorausgesetzt, 
eine zweite Modulsubstitution, so ist es keineswegs erlaubt^ in unserer 
von frliherlier sebr gewohnten Weise die beiden entspreclienden 
Formeln (2) gleichfalls zu combinierenj, um die Wirkung der dritten 
Modulsubstitution zu erlialienj denn indem wir auf co^ in (2) jeue 
zweite Modulsubstitution austlben und dabei co^y in bezeiclineter 
Weise einsebranken, wird die vom linker Hand eintretenden Argu- 
mente g?/= yco^ dco^ besebriebene Balm Iceineswegs allgemein wieder 
jener Besebrankung unterworfen sein, die positive reelle o^-Axe niebt 
zu uberkreuzen*). 

So fanden wir denn aucb innerhalb der Modulgruppe ausgezeicb- 
nete Untergruppen des Index u der Stufe mir fiir n == 2, 3, 4, 6; 12, 
und zwar existierten dieselben fltr n — 2y 3, 6 sowobl in der bomo- 
genen wie in der niebt- bo mogenen T, fur n = 4^ und 12 aber nur in 
der bomogenen; fiir alle iibrigen Stufen existierten aber ausgcmclmete 
Gruppen des Index n niebt mebr. Sullen wir also fiir unsere Unter- 
suebungen diejenige Grenze zielien, welcbe dureb die Structur der 
Modulgruppe gegeben ist, so werden wir von einer Betraebtung von 
‘Ya Oder aucb von }/A abseben. Es ist dies um so bemerkenswerter, 
als an der bier vorliegenden Stelle die iiberlieferte Tbeorie der ellip- 
tischen Functionen um einen Sebritt weiter gebt 5 in der Tbat betraebtet 

Wollten wir aber mit Hrn. Dedekind die in der co-Halbebene eindeu- 

tige Function ri{w) = ^ l^A einfuhr en , so wilrde nun freilicb die Combi- 

nationsfiibigkeit der Snbstitutionen im Sinne des Textes wieder eintreten. Dafur 
aber veraadert sicb dieses ij bei Ausflbimg einer Substitution im aUgemeinen noch 
um einen von m abhlingenden Factor, so dass eben dieserhalb die consequents 
Anwendung unserer gruppentheoretischen Grundbegriffe versagen wurde. 
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dieselbe, wie wir gleicli nocli naher andeiiten werden^ aucli noch die 
acMe Wiirzel der Discriminante die sicli dock imserem gruppeu- 

tlieoretisdi-eindeutigen Untersiichungsgebiete niclit melir einfiigt. Dass 
aber dafiir imsere Hiilfsmittel in diesem letzteren beschrankteren Ge- 
biete geeignet sind, tiber alle eintretenden Fragen mid Gesiclitspimkte 
der Transforniationstbeorie erscliopfende und sacligemasse Auskunft zu 
erteilen, mogen zumal auch die Eiitwieklungen der naclifolgenden 
Kapitel belegen. 

Es soil uns die hierinit bezeiclmete Saclilage iibrigens iiiclit abbalten, 

n , — 

das Hauptresultat frliherer Untersuchungen iiber yA bier kiirz anzu- 
fiiliren^ weil dasselbe ini eiigen Zusammenliang mit oben von uns erlial- 
tenen Resultaten stebt. Fiir n = 8 ist die in (2) auftretende Zahl v im 
wesentlicben durcb altere Untersuclmngen Hermite^s festgestellt''^)^ 
die an die lineare Transformation der ^^’-Functionen ankniipfen; fiir 
allgemeines n ist die Zabl v von Dedekind untersuebF^'^'), fur n = 24 
baben wir bereits in I p. 628 ausfiibrlicbe Citate gegeben. Es hat 
sicb dabei ergeben, dass nur fiir n = 8 und damit fiir n = 24 ein 
Ausdruck fiir v aiifgefunden werden konnte, in deni neben rationale!! 
ganzen Functionen der jd, y, d keine boberen zablentbeoretischen 
Punetionen eiiigehen, als ein multiplicativ auftretendes Legendre^sches 
Zeicben; fiir die iibrigen n erschien dies niebt moglicb. Dies muss mit 
Hiilfe der I p. 664 u. f. entwickelten Gesichtspunkte iiber Nichtcongruenz- 
moduln*^*^) die Pormeln des vorigen Paragrapben in neuer Weise ver- 
standlicb maclien. Wenden wir z. B. die beiden Transformationen 
Ordnung cd' = qoj und m ^ an, so wird der Q%iotient der beiden 
Grossen : 

Ya (q c5i , ( 02 ), (oDi , q ojg) 

wiederum unserer Betraebtungsweise zuganglicb sein, indem er eine 
der Stufe adjimgierte Modulfunction vorstellt. Aber absolut ge- 
nommen ist dieseTbe, wie man mgen Icann^ immer nur dann ein Con- 
gniemmodulj wenn n = 24 odcr ein Teller diescr Zahl ist; in der That 
stimmt dies iiberein mit den gesamten, im vorigen Paragrapben ge- 
wonnenen Pormeln. 

Aucb fiir die Entwicklungen in § 9 bieten die bier in Eede 
stebenden Gesichtspunkte zu einigen Bemerkungen Anlass. Wir lernten 
dort die ausserordentlicbe Einfachheit der Primzablpolygone 

Liouville’s Journal, sdrie 2, Bd. 3 (1858). 

Man seke die I p. 628 namkaft gemackten Ausfiikrungen desselben in 
Eiemann’s Werken p. 438 IF. * 

Man vgl. insbesonclere auck den cursiv gedruckten Satz in I p. 608. 
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kenneiij die nur zwei Spitzen liatten. Infolge clessen besassen die 
gescblossenen Flacben ^^( 5 ) nur zwei Puukte c, in deren einem die 
zugeliorige Function cog) : A(g)i, co^ im Grade 1 ) Null, im 

andern ebenso 00 wurde, wahrend diese Function sonst allentbalben 
endlicb und niclit-verscliwindend war. Man wolle bemerken, class 
ebendieseTbe EinfachJieit ausserdem mich noch den Ordnungen n = aler 
auch nur diesen anhaftet'^'). In der That stellt man ((.'”) leichteste 
durcli q an einander gereihte Polygone F^(q) her^ wobei dann 
ausser den Spitzen ioo^ 0 noch die (q — 1 ) weiteren 



bekommt. Aber die letzteren entsprechen denReprasentanten = 
0 <j?< 2*5 in ihnen alien ist also A(g^05i, co^) : A(a>i, nach (3) 
p. 63 endlich und nicht-verschwindend. Da andrerseits bei alien iibrigen 
n weitere Spitzen mit A^D hinzukommen, so merken wir uns den 
Satz: Nur falls die Ordnung n eine Frimmld q oder das Quadrat einer 
solclien istj ivird aaf der geschlossenen Fy} die Function 

G).j) : A co^) 

nur einen Nidi- und einen UnstetlglmtspunJd lidben, und mar jetveils 
einen solclien vom Grade {n — 1). 

Man verfolge nun filr die somit charakterisierten Ordnungen n 
auf der Flache Fy) die Grosse: 


( 3 ) 



coy) 



sie wird auf der Flache eine unverzweigte Function mit einem 
einfachen Null- und einem ebeusolehen Unstetigkeitspunkte darstellen, 
die sich aher nach Zuriicklegung von Periodenbahnen, allgemein zu 
reden, urn eine multiplicative (n — 1)^ Einheitswurzel geandert hat**). 
Der zutretende Factor ist aber nieht stets notwendig eine primitive 
(j* — 1)*“ Einheitswurzel, und nun setze man insbesondere den Fall, 
dass F-^ das Geschlecht p = 0 habe. Da es dann uberhaupt keine 
Periodenwege giebt, so ist auch (3) auf der Ft// eindeutig und giebt 
uns offenbar eine Hauptfunction derselben. In diesem Falle ist also 
(3) Hauptmodul der und damit zugleich Congruenzmodul. Nach 
obigen Bemerkungen Tiber die Wurzeln aus A werden wir demgem'ass 


*) Die Her und weiterHn loetreffs der Primzalilquadrate gegebenen Aus- 
einandersetzungen ruhren vom Herausgeber ber. 

**) Man nennt solcbe Grbssen Wurzelfunctionen der Flache; vgl. z. B. auf 
der Flache j) = 1 die in I p. 158 unter (2) gegebenen Functionen 
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scUiessei} ; class (7b — 1) ein Teller von 24 ist*, es folgt dann: Unter 
den Primzalilordnimgen konnen zum Gesckleclite p == 0 iiur g = 2, 3, 
5; 7; 13 gekoren, nnter den Primzalalquadraten nur — 4, 9 ^ 25. 
Das ist nun in der That in Ubereinstimmung mit den Mitteilungen 
am Schluss des § 5 (p. 62), 

§ 12. Einfiilirung der znr ersten Stnf© adjungierten formen- 
tlieoretischen Transformationsgleieliungen. 

Die bei der 7 'b*'^^ Ordnung auftretende, imter (6) p. 54 allgemeiii 
angesetzte Transformationsgleichung fiir A war eine zur Stufe 
gchorende Resolvente vom niedersten, namlich Grade. Um auf 

der linken Seite derselben der Bequemliclikeit halber mit Modulfunc- 
tionen zu than zu haben, dividieren wir durch wodurch 

besagte Gleichiing die Gestalt gewinnt: 

( 1 ) + * • “ + = 0 - 

Es ist dabei Gv eine ganze Function des J hochstens vom Grade 
(in G'^p insbesondere erkennt man leicht eine Oonstante);, wahrend die 
Wurzeln von (1) die Quotienten der transformierten Discriminante 
durch die urspriingliche sind. Trotz Hirer Dimension Null wollen wir 
tlbrigens die Gleichung (1) nach wie vor als eine forinentheoretische 
Transformationsgleichung benennen. 

Aus den Pormeln des § 9 (p. 64) entspringen nun tiber die Natur 
der Gleichung (1) die merkwiirdigsten Ergebnisse. Wir betrachten etwa 
nach einander einige der dort herangezogenen Specialwerte und 
beginnen mit n = 5. Die Gleichung (1) ist im Rationalitiitsbereich J 
irreducibel; seM man aber nach (5) p. 64 an Stelle von x ein, so 
entsprUigt erne reducibele Gleichung, mdem ja in der That die frulier m 
I p. 639 filr t aufgestellte Besolvente^): 

(2) + lOr + 5)" — 1728 /r = 0 

als Factor miftreten muss (aus dem man die iibrigen durch wieder- 
holte Anwendung der Operation % = i% ableitet). Dieselbe Operations- 
weise lasst sich noch einmal wiederholen, wie wir schon in Bd. 1 
p. 640 durchgefilhrt haben: Durch die Substitution x = wurde aus 
(2) anfs neue eine reducibele Gleichung, nur dass wir dabei eine Er-- 
weitenmg des Batmialitdtsbereiches, 7%dmlich auf ]/J, vornehme7i nmssten. 
Der eine der drei entspringenden Pactoren lautete: 

Man eriimere sich, dass wir zwischendurch den Hanptmodul t gegen Bd. I 
im Zeichen geandert haben. 
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(3) lOs^ — 12>/J;s + 5 = 0, 

wobei riaturlich |/j unter dea drei Moglicbkeiten in eindeutiger Weise 
fixiert zu denken ist. Indem wir als erstes, wesentliclies Attribut einer 
Transformationsgleicliuiig ibren Grad ansehen^ wollen wir diese 

Uberlegung in den folgenden, tibrigens nur vorlaufigen Satz zusammen- 
fassen: Bei Transformation funfter Ordmmg existieren anch fur 


( 4 ) 


r 



Transformationsgleiehungen, deren let^terer freiliclh der Bationalitdtsherekh 
|/J m Grunde^ liegt, Der weitere Fortsebritt ziir 24®^^^ Wurzel ist 
aber nicM stattbaft^ wie wir noch seben werclen. 

Arialoge, jedocb niebt vbllig gleicbe Verbaltnisse finden wir bei 
n — 1 vor. Hier werden wir nacb (5) p* 64 in (1) die Substitution 
X = ausfiibren und erhalten eine reducibele Gleicbung 48®^^^ Grades, 
die in seebs irreducibele Gleicbungen zerfallt. Eine darunter ist 
unsere Resolvente (3) in I p. 745: 

(5) (^4 ^ 14^3 ^ 03^2 ^ 70^ _ 7)2 _ 1728 (J^ — l)r = 0. 

Setzen wir jetzt aufs neue t = so tritt nocbmals Reducibilitat ein, 
und die eine der beiden entspringenden irreducibeln Gleicbungen ist: 

(6) + 14/ + 63/ + 70/ + 24]/3]/J'— 1 .^ — 7 = 0. 

Also das Resultat: Bei Transformation siebenter Ordmmg giebt es Trans- 
formationsgleichungen aiich mcli fiir 



fur die leMere muss jedoeh der Eationalitdtsbereich auf ]/«/ — 1 erweitert 
werden. 

Endlicb ist im Falle der Transformation dreizehnter Ordnung 
nacb der letzten Pormel (5) p. 64: 


( 8 ) 



Hier also giebt es fur die ^wdlfte Wurzel (8) eine Transformations- 
gleicTiung, und 0 war oJine dass eine JErweiterung des Bationdlitdtsbereichs 
von (1) erforderlich ware. 
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Gleicliuiigeii Grades fur die transformierten Wurzeln aus A, 
wie wir sie nun faiuleu, wolleii wir jetzt allgemein als clcr crskn Stufe 
adjungicrte Transformationsglciclmngen benenuen. Wir selien durcli Ver- 
gleicli mit Bd. I, dass dieselben fiir n = 5 und 7 die einfachsteu 
Kesolventen Grades lieferii, die es fiir diese Stufen giebi Um so 
niehr werdeii wir jetzt aucli fiir allgemeinere Stufenzalilen die Trans- 
formation der Wurzeln aus A fiir die Gewinnung zweckmassiger Resol- 
venten Grades verwerten. Wir fiigen in diesem Betracbt sogleich 
ftir n — 25 das folgendo; aus dem vorigen Paragrapheii unmittelbar 
entspringeiide Resultat an. Es ist im Palle n = 25 das Transforma- 
tionspoljgon vom Gesclilecbte === 0, und als zugeliorigen Haupt- 
niodul baben wir: 



Es C'xistiert sonavh bel n — 25 sogar fiir die 24®^“ Wur^cl der Biscrmi- 
mute eine Trausformationsglciclinng , und mar ist aucli hier Iceinerhi 
Eriveitcrimg des ursjjrilngliclien Ixationolitcltsiereiclis erforderlich 


§ 13. Fundamentalsatze iiber die Existenz der zur 
ersten Stufe adjungierten Transformationsgleichungen in den Fallen 

n = q und n = q^. 


Die mannigfaelien Angaben des vorigen Paragraphen lassen sicli 
leiclit zu einer einlieitliclien Gesamtauffassimg vereinen, die wir hier 
dadurch geben wollen^ dass wir fiir Primzahlordnung q, sowie Prim- 
zahlquadratordnung q^ die Frage nach der Existenz der in Rede 
stehenden Gleichungen vollstandig erledigen. Wir haben dabei einen 
selir wesentlichen Gebrauch von der Gleichuug 


( 1 ) 



0 )^) 


• * n — I 


ZU machen, die wir am Schlusse des zehnten Paragraphen (p. 68) fiir 
Primzahleii n — q bewiesen haben Spaterhin werden wir dieselben 
iiberhaupt fur ungerade Zahlen n beweisen; zunachst geniigt es^ ihre 
Giiltigkeit auch noch im Falle n — q^ einzusehen. Letzteres gelingt 


*) Durcli diuse Formel charakterisiert sick die Transformationsgleichung 

fiir y A : ]/a'^* unmittelbar als Resolveiite der Teilungsgleichung fiir die woraiif 
wir schon frfiher (p. 53) Bezug nahmen. 
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leiclit iufolge cler einfaclien Gestalt, welclie das Polygon F bezitzt 
(cf. oben p. 70). Man wolle namlicli nacli deii bekannten Regeln 

feststellen, wie sich der einzelne Teilwert in der Spitze + ~~ 
des Polygons verhalt, nnd wird leicht bemerken, dass das Product ini 
Nenner von ( 1 ) an besagter Stelle des Polygons im Grade — ver- 
schwindet. Links konnen wir sclireiben: 



und es bleibt der zweite Factor reclits an bezeiclineter Stelle endlicli 
nnd von Null verschieden. Hiermit sind wieder alle Mittel zu deni 
Sclilusse gegeben, dass die linke Seite von ( 1 ), mit dem ^i?'-Producte 
multipliciert, eine Function des liefert, die auf diesem Polygon 

weder verscbwindet, nocli unendlich wird. 

Jetzt sei g eine Primitivwurzel von n liingegen entweder die 
Zahl g Oder cp. Es ist dann die Operation F: 

(2) F: co/ = ? CO 2 =9^27 

von der Periode bez. als niclit-homogene Substitution von der 

Periode fiihrt, mit S combiniert, in bekannter Weise 

ziir r,p. Das Product im Nenner der rechten 'Seite von ( 1 ) wollen 
wir daraufbin in den beiden bier vorliegenden Fallen n = g und n = g^ 
so anordiien: 

— 1 2 2 

(3) P 4 = J7 ’ 

y =2 0 V = 0 V = 0 

wobei links die zu H=-q, reclits die zu n = gekorenden Teilwerte 
gemcint sind. 

Nacb diesen Vorbereitungen kehren wir zu unserer Hauptfrage 
zuriick und bemerken zun'aclist, dass wir an Stelle der Resolventen 
( 3 ); ( 6 ) § 12 bereits in I 1. c. solcbe Resolventen gesetzt batten, die 
freilicb nicbt mebr die nullte Dimension in (Ui, co^ zeigten, dafiir aber 
eine Erweiterung des ursprtinglicben Rationalitatsbereicbs g^j g^ nicbt 
erforderten. Das kommt jetzt einfacb darauf binaus, dass wir an 

stelle der Wurzeln aus : A(rai, cd^) Tielmebr diejenigen aus 

CD^) setzen. Da wir ungerades n kaben, so gebort 
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( 4 ) 



als eindeutige Moclulform in den Kreis unserer Betrachtungen liinein; 
eine weitere Wurzelziehung aber ist im allgemeinen nicht stattliaft. 

Um jetzt in principieller Weise iiber die Existenz von Trans- 
formationsgleicbungen fraglicher Art zii entscheiden; miissen wir das 
Verbalten der Grosse (4) und ibrer Potenzen gegenilber den Modul- 
substitutionen in Betraclit zieben. Wzr nebmen dabei ^ > 3 an^ da in 
der That der Pall q — ^ durcb nnsere friiberen Einzeluntersucbnngen 
als erledigt angeseben werden kann, und discutieren zunaclist die dritte 
Fotenz der Grosse (4)^ die nacb (1), von einem numerisclien Factor ab- 
geseben, mit dem reciproken Werte des unter (3) gegebeijen Productes 
Pg bez. P,^i. identiscli ist. Wie man nun sieht, andert die Operation S 
weder Pj nocb P^a. Anders die unter (2) gescbriebene Operation V: 
Unter Ausiibung dieser letzteren gebt in tiber, und da 

^ (mod. (mod. q^) 

wird, andrerseits aber stets 

Po,^i == — po,i 

ist, so wird bei Ausiibung von V das Product P^ das Zeicben wecbseln, 
Pjz dagegen unverandert bleiben: Gegeniiber der hleiU iei n = 
die dritte j bei n = q aber erst die sechste und noch nicht die dritte 
Totem des Moduls (4) unverdndert. 

Um die achte Potenz der Grosse (4) zu erledigen, geben wir auf 
die in I p. 627 bewiesene Pormel (14) ^liriick und iiben daraufhin 
eine der angeborende Operation aus, fiir welcb' letztere also ^ eine 

gauze Zabl ist. Man bemerkt sofort, dass die fraglicbe acbte Potenz 
den Factor: 

annimmt, und bier ist nun zufolge unserer Voraussetzung eines gegen 
3 relativ primen n der Exponent stets eine durcb 3 teilbare ganze Zabl. 

Indem wir zusammenfassen, folgt: 

Fiir Primmhlquadratordmmg n = q^ bleiU die Grosse (4) gegeniiber 
der durchaus imverandert, fur Primmhlordnung n — q bleiht nur 
e^^st das Qiiadrat der jetst in PetracM Icommenden Grosse (4) gegeniiber 
der mgelibrigen unverdndert 

Fs existieren demgemdss bei Primmlilquadratordnung Transforma- 
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tionsgleiclnmgen fur die 24®^° Wur^el der Diseriminante^) , lei Frimmhl- 
ordnung seTbsb aber nur erst fur die 12*®. 

Dass natiirlicli damit auch fur alle diejeuigen Wurzelu^ deren 
Grade 24 bez. 12 teilen, Transformationsgleicbuugen esistieren, branclien 
wir niclit nocli besonders auszufiiliren. Setzen wir endlich liinzu: so- 
fern wir bier stets vom Quotienten der transformierten Discriminante 
und der Potenz der ursprunglicben ausgeben, fallen die Coefficien- 
ten aller dieser Transformationsgleichungen rational in g^ und g^ aus. — 
Ein Teil der Speeialsatze des vorigen Paragrapben bat sicb solcber- 
weise unter allgemeine Kegeln subsumieren lassen^"^*). 

§ 14. Gestalt der Transformationsgleieliuageii fiir die Wnrzeln aus A, 

Unseren eingebenderen Betraebtungen iiber die aussere Gestalt der 
Transformationsgleicbungen fur die Wurzeln aus A scliicken wir einen 
sebr einfacben formentbeoretiscben Satz voraus^ der aucb in zablreicben 
Untersucbungen des folgenden Absebnitts eine fundamentale Rolle 
spielen wird, Es gilt namlicb: Eine game rationale Function Gri^g^^g^ 
von g^, g^, die lei co = ioo mit r'*’ proportional wird, entlidlt den Factor 
A^ Wablt man namlicb zwei moglicbst kleine^ nicbt- negative ganze 
Zahlen a, derart, dass die Dimension von gf'g/Q ein Multiplum 
von 12^ etwa — 12 X, wird, und dividiert durcb A^, so entspringt eine 
game Function von die zufolge ibres Verhaltens bei cd = ioo den 
in J besitzt. ■*Es besteht also die Gleicbung 

9ii) ^ <^\92 1 9‘i) 

identiscb; ebendesbalb muss aber die Function G' durcb g^^g/ teilbar 
sein, und wir erbalten 

(1) G , gs) = A” a"(g^ , g^) , 

wobei nun offenbar G" bei ra = ioo einer endlichen, nicht-verschwin- 
denden Grenze zustrebt. 

Nacbdem wir diesen Satz festgestellt haben, bespreehen wir zu- 
vorderst den wicbtigeren Pall der Primzahltransformation n = q. Die 
einfachsten Kesolventen werden uns Ton einer moglicbst bohen Wurzel 

*) Pur n= Q tritt leicht ersichtlicli eine Gleicbung fur die 8*® Wurzel an 
deren. Stelle. 

Die im Texte gegebene functionentbeoretiscbe Begrundnng der Trans- 
formationsgleicbnngen fiir die Wnrzeln aus A, insbesondere aucb die dabei durcb- 
gefubrte Berucksicbtigung der Primzablqnadrate riibrt vom Herausgeber 
her; die anagedebnte Litteratur fiber nnseren Gegenstand stellen wir erst am 
Scblusse des vorliegenden Kapitels zusammen. 
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aus A geliefert; 
sclireiben : 

( 2 ) 


also zielien wir gleicli die zwolfte lieran. 



Wir 


unci bemerten, dass zufolge (1) p. 73 ^ uiid also aueli die damii 
gleichbereclitigten Grossen ganse algebraisclie Modulformeii siiid. Es 
gentigt also einer Gleicliung ^ = (g + Grades, deren Coeffi- 
cienten game Fuuctionen von ^ 2 , g^ sind, und man erkennt insbeson- 
dere im Absolutglied bis auf eine multiplicative Constante leiclit die 


'ipigt ■ 


12 


_ll — Poteiiz von ojg). Ohne weiteres folgt 


daraus: Die Grosse (2) ist Wurisel der Qleichung: 


(3) 


X 






4- ^ — 5 X + cA 


12 . 


0, 


in deren Coeffieienten die Gi game rationale Functionen von g^, g.^ sind; 
wir denlcen aus den G alle etwa mnaclisi eintreteiiden Factoren A lieraus- 
genommen, tvoranf die G hei o = ioo gegen eine endliche, nicM-ver- 
schwindende Greme comergieren^ zodhrend die gan^mhligen Exjgonenten 

^ < - - sind. Die biermit gewonnene Resolvente (q + Grades 

Stiife ist die denkbar giinstigste, die ims bislang entgegen getreten 
ist; fxir q == 5 unci 7 giebt sie geradezu diejenigen Resolventen sechsten 
und achten Gi'ades, die v^ir in I p. 640 (7) und p. 747 (4) diesen 
Stufen als einfacliste liberhaupt existierende Resolventen zuwiesen. 

Um Gleicliung (3) in eine solclie von der Dimension Null umzu- 
setzen, substituiere man 

(4) y = a:A == 



und findet fur y die Gleicliung: 


(5) 


+ 


G-iiOi, 9s) 



.yq^ 1 - 


G,j(gs, sh) 



•«/ + c = 0. 


Da haben wir offenbar eine Fallunterscbeidung fiir q modulo 12 zu 
treffen: Fiir g;=l, (mod. 12) sind die Coeffieienten von (5) rational 
in g^, g^] ist aber g = 5, 7 oder endlich 11, so findet sich bez. noch 
|/A, ]/A oder endlich zngleich |/A und ]/A. Da die Coeffieienten 
iibrigens von der Dimension Null sind und im Nenner nur eine Potenz 
von A steht, so folgt: Je mcMem q=l,5, 1, 11, (mod. 12) ist, sind 
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die Coefficienten von (5) heis. rational tmd gans in J, YJ — 1 oder 
endlich in |/J und yj — 1 msammengenommen, Hiermit liaben sich 
eine Reilie weiterer Einzeleigenschaften der Gleichnngen des § 12 iinter 
allgemeine Regeln siibsumieren lassen. 

Endlich gedenken wir noch einer dritten Gestalt der Gleicliung 
(3), derjenigen namlich, die durcli die Substitution 

(6) ^ = a;A‘" = 
entspringt. Wir erhalten 

^ 1 2 ^ X 

(7) + A"-"” + A 'a,/'”' H h cA^^^=0, 

vq — 12)1^ 

und hier ist das Wichtige, dass die Expouenten ^ von A 

durchgehends positive Zahlen sein mtissen, da ^ eine ganze algebraiscbe 
Modulform ist. Um (7) noch etwas zweckmassiger zu schreiben, be- 
stimmen wir die ganze Zahl %v durch die Bedingungen: 

(8) vq — 12ylv = %vj (mod. 12), 0 12 

vq — I '^ Xy — y .^ 

und schreiben zugleich A 9^ — 

daun (7) iiber in: 

(9) 4- 4- -I l-cA^^ =0. 


Die Dimension des (v -f" lY^ Coefficienten A GJ iu den 
ist — 1/5 ist also Gv von der Dimension — , so haben wir die 

Gleichung v — Hiermit haben wir einen interessanten formen- 
theoretischen Ansatz fllr (9) gewonnen, wobei es insbesondere ins 
Gewicht fiillt, dass alle diejenigen Gv identisch verschwinden miissen, 
fiir welche dv nicht eine der Zahlen 0, 4, 6, 8, . . . ist. So erhalten 
wir z. B. im Palle q = 127i + 5 als Anfangswerte = 5, 

X3 = 3^ . . = — 4, dg = — 8, dg = 0, . . . und finden soldier- 

weise sogleich den auf die Form (3) umgerechneten Ansatz: 


^.5 + 1 _j_ 

( 10 ) + 


^ r?— 2 4_ x^' 

^Zh + l ^ ^ + 2 ^ 


■4: _J_ Z — , /y^' 

-r ^g/.+2 


-5 ^ 


^92 


,^ 8 h -j— 3 


afi~ 


! ^—s K 

^9/1+3 “ ^10/1+4 


4- 


V9s 


4- 


9 


^11 4 + 4 

= 0 , 




+ 


wobei die a, y, 


^12/i2 + 107i + 2 

numerische Pactoren sind. Piir den einfachsten 
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J'all ]i = 0 finden wir unsere alte Resolvente secbsten Grades wieder, 
die in der That die Gestalt besass (cf. I p. 640 (7)): 


( 11 ) 





Filr die Bereclinung der numerischen Coefficienten in (10) bonnte 
man wieder dieselben Regeln verwei*teny die wir bereits bei den Teilungs- 
gleiehungen u. s. w. auseinandersetzten. Inzwisehen versparen wir die 
Besprechung von weiteren Einzelbeispieien bis in den naehsten A-b- 
sehnitt, wo wir mit erneuten Hulfsmitteln nnd unter erweiterten 
Gesichtspunkten 'den hier in Rede stehenden Resolventen wieder be- 
gegnen werden. — 

Welche Besonderheiten den nun gegebenen Entwicklungen gegen- 
iiber fiir den Fall n = 2® eintreten, wird man sofort erganzen. Wir 
haben hier vor alien Dingen 


( 12 ) 



als Wurzel einer Resolvente (q“ + g)‘““ Grades zu setzen, den einzigen 
. Pall 2 = 3 ausgenommen. Die Coefficienten dieser Resolvente sind 
rational in g^, nnd besitzen dieselbe Form, die wir bereits in (3) 
kennen lernten. Da = 1 (mod. 24) ist, so werden die Coefficienten 
der (6) entsprechenden Resolvente nullter Dimension ohne jene Fall- 
unterscJieidung rationale ganse Functioned von J. Fiir = 25 ergiebt 
sich hbrigens die fertige Gleichung in der zuletzt gemeinten Gestalt 
zufolge (9) p. 74 unmittelbar aus jenen Relationen, welche Hr. Gierster 
1. c. fiir diese Ordnung berechnet hat. 


§ 15. Historische Notizen fiber die zur ersten Stufe adjungierten 
Transformationsgleiehungen. 

Auf die Betrachtung der Transformationsgleiehungen (3) etc. 
wurden die Herren Kiepert und Klein von verschiedenen Seiten aus 
ungefahr zu der gleichen Zeit gefiihrt. Unter den Arbeiten von Hrn. 
Kiepert (die von der Theorie der doppeltperiodisehen Functionen aus- 
gehen und ausgedehnten Gebrauch von den Gleichungen (10) p. 68 
sowie von aualogen Relationen machen) ist zunachst zu nennen die- 
jenige fiber Auflosung der G-leichungen filnften Grades (Gottinger Nach- 
richten 1878 oder auch Crelle’s Journal Bd. 87), wo der Fall n — 5 
behandelt wird, dann drei Arbeiten „Zur Transformationstheorie der 
elli^tischen Functionen“ (Crelle’s Journal Bd. 87 und 88, 1879', Bd. 95, 



imd Transformationsgleichungen erster Stufe. 


81 


1883), die den Fall einer beliebigen Primzahl befcreffen. In der bereits 
auf p. 9 des vorliegenden Bandes genannteii Arbeit „Uher Teilung %md 
Transformation der elliptisclien Functionen“ (Math. Ann. Bd. 26, 1885) 
delmt Hr. Kiepert seine Untersuchnngen auf die allgemeinen Gleicliungen 
aus, welclie fiir den Fall eines beliebigen Transformationsgrades an 
Stelle der Gleichung (5) treten, nnd entwickelt insbesondere die Theorie 
der im Falle eines Primzahlquadrates auftretenden Gleichungen (12). 
Unter den Arbeiten Klein^s kommt aiisser der zu Anfang des Eapitels 
genannten (in welcher alle vorstehend fiir die Falle n — 5^ 7^ 13 ent- 
wickelten Uberlegungen mitgeteilt sind) noch ein an Hrn. Brioschi 
gerichteter Brief voni 30. Dec. 1878 in Betraclit *'*•), in welchem Hr. 
Klein insbesondere den vorliin an Gleichung (9) gekniipften formen- 
tlieoretischen Ansatz bespricht, auch die Gleichung fiir ^^ = 11 zum 
ersten Male mitteilt Ausgefiihrt wurden die in diesem Briefe be- 
riihrten Ideen sodann von Hrn. Hurwitz in dessen oft genannter 
Arbeit ,,Grundlagen einer independenten Theorie der elliptisclien Modid- 
fimctioncn und Theorie der MulUpUeaforgleichungen erster Stufc“ (Math. 
Ann. 18, 1881); es wird dort die Gleichung (5) fiir den Fall eines 
beliebigen zu 12 relativ primen n betrachtet, und zwar ist im Gegen- 
satz zu den von uns soeben durchgefiihrten Uberlegungen die Methode 
die, dass die urspriingliche und transformierte zwolfte Wurzel der 
Discriminante, ^f/A, in ihrem Verhalten gegeniiber beliebigen Modul- 
substitutionen untersucht wird. Dabei wird insbesondere das Verhalten 
der Transformationsgleichung fur J = 0 und T = 1 erlautert. — Die 
Benennung „Multiplicatorgleiehung erster Stufe welche im Titel der 
tlurwitz’schen Arbeit auftritt und auch von Hrn. Klein gebraucht wird, 
bezieht sich darauf, dass bei der Transformation Ordnung des in 
Weierstrass’scher Form vorgelegten elliptischen Integrals erster 
Gattung, nach Normierung des Integrals durch Zufiigung des Factors 

1 2 /-TTr- 

^]/A, der Quotient a* Thdit die Bedeutung des „Multipli- 

’*') Abgedruckt in den Bendiconti del Istituto Lombardo vom 2. Januar 1879, 
sowie in den Math. Ann. Bd. 16, p. 86—88. Vorlaufige Untersuchungen hber die 
in Rede stehenden Gleichungen hatte Hr. Brioschi karz vorher im nennten Bande 
der Annali di matematica (ser. 2) gegeben: ,,Sopra una dasse di eguamni modu- 
(Kov. 1878). tJbrigens ist die Transformationsgleichung achten Grades fiir 
-n = 7 in ihrer p. 61 mitgeteilten urspriinglichen Gestalt sowie auch in der Ge- 
stalt (6) p. 73 von Hrn. Klein zuerat in zwei der Erlanger Societat vorgelegten 
Noten vom Marz und Mai 1878 veroffentlicht worden. 

Hr. Kiepert hat in seinen citierten Arbeiten eine grosse Reihe weiterer 
Zahlenbeispiele gegeben, so in Bd. 87 und 95 des Journals die Gleichungen (5) fiir 
n = 17, 19 und 23, in Bd. 26 der Annalen die Gleichung (12) fiir n = 25 und 49. 

Kloiu-Fricko, Modulfimctionen. U. 6 
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cators^*^ bekommt. Eiii naheres Eingehen auf die hiermit gemeinte Auf- 
fassung bleibt an gegenwartiger Stelle ausgescblossen, insofern dieselbe 
den leitenden Gesichtspunkten nnserer Darstellimg fremd ist; es muss 
genligen, dass wir diesbeziiglich auf die Abbandlnng von Klein in 
Bd. 14 der Matliematischen Annalen und wegen der analogen, in der 
Jacobi^ scben Theorie auftretenden Gleichungen auf die Lehrbiicber 
iiber elliptisclie Functionen verweisen^). Diese letzteren Gleicbungen 
bezeicbnet Hr. Klein im Sinne unseres allgemeinen grnppentbeoreti- 
seben Schemas als Multiplicatorgleicbungen zweiter Stufe. Ubrigens 
werden wir den in Rede stehenden Gleicbungen, wie scbon bemerkt, 
im nacbsten Abscbnitte nocb einmal begegnen und wesentlicbe Eigen- 
scbaften derselben, fiir die uns jetzt nocb der Anstitz feblt, kennen 
lernen. Aucb stellen wir dort alle Mittel zur Verfiigung, die Glei- 
cbung (5), welcbe sicb ja nur auf Primzabltransformation beziebt, fiir 
beliebige Ordnungen n zu verallgemeinern. 

Die Transformationsgleicbung (9) fiir die zwolfte Wurzel aus A 
nannten wir der ersten Stufe adjungiert; eigentlicb ist sie eine zur 
swolften Stufe geborige Gleicbung. Indem wir aber bierauf Gewicbt 
legen, entspringt der Satz, dass aucli fiir Moduln boberer Stufe 
unter Umstanden Transformationsgleicbungen Grades existieren 

konnen, und dass dieselben gelegentlicb einfacber ausfallen, als die 
Gleicbungen d^r ersten Stufe. Zu der gleicben Bemerkung fillirt die 
Tbeorie der Jacob i'scben Multiplicatorgleicbungen, die wir gerade 
im Vorbeigeben streiften. Von diesem Gesicbtspunkte geleitet, werden 
wir jetzt principiell die Transformation Ordnung lidherm'' Stufe zu 
betracbten baben. 


Vgl. insbesondere Konigsberger, Vorlesungen iiber die Theorie der 
elliptischen Functionen, Leipzig 1874, ^ so wie die Monograpbie von Joubert, Sur 
les equations qui se rencontrent dans la theorie de la transformation des fonctions 
elli^tiques, Paris 1876. An letzterer Stelle wird das besondere Verlialten, welches 
die Primzablquadrate in dieser Tbeorie zeigen, zum ersten Male erwahnt. 



Drittes Kapitel. 

Allgemeine Gruiidlagen ffir die Transformation Ordnnng 
l)eliel)iger Modulfunctionen. 

Bei der Ausdelinung der Transformation Ordnung auf die 
lioheren Stiifen, sowie liberliaupt auf algebraisclie Modulfunctionen 
und Modulformen - ist die Gliederung der uns entgegentretenden Ver- 
lialtnisse eine so mannigfaltige^ dass das gegenwartige Kapitel fast 
ganz allein einer allgemeinen Betrachtung derselben gewidmet ist. 
Die zu transformierenden algebraiscben Moduln setzen wir vorerst als 
beliebige yoraus und werden dann die dureh ihre Transformation ent- 
springenden Grossen und die fur dieselben gultigen Relationen gruppen- 
theoretiscb und functionentbeoretiscb allgemein zu cbarakterisieren 
haben. Hierbei werden nattirlicb die von Bd. I lier bekannten Con- 
gruenzmoduln vornebmlicb Berucksicbtigung finden mtissen; aber wir 
verschieben die Einzelbetracbtung derselben, welcbe namentlicb die Her- 
stellung von Transformationsgleicbungen fiir Congruenzmoduln boherer 
Stufe zum Ziel liaben wird, bis in das folgende Kapitel. Das wesent- 
lichste Fundament fur die Entwicklungen dieses Kapitels, die txbrigens 
in ilirer Gesamtbeit erst neuerdings vom Herausgeber durcligefiibrt 
warden, findet sicb in der abstract gruppentlieoretiscben Erorterung 
der §§ 3 und 4, die wobl auch um ibrer allgemeinen Bedeutung willen 
einiges Interesse beansprucben durften. Zwei Untergruppen von end- 
lichem Index in einer umfassenden Gruppe liaben ibrerseits wieder 
eine Untergruppe von endlicbem Index gemein, und es gilt in den 
beiden genannten Paragrapben, die bierbei eintretenden Verbaltnisse 
allgemein und erscbopfend zu bescbreiben, was unseres Wissens trotz 
der principiellen Bedeutung dieser Frage fiir die gesamte Gruppen- 
tbeorie bislang nocb nicbt gescbeben ist. Die Untersucbungen dieses 
Kapitels durften aber aucb desbalb ein besonderes Interesse fiir sicb 
haben, weil durcb dieselben ein allgemeines Schema geschaffen wird, in 
welches sicb neben anderen, neuen Modulargleicbungen, welcbe an die 
Tbeorie der regularen Korper anknupfen, die seit Jacobi in der 

6 * 
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Tlieorie der elliptisdien Pimctionen wiederliolt und aiisfiihrlich be- 
tracliteten Modulargleichungeii fitr die Wurzeln aus h, lc\ sowie aucli 
die von Seblafli u. A. eingefiibrten Modulargleicliungeii fur die 
Wurzeln aus lc¥ als specielle Fillle eiuordnen. Besondere Aus- 
fuliruiigeii liieniber folgen daim, wie selion bemerkt^ erst im nachsten 
Kapitel, 

§ 1. Allgememer Cliarakter einer transformierten Modulfunction. 

Es sei ^(co) eine willkilrlich gewablte algebraische Modulfunction; 
die Untergruppe des endlichen Index ^ umfasse alle Modulsnbsti- 
tationeDj welche ^(w) in sicb uberfiiliren. Auf dem Polygon sei 
0(co) eine 2 /-wertige Function , und wir setzen noeb ausdriicklicb voraus, 
dass diese Function ^{(o) durch keine anderen linearen Substitutionen 
von m in sicb transformierbar sein soil, als durcb die Modulsubstitutionen^ 
welcbe bilden. Ein Reprasentantensystem dieser Untergruppe sei 

( 1 ) 1 , V,, r,, 

und endlicli sei die algebraische Relation zwischen 0 und J durch 

( 2 ) + B , (/) . + . . . + == 0 

gegehen. Schaffen wir in (2) die Nenner der E(J) durch Multipli- 
cation mit einer geeigneten Grosse <?(«/) fort, so steigt J in der 
neuen Gestalt dieser Relation bis auf den Grad. 

Indem wir vorab einzig von eigentlicher Transformation Ord- 
nung handeln, diese aber sogleich in allgemeinster Gestalt emfiihren 
wollen, schreiben wir: 

(3) E{(X}) = , ad -l>c=^n, 

wobei a, 6, c, d vier heliehige game Zalilen der Dekrminante n, jedoch 
ohne einen alien gemeinsamen Teller^ sein sollen. Aus pj{co) entspringt 
vermoge der Substitution (3) der transformierte Modal: 



der im Bereich der positiven Halbebene, wie ^'(m) selbst, eine ein- 
deuUge Function von gj darstellt. Setzen wir jetzt aher J'((d) — J(Ii(co))j 
so haben wir nach (2), sowie auf Grund des vorigen Kapitels (p. 54) 
die beiden Gleicbimgen; 

. ^>-1 + . . . = 0, ^ 

G,(j ) . + . . . + a,,(j) = 0 , 

in deren letzter J wie J' bis auf den Grad steigt. Eliminieren 

wir jetzt aus diesen beiden Gleichungen so findet sicb nacli dem 
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Bezout^sclien Theorem iiber den Grad der Resultante zweier algebrai- 
schen Gleichnngen eine Relation: 

( 5 ) + r,{J) . + • • • + = 0 , 

deren linke Seite wir kurz /*(/, J) nennen wollen. Setzen wir die 
linke Seite von (5) in eine ganze Function von / und J um, so 
steigt J in derselben bis auf den Grad 

Zufolge (5) ist b' eine algebraische Function von c7; da tiberdies 
b' eindeutig in at ist^ so erltennen wir im transformierten Modul b'{g)) 
sofort eine algebraische Modulfunction, deren Gruppe heissen mag. 
Der Index fi' derselben ist ^ je nachdem die in (5) geivonnene 
Delation irredticihel oder reducibel ist Diesen letzteren Gegenstand 
werden wir ausfulirlicher zu untersuchen haben; vorab noch folgende 
allgemeine Betrachtung: 

Da b' in (5) auf den Grad steigt, so konnen wir durcli 
Transformation Ordnung in der gekennzeichneten Weise von Bip) 
aus insgesamt und zwar (wie man gleich sehen wird) im 

allgemeinen verschiedene Modulfunctionen lierstellen. Anders ausge- 
driickt lautet dies: Wenn man die Gesamtheit der Transformationen (3) 
in Classen einteilt %md in eine Glasse immer solche B(a>)y D'(ai)j ... 
vereint, deren Zahlwerte bei beliebig gewdhltem co beBllglich der F^t relativ 
dqidvalent sind, so giebt es im ganBcn Classen. Indem aber die 
Wurzeln der schon vorliin gebrauchten Gleichung 
+ = 0 

offenbar . 0 (FoR(co)), BiV^Bip)), ..., - iR(q)) sind, die F im 

Sinne von (1) gebraucht, so werden wir fiir die genannten Classen 
eiu Beprdsentantensystem in 

(6) ^ = 0, 1, . . - 1; Z; = 0, 1, . . ^ - 1 

besitzen, wofern dabei die B, B\ . . eines der im vorigen 
Kapitel fiir die Transformation Ordnung erster Stufe fixierten 
Reprasentantensysteme liefern. 

Diese Betrachtungen iibertragen sich auf die Modulformen ohne 
weiteres; wir schliessen bier zweckmassig so: Moge etwa die alge- 
braisclie Modulform B{ai^, cog) zu einer homogenen F^ gehbren und 
dabei definiert sein durch: 

(7) Bf-^ + 1^1(92 J d‘d) ‘ . -f- Biu{g 2 j = 0* 

Durcli Ausiibung der Transformation geht (7) iiber in: 

( 8 ) + B, {gf, gf ) . 1 + • . . + B,{gf, gf) = 0 , 

und solcher Gleichungen haben wir den ^Werten von I entsprechend 
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insgesamt ip. Die Multiplication derselben fubrt auf eine Gleicliuug, 
die in den ip Grossenpaaren symmetriscli ist; die Coefficicnten 

dieser Gleichung sind somit Modulformen erster Stufe und als solclie 
rationale Functionen von g^, g^. Es folgt also die (5) entspreeliende 
Gleichung 

(9) {0%, Ss) ■ -I h v/(<73, 9z) = ^i 

die wir jetzt wieder /“(. 51 '; g^, == 0 nenneii^ uiid .an welclie sicli die 

bereits aus (5) gezogenen Folgerungen kniipfen. Sind iibrigeiis die 
Coefficienten von (7) ganz, so gilt dasselbe fiir die Coefficienten von 
(9). Da ausserdem (5) aus (2) gerade so liatte liergestellt werden 
konnen, wie (9) aus (7), so bemerkt man sofort: Eine ganpje Moihd- 
fmction oder -form gieht, transformiert, stets wieder eine gan^e Modul- 
function he^. -form, Man siebt dies natiirlich leiclit auch vermoge einer 
directen Betracbtung der / ein. 

§ 2. G-mppe des transformierten Modnls Reducibilitat der 
Relation f{r/, J) = 0. 

Die Relation f(s'j J) = 0 des vorigen Paragraphen, oder aucli 
allgemeiner gesagt, die Gleichung g^^j gf) = 0 ist unter TJm- 

standen reducibel, was wir jetzt naher zu untersuchen haben. Jeden- 
falls geht durch gewisse ^ Modulsubstitutionen die Relation (8) § 1 
in die ^ gleichberechtigten , Relationen ilber, und solcherweise ent- 
springen aus dem einzelnen / sofort iIj gleichberechtigte. Naturlicli 
kbnnen dann weiter diese g Systeme zu je ^ Moduln 0 ' zu gewissen 
Abteilnngen oder sogar insgesamt mit einander gleichberechtigt aus- 
fallen^ und wir haben als vorlaufigen Satz: Ist die fragliche Melation 
nicJit irrediicihel, so mrfdllt sie in solclie irreducihele Bestandteile j deren 
Grade in 0 ' durch tjj teilhare ZaMen sind. 

Zur naheren Untersuclmng der in Rede stehenden Gleichung im 
Rationalitatsbereich ^ 3 ? ^ betrachten wir insbesondere den 

Modul 

( 1 ) 0\(d) = 0{R^^{a))) == 0{nG))] 

dadurcli wird freilich unsere Betrachtung vorerst pariicularisiert, indes 
werden wir doch leicht von hier aus den allgemeinen Uberblick gewinnen. 

Soli die Modulsubstitution die Inunction (1) in sich transformieren; 
so muss zufolge der Gleichung 
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nacli den iiber 0 gemacliten Voraussetzungen y eine durcli n teilbare 
Zalil sein, worauf alsdann noch die weitere Bedingung binzukommt, 
dass die Substitution : 


( 2 ) 


V 


( t) 

\yn 0 J 


der Gruppe angeboren soil. 1st auf der anderen Seite v' eine 

Operation der ^ die zugleicb = 0 (mod. n) bat, so findet man 
durcb Transformation mit Bo in B^^v'Bo eine zu 0 \g}) geborende 
Modulsubstitution. 

Um also die gesamte zu 0\(d) geborende Gruppe zu gewinnen, 
werden wir auf diejenige Congruenzgruppe Stufe zuriickgeben, 
welcbe durcb = 0 cbarakterisiert ist. Die gemeinsame Untergruppe 
von und fa nennen wir f/; ibr Index v wird offenbar ein ge- 
meinsames Multiplum von ii und ^ sein, etwa 


( 3 ) 



wo T der grosste gemeinsame Teller von ft und ip ist, x aber eine 
nicht naber bestimmte ganze Zabl, fiir die man indes aufs leicbteste 
die Bedingung 0 <x^t feststellt. Ein zur gefundenen Gruppe ge- 

liorendes Polygon F’ wird sicli ersicbtlicb aus ^ Polygonen F^p 

Oder aucb aus ^ Polygonen Fp aufbauen lassen. 

Transformieren wir nunmehr durcb i?o, so gebt jedes Polygon 
F,p, fiir sicb genommen, in ein Polygon F-^ der durcb y = 0 (mod. n) 
definierten iiber: F-^ = FoiF^^j), das damn natiirlicb im allgemeinen 
nocb beineswegs aus einer Anzabl ungeteilter Moduldreiecke zusammen- 
gesetzt erscheint. Demgegeniiber bemerJce man fiir spater, dass Fp = B^iFf) 
Jceineswegs allg&mein gleichfalls tvieder das Polygon einer Untergruppe der 
Modulgruppe wird; in der That baben ja nur die Operationen der 
die Eigenscbaft, durcb Bo wieder in Modulsubstitutionen transformiert 
zu werden. Transformieren wir jetzt so erbalten wir zufolge 

der entwicbelten Uberlegung ein aus ~ Polygonen F^^ bestebendes 
transformiertes Polygon F i,y/ — Bo(F^ fr£) • Dieses dber ist nacJi 

unserer anfdnglichen Fntwicklung das Polygon der 0 u 0 '((a) gehbrenden 
Gruppe, welch’ letstere sich damit als eine Untergruppe 

( 4 ) 

t ' 't ■ 
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des Index darstellt Dass diese f inuerlialb der fyj eine 

t 

TJntergruppe des Index ^ ist, ersclieint unmittelbar klar. Aber, wie 

wir schon sagten, ist demgegenuber keine Untergnippe der 

Modulgruppe '^’)5 und es ist bier aiicb keiiieswegs stets die Existeiiz 
einer evident, die zur Gruppe (4) in demselben Verbaltnis staiide 
(cl. b. sie als Untergruppe entbielte), wie die zur f' 

Als unmittelbare Folgernng xinserer Uberlegung enstspringt; ^'(co) 
ist eine von % • mit einander gleicliberechtigten Modulfimotionen 

Formen. Ist oc == tj so ist dieserlialh f{ 0 \ == 0 heB. f{p'] ~ 0 

irrediicihel; ist % <,t, so spaltet sicJi von f ein irredticiheler Factor des 

Grades % • abj der gleich Null gesetd die Gleichnng filr d liefert 

Um aber genaiier den Wert der liier auftretenden Zalil % (iind 
zwar dann gleicb allgemein fiir samtlicbe irreclucibele Factoren von f) 
zu untersuclien , miissen wir minmehr den in Aussicht genommeuen 
Excurs allgemein gruppentlieoretischer Art einscbalten. 

§ 3. Excurs iiber ein allgemeines Princip der Gruppentheorie : 
Der Fall ausgezeichneter Untergruppen, 

Eine principielle Rolle spielte soeben, wie man gesehen hat, die 
gemeinsame Untergruppe der beiden Gruppen und fy/. Um aber 
liber diese Untergruppe das Genanere mitteileu zu kbnnen, wollen wir 
zunachst allgemein die Verlialtnisse klarstellen, welcbe eintreten, so- 
bald wir die gemeinsame Untergruppe zweier der Modulgruppe an- 
gehorender r,., r,, aufzusuchen liaben. Die dazu notige Uberlegung 
hat librigens, wie schon bemerkt, ganz allgemeine Bedeutuug fiir die 
Tbeorie der unendlichen Gruppen. 

Sehr einfach erledigt sich unsere Frage in dem Palle, dass 
und beide innerhalb der Gesamtgruppe ausgemclinet sind, wie wir 
jetzt zunachst annehmen wollen. Seien die Operationen von c,. durch 
1; ^ 2 ? • • - 7 diejenigen der durch Ij . , . bezeichnet, so 

haben wir, da F^f^ ausgezeichnet 'ist, stets: 

(1) " VgZOh == WhVij WkVi == VilOu , . 

Unter Aufnahme des in I p. 321 beziiglich einer ausgezeichneten 
Untergruppe eingefiihrten Aequivalenzzeichens folgt aus (1) fiir die 

Sofem nicbt der particulare Fall vorliegt, dass die Gruppe in der 
enthalten ist. 
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speeiellen in diesen Formeln enthaltenen Sabstitutionen, indeoi wir 
die resp. v mit 1 aquivalent setzen: 

(2) ~ Vi, (bez. r^^); Wi: ~ w,„, (bez. 

Durob Combination Ton T,,, und T;,, entstebe die Gruppe dereu 
Index r jedenfalls ein gemeinsamer Teiler Ton ist. Verinoge 

(1) lasst sicb jede Substitution dieser f* auf die Form VitVjf. bringen, 
und da 

ist^ so hesiUen ivir auclh in erne in der GesamtJieit ausgemchnete 
Untergmppe. Sind die Classen von bez. und m^, so 

erkennt man die Classe t von sofort als eineii gemeinsanien Teiler 
von und Insbesondere folgt: Sind relative Prim^alden^ 

so ist die Qesamtgruppe; und weiter; Ist Congruen^gruppe j 

dber durcli Gongmenmi nicht eingesclwdnM, so ist ivieder die Gesamt- 
gnippe, Andernfalls niiisste namlicli Congruenzgruppe sein, insofern 
sie in sich entlialt^ und miisste zugleich die Nicbtcongruenzgruppe 
r,. umfassen. 

Die Gruppe reduciere sieh, bezuglicli Ou genommen^ auf die 
endliebe Gruppe G^, beziiglicb aber auf was wir symboliscb 

ausdriicken durcb: 

(3) ~ (bez. ~ (bez. T^,). 


Ein Reprasentantensystem der beziiglicb liefert die Substitutionen 

der Gf^\ ist dabei als einzelne Substitution zunacbst v^Wk gewablt, so 

% 

koiinen wir liinterber an deren Stelle auf Grand von viWk ^ tvi^ 
(bez. die Substitution iPj, setzen. In entsprecbender Weise konnen 
wir ein Keprasentantensysteni der beziiglicb durchgebends aus 
Operationen v zusammensetzen und mogen so insbesondere fiir unsere 
beiden Gruppen G die Operationen gewinnen: 


( 4 ) 


'Gf,,: 1 , Wi, 

€ 

, 't 



Die gemeinsame Untergruppe von und sei dieselbe 
ist gleicbfalls ausgezeicbnet, und ihre Classe ist das kleinste gemein- 


*) Es griindet sicb dieses Scblussverfahren auf den in I p. 320 (unten) aus- 
gesprocbenen Cursivsatz. 

Cf. I p. 360 u. f. 
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schaftliclie Vielfaelie von % mid m 2 , ft wird sicli beziiglicli der 
anf eine cndlicke Gv reduciereii; als deren Operationen wir ein lie- 

prasentantensystem von beziiglicli f,. aiizusetzeu habeii. Bemerke 
man in diesem Betrachtj dass eine beliebige Operation iv^vu der 
folgenden Aquivalenzen geniigt: 

00 wiVi (bez. u^uV/c (bez. T 

in der ersten ist ^Vf eine bestimmte Operation aus der ersien Reibe 

(4) j in der zweiten eine bestimmte aus der zweiten Reihe (4); nnd 

diirfen dagegen Tvillkiirlicb. gewahlt werden^ und also nclimen wir 
V/, und 5= ‘Wi. Danii ist 

(5) 'w,jVi,r^ w,Vk (bez. T,,,), 0 < ?, h <~ resp. 

und nun liaben wir auf der andern Seite den Satz^ dass 

'IV, V, (bez. 

ftir vier Substitutionen aus den Reihen (4) notweiidig die Grleicliungen 
i = r und Jc ^ s nacli sicli zieken. Indem wir also alle — ^ Pro- 
ducte 'W,Vk bilden, kaben wir gerade ein Rejirasentantensysteni der 
bezugliek fy gebildet. Sonach erkalten wir den abscliliessenden Satz: 
Die gemeinsanie Untergnippe von imd cine in der Gesamtheit 

aiisgemchiete des Index 

t 

Wir sckliessen kier sogleick nock eine Reike geometriscker Er- 
lauteruiigen an^ welcke zur leickteren Erfassung unserer gruppen- 

tkeoretiscken Uberlegungen wesent- 
lick sind. 

Die Gresamtgruppe reduciert sick 
beziiglicli der ausgezeichneten auf 

't 

eine endlicke Gruppe deren Ope- 

rationen wir uns zweckmassig in eiiiein 
parallelepipediscken Sckema angeord- 
net denken konnen. Indem wir etwa, 
wie wir kierneben in Bkg. 3 aiigedeu- 
tet kaben, ein rechtwinkliges Ooordi- 
natensystem zu Grunde legen, mogen 
wir auf der positiven ja?-Axa im Ur- 
sprung tVQ — 1 und sodann in gleichen 

Intexvallen die weiteren — l) Operationen w^, 
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trageii;, liiernacli aber in analoger Weise auf cler positiven y~Axe die 
^ ? woranf in der x.y-Ehene die Operationen tViV^ 

der G-p^ Platz finden ; dieselben geniigen ubrigens ersichtlicli der 
Bedingung: 

'WiVk ^ VkWi, I'bez. . 

Ein Reprasentanten system der Gesamtgruppe beziiglicli sei durcb 
1, ii't—i gegeben; diese r Operationen tragen wir dann 

entsprecliend auf der ^'-Axe ab, urn jetzt in cler That die Opera- 
tionen WiVjcUi der nacli ubersichtlicliem Princip in der Gestalt 

t; 

eines Parallelepipeclons angeordnet zu haben. 

Eeducieren wir die Gesamtgruppe f beziiglich so kommt die 
der in der ^tJ^-Ebene des Schemas befindlichen Operationen WiUi] 
reducieren wir f beziiglich so kommt die G/^^ cler in der j/^-Ebene 
gelegenen v^Ui. Eeducieren wir f beziiglich r., so entspringt endlich 
die G^ der in der ^-Axe stehenden Operation Demgegeniiber 

bilden, wie schon vorhin angedeutet^ die in der ^r^z-Ebene, der x- und 
der y-Axe stehenden Operationen die Untergruppen Gf^^ u^ bez. G^,^ 

T- 'T 

und G^i^^ welche den soeben in Betracht gekommenen Gruppen 

beziiglich f/,, zugeordnet sind. 

% 

Die liiermit zur Sprache gekommenen Anschauungen haben wir 
jetzt weiter zur vollen Brledigung unserer gruppentheoretischen Frage 
zu verwerten. 

§ 4. Eortsetziing des gruppentheoretischen Exeurses: Fall 
nicht-ausgezeiehneter Untergruppen. 

Sind uns zwei nicht-ausgezeichnete^'^’) Untergruppen der Modul- 
gruppe r gegeben, so gehen wir zur Erledigung unserer Frage nach 
dem gemeinsamen Bestandteile beider auf den Satz zuriick^ dass in jeder 
Untergruppe von endlichem Index eine in der Gesarntheit ausgezeichnete 

Alle diese Reductionen stellen sicli jetzt im rechtwinkligen Coordinateu- 
system der Fig. 3 unter dem Bilde einfacher Projectionen auf Coordinatenebenen 
Oder -axen dar. 

Die nachfolgende Er5rterung ist ubrigens vCUig allgemein und umfasst 
den Fall, dass eine oder gar beide vorgelegte Untergruppen ausgezeichnet sind, 
sogleich mit. 
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[Jiitergriippe von gleiclifalls eudlicliem Index sicli findet (cf. 1 p« 327). 
So neliinen wir unter voller Aufrechterlialtung der Bezeichnungen 
des vorigen Paragraphen als die boiden vorgelegten Gruppen und 

wabrend die beiden ziigeborigen ausgezeicbneteii Untergrnppeii f T 

sein sollen. Selbstverstandlicli sind dabei <?2 Toiler von bez. 

und zwar wird man im allgeineinen die letzteren ausgezeicbneteii 
Untergruppen so wableUj dass ilir Index ein moglichst niedriger ist; 
flir die folgenden Betraciituugeii ist dies indes nicbt wesentlicb. 

Der gemeinsame Bestandteil von und entbalt in sicli; 

Oi O-ft U 

statt nun sogleieli die gesuebte Gruppe selbst in Betracbt zu zielien^ 
■wollen w'ir vorab diejenige endliclie Gruppe aufsucben^ auf welclie 
sie sich bez. reduciert. Nun wird sicli bez. auf eine Ga^ 

(Tjl -j; 't 

reducieren, und da miissen wir uns des genaueren die Lage der 
Operationen dieser Gruppe im Scliema des vorigen Paragraphen ver- 
anscliauliclien. entbalt und cben desbalb werden die 

Operationen der gerade zur y-kxe parallele, Transversalon 

t 

unseres Schemas ganz erfullen. Auf der anderen Seite bedeutet dies: 
reduciert sicli hemglich auf eine Ga^ von 6^ Operationen tVitih, die 

also sdmtlich in der xz-Ehene gelegen sind und eine TJntergruppe der dort- 
selhst gelagerten Gf,^^ bilden, attf ivelcli leUtere sich die Gesamthcit f 
be0, reduciert. Als Untergruppe dieser G^i^ kennen wir bereits die 
no (bez. und benennen fortan als Ga^ die gemeinsame 

't 6'l 

Untergruppe von Goj^ und ; sie wird aus denjenigen Operationen 

'S 

WiUt von Goi besteben^ in denen insbesondere Uk = 1 ist. Wir be- 
baupten dann: Go, giebt, nun auch noeh beBilglich rediiciertj eine 
Untergruppe Gs^ von derjenigen G^, tvelche die 0 -Axe unseres Schemas 
erfiiUt; legen wir dabei durcb die von Gv, auf der ;^-Axe ein- 
genommenen Punkte Parallele zu x-AxQj so entfallen auf jede derselben 

— Operationen der Go-,. 

Man wolle namlicb zum Belege dieser Bebauptung die Aequi- 
valenz: 

ta^Uk * tOiUk ^ WiUm^ (bez. 

mit Hiilfe der jedenfalls bestebenden Gleicbung UuWi — WnUji in 
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(bez. 

urosetzen, welclie aucli nocb bez. rednciert 

1 ; Hj,llk ^ u,n (bez. r^) 

liefert. Es liegt darin der Satz begriindet: Beliebige zwei Operationen 
aus zwei bestimmten Horizontalreihen der ^r^-Ebene geben, in vor- 
gescliriebener Folge combiniert, eine Operation aus einer bestimmten 
dritten Horizontalreibe"^*). Nunmebr folgt auf Grand einer sclion 
ofter durcbgefilhrten Uberlegung: Beteiligt sich iiberhaupt eine Hori- 
zontalreihe der ii?^-Ebene an unserer so liefert sie fiir dieselbe 

gerade — Operationen und niclit mebr-, damit ist aber unsere obige 

Behauptung im vollen Umfange dargethan. Man wolle sicb iibrigens 
sogleicb nocli folgende, unmittelbar einleuclitende Definition der Gruppe 
anmerken: Wenn man 'bemgUch der atisgemchneten rednciert 

(ohne dass naturlich die in sicb zu entbalten braucbte), so 

entsjpringt die Untergruppe Qs^ von Qxi 

(1) ^ Cth,, (bez. r t). 

Vollig analoge Betraclitungen gelten fiir die die sich beziig- 
lieh auf die Gruppe redueiere, walireud sie audrerseits te- 

t 't 

zilglich auf fuliren moge: ■ 

( 2 ) ^•‘■ 2 ? 0 ^^^* ^'^)- 

<h 

Die ^Operationen der fallen gewisse 6^ Transversalen des 

Schemas, die mit der aj-Axe desselben parallel laufen, vollstandig. aus, 

uiid zwar werden sich diese Transversalen zu je ^ in den Sg durch die 

■^2 

Operationen ti der angezeigten Horizontalebenen finden. 

Die gemeinsame Untergruppe von und uni welche es uns 

(Xi (T.. 

eigentlicli zu than ist, reduciert sich nun bezilglich offenbar auf 

t 

die gemeinsame Dntergruppe der eben betrachteten und Ga^^u^- 

t 't 

Man denke sicb in der That, wie Fig. 3 andeutet, die ^-Axe senkrecbt 
gericbtet; iibrigens driickt der gerade ansgesprocbene Satz, wie man leicbt 
bemerkt, nicbts anderes ana, als dass ausgezeicbnete Untergruppe von ist. 
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Sei also (?< die genieinsame Untergruppe von und (so dass t 
gemeinsamer Teller von Sj nnd Sg sein wird); alsdann werden nnr in 
den t durch die Operationen von Gt angezeigten Horizontalebenen 
zugleicli Operationen von Q„_^ und G^ sicli finden, und zwar offen- 

TT t 

bar jedesmal . Insgesamt ist also den G„^^ nnd Ga^f,^ eine G^^^^ 
® 1«2 r 7 ' 

gemein, und da sowohl in wie entbalteu ist, so entspringt 

't Ol fia 

der Satz: Die gememsame Untergruppe der beiden vorgelegten Gruppen 
r,,, und r„, ist eine *s endliclien Index 

(ix Oa o^o^Tit 

Bei der Ableitung dieses Eesultates setzten wir, wie schon be- 
merktp keineswegs voraus, dass und die umfassendsten in der 

Gesamtlieit ausgezeiclineten Untergruppen sein sollten^ die sick in den 
beiden vorgelegten Gruppen finden. Wenn es also zweckmassig ist^ 
dilrfen wir olme Andenmg der voraufgehenden Entwicklung und ihres 
Resultates unter aucli andere als die umfassendsten Untergruppen 

ihrer Art verstelien. Sobald ubrigens die Oesamtgruppe ist, baben die 
Zalilen i, t den Wert und also liaben wir z. B. die besonderen 
Satze: Sind die Classen der heiden vorgelegten TJniergrn^^pen gegen 
einander relativ pim^ odcr anch, ist die eine unter iJmen eine Congrncmj- 
gruppe^ die andere aher oncht, so ist der Index Hirer gemeinsamen Unter- 
gruppe gleich dem Frodiicie der Indices der heiden gegebenen Gruppen, 
Demgegenuber kommen die voraufgeliend entwickelten Vorstellungen 
im vollen Umfange in den Fallen r > 1 zur Geltung. 


§ 5. Erledigung der Frage naeh der Gleiehbereelitigung der 
transformierten Moduln 

Mit Hulfe der nun gewoniienen Siitze konnen wir jetzt die Unter- 
siicbung der §§ 1; 2 leiebt zum Abschluss bringen. Es bandelte sicb 
darum zii entscheiden, in weicbe irredueibelen Factoren die linke 
Seite der Gleichung f(0', J) = 0 fur die transformierten Moduln 
0 ' zerfallt war die Gruppe von wir rniissen indeS; urn 

einen beliebigen unter den irredueibelen Factoren zu fassen, von irgend 
einer mit gleicbberecbtigteii ausgeben, zu welclier der mit ^(co) 
gleicbberecbtigte Modul 0xioj) gebore. Die zur Modulfunetion 
gehorende Untergruppe batte den namlichen Index, wie die gemein- 
same Untergruppe von und fy/, Um denselben zu bestimmen, 

*) Wir betraebten bier der Kilrze balber nur Modiilfunctionen , keioe Formen. 
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benenneB wir durcb f a^i die umfassendste in der Gesamtbeit aus- 
gezeiclmete Untergruppe, die sich in findet^ und die offenbar die- 
selbe ist ftir alle . . . . Wir nebmen ferner als in entkaltene 

aiisgezeicbnete Untergruppe die Hauptcongruenzgruppe Stufe und 
mtissen dementsprecbend die Gruppe des vorigen Paragraphen liier 
als diejenige ausgezeichnete Congruenzgruppe Stufe von moglichst 
grossem Index erklaren, die entbalt, Wir baben also^ urn es 
zusamnienzufassen^ fiir die Bezeichnimgen des vorigen Paragraphen 
bier folgende specielle Bedentung: 

( 1 ) ( 5 *^ = ( 3 ^ 

wahrend im iibrigeu 

(2) r^' ~ a., (bez. r.) 

sein soli und die gemeinsame Untergruppe von Cr^ and durcb 
Gt. bezeicbnet werden moge. Es folgt dann als unniittelbare An- 
wendung vom Hauptsatz des vorigen Paragraphen: Derjenige irreducihelc 
Bestandteil von f{p\ J) — 0, welclier zl genilgt^ besiM in s' den Grad: 

So oft also die Gruppe r« von s(g}) in Bezug auf n keinerlei 
einschrankenden Oongruenzbedingungen unterliegt^ was insbesondere 
immer dann eintritt, weiin die Classe m von relativ prim zum 
Transformationsgrad n ist^ wird r = 1 and eben deshalb auch 
St^ = ^2 = = 1. In alien diesen Fallen ist die Fetation Grades 

f{s', J) = 0 irreducihel oder (anders ansgedriicM) alle transf ormierten 
ModidfuncUonen sXco) Bind mit einander gleicJiherecMigt 

Demgegentiber tritt eine grossere Reihe verschiedener Moglicb- 
keiten ein^ so oft Untergruppe emer Gongr^iemgruppe Sttife ist 
Als Beispiel fiir den letzteren Fall setzen wir etwa mit der 
Hauptcongruenzgruppe Stufe selbst identiselr, alsdann haben wir 

fi = ir, af = ti = \, 83 = \n(p{n), 

und demgemass wird die Relation /*(^% J) = 0 in tjj irreducibele 
Gleichungen des Grades zerfallen. Im Specialfalle n^2 (wo 

eine bekannte Modification der eben angegebenen Zablen eintritt) 
haben wir drei Relationen sechsten Grades; wir werden dies spater 
bestatigt finden. 

Setze man ferner etwa s{m) = wobei m eine beliebige 

gauze Zahl ist. Wir haben drei gleichberechtigte die modulo 

16 eingesehrankt sind^ indem sie sicb auf die drei in I p. 666 (5) 


( 3 ) 
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genannten Congruenzgruppen modulo 16 redueieren. Als Trans- 
formationsgrad wahlen wir = 8 und konuen sonacli als Haupt- 

congruenzgruppe acliter Stufe ansetzeii. Nun ist beziiglicli Ti,,, 
reduciertj d. h. modulo 8 genommen; 



wobei wir immer sogleich die in der einzelnen enthaltenen Opera- 
tionen angaben. Auf der anderen Seite ist 

- r^(8) ~ ® , (mod. 8), 

und also folgt tQ = 8^ — 2, = 2. Durch leiclite Zwisclienrecbnung 

ergiebt sich: Die Relation vom Grade 516 -m fiir die transfonnierten 

zerfilllt in seeks irreducibele Bestandteile^ von denen vier den Grad 
48 • die zwei letzten aber 192 • m zeigen. 

§ 6. Allgemeines Tiber die Eeziehnng zwisehen / und 0, 
Ausschluss der Mcliteongruenzmoduln. 

Bei der niicbstfolgenden Betraebtung setzen wir die Olasse m des 
zu transformierenden Moduls iZ^ca) als relativ prim gegen den Trans- 
form ationsgrad n voraus. Wir erreiclien so, dass die Relation 
Grades f(0', J”) = 0 irreducibel ist. Die Irreducibilitat bezielit sicli 
aber^ wie sebon gesagt, auf den Rationalitatsbereicb J, und wir 
fragen nunmebr^ in welche Factoren f( 0 \ J) sich zerlegen Idsst^ sohald 
ivir die urspriingliche Modnlfimction 0 (he 0 . mich Modnlform 0 , sofern 
wir mit f{ 0 '] g^, g^ arbeilen) adjungieren. Diese Frage kleidet man 
obne Miihe in ein rein gruppentbeoretisebes Gewand ein, und zwar in 
folgender Weise: Als Gruppe von 0{nG)) baben wir vorbin eine gewisse 

bestimmt; zu einer beliebigen Wurzel 0 / von fi/, J") = 0 gebore 
die mit ibr gleicbberecbtigte Gruppe Wir bestimmen nacb den ent- 
wickelten Regeln die gemeinsame Untergruppe von und 
und betonen, dass sieb das zugeborige Polygon aus % Polygonen 
F^ zusammen setzen lasst; % aber ist bier eine ganze Zabl^ die fiir 
die versebiedenen sebr wobl versebiedene Werte annehmen mag. 
Fiir gi^bt J) ein voiles Modulsystem, und also sebliesst man 
sofort, dass einer irredueibelen Relation Grades 
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(1) J) . ^ h EyX^, J) = 0 

geniigen wird, deren linke Seite einer der Factor en von f^^', J) ist. 
Die librigen Factoren wird man in entsprechender Weise finden, indem 
man die durcli ( 1 ) nocli nicht erledigten Gruppen heranzielit. 
Adjuugiert man an Stelle von 0(00) eine damit gieichberechtigte 
Modulfunction 0 (F(g5)), so wird dadurch leicbt ersicbtiicber Weise in 
der Gestalt der Factoren von f( 0 ', J) keinerlei Modification bewirkt; 
nnr die Bedeutung der Wurzeln der einzelnen Gleichnng ( 1 ) kann 
insofern eine andere werden, als sicfi-die fif Moduln 0' nun in auderer 
Weise zusammenordnen mogen, 

Wie man sielit, gewinnen wir die Grundlage fiir die Losung des 
aufgeworfenen Problems durcli Aufstellung der gemeinsamen Unter- 
gruppe von und Hiermit baben wir aber zugleicli nocb eine 
andere Fragestellung im Princip erledigt, welcbe letztere weiterhin 
eine besondere Bedeutung erlangen wird. Im voraufgelienden Kapitel 
erwiesen sieli in theoretisclier Hinsicbt als besonders einfacb diejenigen 
Transformationsgleicbungen, welcbe ein transformiertes J' an das 
ursprunglicbe J knupften. Dem wiirde bier entsprecben, dass wir 
die algebraiscbe Relation F(0\ ^) = 0 aufsucben^ durcb welcbe 0' an 
0 gekniipft ist. In diesem Betracbt erinnere man sicb, dass J in der 
Relation ( 2 ) p. 84 zwiscben 0 und J auf den Grad v, in f{0', J) = 0 
aber auf den Grad v'lfj steigt, sofern 0 auf dem Polygon eine 
i/-wertige Function ist. Diirch FJimination des J aus heiden Gleichungen 
entspringt also eine Belation: 

(2) + B,{0 ) . H h F^v^{0) = 0, 

welclier jedes transformierte 0' als algeloraisclie Function des ur sprung’- 
lichen genugt; dabei wird^ sofern wir auf der linken Seite von ( 2 ) 
durcb Multiplication die Nenner der Functionen B{ 0 ) entfernt baben, 
aucb 0 bis auf den Grad pvip steigen. Wir benennen die letztgedacbte 
Gestalt fiir die linke Seite von ( 2 ) als F(0'y 0) und mogen F{ 0 \ ^) = 0 
wiederum als eine Transformationsgleicbung bezeicbnen. 

Das scbon erwabnte Problem aber, welcbes sicb bier unmittelbar 
anscbliesst, ist offenbar dieses: F(0\ 0) in seine irreducibelen Factoren 
0erlegen. Ist wie vorbin die gemeinsame Untergruppe von F^ und 
so werden auf dem zugeborigen Polygon F^^ die beiden zur F^^^ 
geborenden Functionen 0 i (co) und 0{p) je ^v-wertig sein und solcber- 
weise durcb eine Relation verkniipft sein: 

(3) H 1- = 0, 

welcbe im bekannten Sinne aucb fiir 0 vom Grade ist 5 diese 

Klein-lFricke, Modulfunctionen. II, T 
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ergiebt uns nun offenbar einen der irreducibeln Faetoren von (2). 
Des Uberblicks halber geben wir vorlaufig sogleich die beiden 
aussersfcen Falle an, welche bei der, vorliegenden Untersuchung ein- 
treten kbnnen. Offenbar ist der bochste Wert, den % annelimen 
kann, % = in diesem Fall ist (2) selbst hereits irred^icihel. Der 
niederste Wert fiir % ist derselbe tritt ein, falls in der 
enthalten ist. Haben wir zudem in eine Untergruppe des Ge- 
sclileclites i) == 0, und ist s ein zugehoriger Hauptmodul, so ist (3) 
eine Relation Grades sowoM in F wie b. Hier iiaben wir also 
die gleicbe EinfacHheit wiedererlangt, die wir bereits von der ersten 
Stufe her kennen, und werden deshalb bei diesem Falle selir bald aus- 
fuhrlicli zii verweilen haben. Vorab mogen wir hier noch ein paar 
Satze entwickeln, welche den Zweck haben, das Feld unserer Unter- 
suchung durch Aiisschluss der Nichtcongruenzmoduln zu glatten. 

Bedeutet TF im speciellen die Transformation co' = n(n, so konnen 
wir unsere Frage nach der Reducibilitat von (2) auch in das Gewand 
kleiden, dass es sich um die gemeinsame Untergruppe von und 
TF~^r^tTF handeln soli; in der That ist ja V^aip nichts anderes, als 
der gemeinsame Bestandteil der Modulgruppe f und der Gruppe 
TF“^r^tTF. Ist aber Untergruppe von so werden wir sagen: 
I)er arithnetiscJie Gharolcter der hat sich gegenuber der Trans- 
formation durch W vollstdndig erhalten, Sind und gemeinsam 
nur erst in der Gesamtgruppe f enthalten, so ist der arithmetische 
Oharakter der bei der Transformation durch W vollstandig verloren 
gegangen; fiir die dazwischen liegenden Falle ist er endlich zum Teil 
erhalten geblieben. Indem wir nun hier in erster Linie allein auf die 
ausgezeichneten Untergruppen Riicksicht nehmen, gilt der wichtige 
Satz: Fiir die der Classe angehorende Hauptcongruemgruppe Strife 
bleibt der arithmetische CharaMer bei Transformation durch W voll- 
stdndig erhalten; und wir miissen hinzusetzen: Man darf dies fur eine 
hesondere Eigenschaft allein jener CongruenBgruppe halten, welche fiir 
ausgcBeichnete NichtcongruenBgruppen Classe Iceineswegs bu bestehen 
scheinL 

Der erstere Satz ist unmittelbar evident: Ist namlich 

^ C’ 9 = 

so ■bestelit offenbar aucb die Congruenz 

(4) ^'=W~^vW^ = 1, (mod. m), 

sofern v' iiberbaupt eine Modulsubstitution ist. Den letzteren, als 
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wahrsclieinlich hiiigesiellten Satz gab die ausftihrliche Betracbtung 
specieller Transformationsgleicliungen an die Hand. Man tann aucli 
gewisse tJberlegungen an den Umstand kniipfen^ dass die Nicbt- 
congruenzgruppe der Classe angehoren soil. Dieselben wiirden 
den ansgesprocbenen Satz dem Verstandnis naber bringen; inzwisclien 
scbeint es, dass eine vbllige Klarstellung der Verbaltnisse dadureli 
erscbwert ist^ dass wir liber den arithmetiscben Charakter der Nicbt- 
congruenzgruppen fast nur negative Eigenschaften aussagen konnen. 
Demgegeniiber giebt nns die thatsachlicb festgestellte Invarianz der 
Hauptcongruenzgruppe Stufe bei Transformation durch W die 
Grundlage fiir einen wichtigen Ausbau nnserer Entwicklungj welcV 
letztere demgemass fortan auf die Congruenzgruppen allein ein- 
gescbrankt bleibt. 


§ 7. Untersnchung der Transformationsgleichung fiir einen 
Oongrxienzmodnl 0 beliebiger Stnfe. 


Zufolge der soeben ansgesprocbenen Einscbrankung versteben wir 
nnter fortan eine beliebige Congruenzgruppe Stufe unci nebmen 
den Transformationsgrad n wie bisber relativ prim gegen m. In 
diesem Palle ist wie jede mit ibr gleicbberecbtigte eine 

Congruenzgruppe der Stufe mn. Es ist namlicb die Hauptcongruenz- 
gruppe Stufe, deren Index wir zur leicbteren Unterscbeidung fiir 
den Augenblick mit (m) bezeicbnen, in entbalten; entbalt 

demnacb diejenige Untergruppe in sicb, welcbe der r(„j) mit der Con- 
gruenzgruppe Stufe r^(,i) gemeinsam ist. — Wenn es sicb also um 
den gemeinsamen Bestandteil der nnd bandelt, so werden wir 
die beiden in § 4 mit und bezeicbneten ansgezeicbneten Enter- 
gruppen bier mit r(r«) und identificieren. Daraufbin wird mit 

r(m) coincidieren, und beziiglicb reduftieren lieisst nun ein- 

facb, sie modulo m nebmen. Sei 

(1) = (mod. 


und «; = ^ Operation der Gs- Wir konnen dann eine 

mit V mod. m congruente Modulsubstitution bekanntlicb immer nocb 
so wablen, dass ibr zweiter Coefficient durcb n teilbar ist. Transfor- 
mieren wir diese Substitution durcb so entspringt eine Substitution 
der die sicb modulo m auf 


/ = vW= , (mod. m) 
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reduciert, das Symbol n~^ (mod. w) ia dei’ ublicben Bedeutaag ge- 
brauclit. Alle s mod. m Terscbiedeaea Operationea v werdea sieli 
soaacli in derjeaigen Untergruppe der G(m) finden, aaf welcbe sich 
modulo m reduciert, and man beweist leicht durcb. Transforma- 
tion dieser letztereu Untergruppe von U(„,) vermbge dass man 

solcherweise ihre samtlielien Operationen gewinnt. Wir hdben also das 
Bestdtat: 

(3) = a: == W-^Q, W, (mod. m) , 

und man erlcennt in 6r/ sehr leicht eine mit Gs holoedrisch isomorfhe 
Untergruppe der Die mit G-/ gleichbereehtigten Gruppen (inner- 

halb G(„)) seien G/', >G"', . . . ; auf diese werden sicb alsdaan die 
iibrigen modulo ni reducieren. 

Mogen jetzt innerbalb der G(m) die Gruppen G* und G?^ die Unter- 
gruppe Gtg gemeinsam haben, so wird nacb den Regeln des § 4 die 
Gruppe Ffc mit eine Untergruppe des endlicben Index 

... 

gemeinsam haben. Von der Transformationsglekhimg F(s', g) == 0 des 
Grades gvip ivird sich daraufhin ein irreducibeler Factor des Grades 

in Segug auf g dbspalten, und man siebt sofort, dass auch g in 
diesem Factor Us auf den Grad Fp. ansteigt, insofern ja g' auf dem 

i 

Polygon der Gruppe die Wertigkeit vif bat. Hiermit sind dann zu- 

gleicb F von den Untergruppen G/, Gf', ... erledigt; die riickblei- 

benden Tverden wir nacb demselben Princip weiter bebandeln, am die 
gesamten irreducibeln Factoren Ton F (/, g) — 0 zu erlangen. 

Fur die Redueibilitat einer zur Stufe geborenden Transfor- 
mationsgleicbung F(f', g) = 0 sind hiernacb, sobald «> 1 ist, eine 
grosse Reibe verscbiedener Falle denkbar und, wie man siebt, kommt 
es in erster Linie darauf an, weleben Rest der Transformationsgrad n 
modulo m bat; in der That sind Angahl und Grad der irreducibeln 
Factoren voA F{g', g) fiir alle modulo m congruenten Transformations- 
grade n in ifbereinsiimmung. Soil F {g', g) einen Factor des niedersten 
Grades v‘<p besitzen, so muss die zugeborige Zabl ti = s und also 
Gf> = G, sein. Dies tritt offenbar stets und nur dann ein, wenn Gj 
durcb W in eine mit ibr gleicbberecbtigte Gruppe transformiert wird: 

(5) G;=W-^GsW=rGsr-\ (mod. m); 

in diesem Falle wird also G, durcb eine gewisse Transformation 
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Ordnung^ namlicli WVy in sich xibergefulirt. Soil F(0',s) in lauter 
Factoren des Grades v'lp zerfallen, so mussen alle nnter einander 
und mit Gs identisch ausfallen: Feduction in lauter Factoren 
Grades tritt also nur fur diejenigen amge^eiclineten Untergruppen 
Stufe ein, welclie mit W vertausclibar sind. 

So oft n = l (mod. m) ist, ist die dnrch G(m) =W~'^G(m)W an- 
gedeutete isomorphe Beziehung der Q(m) auf sicli selbst die identiscbe, 
bei welcber jede Operation der G^m) sicb selbst entspricht. Ist m = — 
so konnen wir die Wirkung der Transformation vermoge W aueb da- 
durch erzielen, dass wir durcb die Modulsubstitution zweiter Art A 
transformieren. Im ersten Palle ist sonacb stets G^ mit den Gs'^ gleicb- 
berecbtigt; im letzteren Palle tritt Gleicbberechtigung, wenn nicbt 
scbon innerhalb der G^m), so dock jedenfalls innerlialb der erweiterten 
G^im) ^iii* J'kr (mod. m) diirfen wir keineswegs allgemein er- 

warten, dass Gs mit Gf innerhalb G{^n) gleichberechtigt ist. Da diese 
Verhaltnisse indessen nicht nur von dem Eeste n modulo m, sondern 
durchaus auch von der Eigenart der gerade betrachteten Gs abhangen, 
so verlangt die allgemeine Behandlung unserer Fragen die Kenntnis 
der Structur der G{m)^ Wir beriicksichtigen bier demgemass vor alien 
Dingen den Fall der Frimmhlstufe m — wo wir Anschluss an die 
in I p. 419 u. £ gegebenen Entwicklungen gewinnen. 

Fiir m — g gestalten sich die Verhaltnisse deshalb besonders ein- 

fach, weil innerhalb der G(^q) = Gg(ga_i) zwei Untergruppen der gleichen 

2 

Structur in den weitaus meisten Fallen zugleich mit einander gleich- 
berechtigt sind. Hierbei wird sich unsere Untersuchung darauf zu 
beschranken haben, fiir die Gs die gemeinsamen Bestandteile aufzu- 
stellen^ welche sie mit der einzelnen ihrer gleichberechtigten Unter- 
gruppen Gs, Gf, Gs'", . . . gemein hat. Nehmen wir z. B. den Fall der 
cyclischen Gqy die I p. 427 aufgestellt wurden, so ist die umfassende 

Relation F{F, 0 ) = 0 vom Grade ^ ^ Die — gleich- 

berecMigten Gq sind nun bekanntlicli zu je ^ — identisch, so dass wir 
fur diese Gruppen s = ti== g haben und von Jiierms mndchst insgesamt 
irredueibele Factoren Grades erhalten. Irgend eine Gg',Gq',... 
hat aber mit Gq bekanntlich nur die Identitat gemein, so dass nun fur 
die iibrigen Gruppen s — g, t{—l zu setzen ist. Der Ton F{z,d) 

noch riickbleibende Factor hat aber den Grad derselbe serfdlU 

sonach in ^ irredueibele Factoren vom Grade gvip. — Sollen wir viel- 
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leiclit weiter der (q + 1) gleicliberechtigten Tg+i = (mod. q) 

2 

gedenken, so beachte man;, dass in jeder Gq(q^i) im ganzen q gleick- 

2 

bereclifcigte Gq—i entlialteii sind, dass also umgekehrt die einzelne 
2 

G -q-i sicli immer an mei Gruppen beteiligt (cf. I p. 431). Man 

2 2 
gewinnt demnacb leicbt das Eesultat: Die Transformationsgleichung 
F (F, s) = 0, icelche gegenwdrtig in s' (tind auch in s) den Grad 
{q-\-V)vi) aufweist, serfallt in swei irreducibele Teile der Grade v^j 
hes. qvip. 

Wollen wir Gleicliungen F{s', s) = 0 haben, bei denen kein 
einziger irreducibeler Factor auf den niedersten Grad vf herabsinken 
soli, so mussen wir auf Untergruppen derartiger Structur zuriickgehen, 
dass sicli von ihnen mehrere, unter einander nicbt gleicbberechtigte 

Systeme innerhalb der vorfinden. So batten wir z. B. fur 

2 

2 = 874 — 1 zwei Systeme von je Oktaedergruppen G^^, die 

inuerbalb der erweiterten G^^q) gleicbberechtigt ausflelen, nicbt aber 
scbon innerbalb der G(q) selbst. Da (— 1) quadratiscber Nicbtrest 
von q ist, so ziehen wir leicbt den Scbluss: Nur falls der Transfor^na" 
tionsgrad n quadratiseher Best von q ist, tvird ein {tmd, wie man leiclit 
sieht, auch nur ein) irreducibeler Factor Grades in F{s, i) auf- 

trefen; fur Nichireste n sinM Icein einziger Factor auf diesen Grad herab. 
Genauere Angaben iiber die irreducibeln Factoren des betrefiPenden 
F{0 j wird man auf Grund der in I p. 476 u. f. entwickelten Satze 
iiber die leicbt ableiten. 

§ 8. Besondere Betrachtung des Balles v 1, Die Modnlar- 
gleiclitingen holierer Stnfe. 

Die soeben entwickelten Satze passen obne weiteres aucb fiir die 
im Anfang des § 6 gemeinte Zerlegung der Relation f{ 0 ', J) = 0, 
welcbe naeh Adjunction von 0 eintritt*, nur ist dabei, sofern es sich 
um den Grad dieser Bestandteile in 0 ' bandelt, in den voraufgebendeii 
Angaben allemal 1 statt v zu setzen, wabrend sich iiber den Grad in 
0 und J allgemeine Angaben nicbt macben lassen. In dem besonders 
wicbtigen Falle^ dass von vornherein schon v = 1 ist, coincidieren die 
beiden im Anfang des § 6 entwickelten Problemstellungen. Hier ist 
in der That eine Unter gruppe des GescMechtes p = 0y 0 ((o) ein 0 u- 
gehoriger Sauptmodul nnd also J rational in 0 , Trifft es sicb iiberdies, 
dass G,(= mod. m) durch W in eine mit ihr gleicbberechtigte 
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G-s^ transformiert wird, so entspringt von b) aus eine cler 

zugeordnete Gleichung : 

(1) + r^(s) ■ + r^{d) ■ H h >>(^) = 0, 

■welche mit den Modulargleiclmngen der ersten Stufe (vgl. Toriges Kap. 
p. 54) die grosste Analogic aufweist und eben deswegen als eine sur 
jjjten gehorende Miodiilargleichung bezeichnet werden moge. 

In der That besitzt die Grleiehung (1) sowohl in s', wie auch in 
s (nach der erforderlichen Umgestaltung) den Grad xl>. Was die Mono- 
dromiegruppe von (1) angeht, so hat dieselbe wieder genau die Ord- 
nung und Structur der fiir die Transformationsgleichungen erster Stufe 
in § 6 des vorigen Kapitels (p. 53) angegebenen Gruppe der Ordnung 

• Da namlich m und n relative Primzahlen sind, so werden 

2^4“ cr 

sich in der noeh alle modulo n untersehiedenen Typen von Modul- 
substitutionen vorfinden. Wir konnen dieserhalb allein schon dureh die 
Operationen der alle jene Umstellungen der ip Wurzeln s' von (1) 
hervorrufen, welche wir bei der ersten Stufe durch Ausiibung der 
modulo ti untersehiedenen Modulsubstitutionen auf die ip Classen der 
Transformation bewirkten; eben jene Umstellungen der ip Classen der 
Transformation n*®' Ordnung oder jetzt also der ip Wurzeln von (1) 
bilden aber die gerade genannte Gruppe'; Nun muss weiter jede 
rationale Function der ^ Wurzeln s', welche bei diesen Umstellungen 
unverandert bleibt, zur gehoren und ist also bei dem der Gleichung 
(1) zu Grunde liegenden Rationalitatsbereich s als bekannt anzusehen. 
Gleichung (1) hat also in der That dieselbe Monodromiegruppe, wie 
die Modulargleichung erster Stufe Ordnung. Zu den bestimmenden 
Eigenschaften der Modulargleichungen sollte aber neben ihrem Grade 
und ihrer Monodromiegruppe drittens auch noch die Vertauschbarkeit 
ihrer Argumente s', s gehoren (cf. p. 57). Wie diese dritte Bigen- 
schaft fiir die Modulargleichungen hoherer Stufe etwas allgemeiner als 
bei denen der ersten Stufe zu fassen ist, werden wir weiter unten in 
den zu betrachtenden Specialfallen noeh ausfiihrlich kennen lernen. 

Was die Existenz der Modulargleichungen hoherer Stufe anlangt, 
so sprechen wir noch einmal den Satz aus: Ji^odwlciTgleichungen existiey&n 
jedenfalls nur fur Hauptmoduln sim). Wir konnen sogleich hinzu- 
setzen : Es existieren auch fur jeden Hauptmodul Miodidargleiohungen, 
sofern der Transformationsgrad n durch die Stufe m geteilt den Eesf 1 
Idsst. Mehr kann man allgemein nicht aussagen; freilich kennen wir 
vom vorigen Paragraphen her Hauptmoduln, welche fiir alle gegen 
m primen Transformationsgrade n Modulargleichungen besitzen; aber 
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andrerseits liefern xins fiir ^ = 7 die sieben gleicbbereclitigten 6r24 des 
einzelnen Systems Beispiele von Hauptmoduln (cf. I p. 384), welcbe 
nur fiir solcbe n Modnlargleicbungen besitzen, die quadratiscbe Eeste 
von 7 sind. 

Existieren fiir eine vorliegende des Gescblecbtes jp == 0 bei 
fest gegebenem n Modnlargleicbungen, so ist es weiter von Wiebtig- 
beit, die Aiizahl dieser Gleiehungen d. b. die Anzabl der Pactoren 
^ten Gj^ades von d) anzngeben. Auch diese Frage werden wir 

anf gruppentbeoretiscbem Wege zu beantworten haben. Ist namlicli 
r fM die umfassendste Untergruppe, in welcber ausgezeicbnet ent- 

balten ist, so fallen bei Transformation der vermoge der Opera- 
tionen eines zur gehorenden Eeprasentantensystems (der Gesamt- 
gruppe) im ganzen % Gruppen mit identiscb aus. Entsprecbend 
finden sicb unter den mit W~^^GsW gleicbberecbtigten Gruppen ins- 
gesamt ^ mit Gs identiscbe, and also existieren fur einen mr 
gehorenden Hauptmodul 0 im ganzen % Modulargleichungen, Aber die- 
selben steben in einer ausserst nahen Beziebung zu einander. Sei 
namlicli 

(2) T^r^G^ (bez. r^), 

so lasst sicb zufolge I p. 603 diese Ga am zweckmassigsteii als eine 
Gruppe von % linearen Substitutionen des Hauptmoduls 0 darstellen. 
Hier bemerkt man leicbt: All's einer einzelnen Modulargleichung ent- 
springen alle indem man hei unverdndertem z' auf z jene % linearen 
Substitutionen der Ga ausiibt Ubrigens bedarf es nur einer kurzen 
Betracbtung, zu bevs^eisen, dass jene % Modnlargleicbungen aucb alle 
in ibrer ausseren Gestalt von einander verscbieden sind. Inzwiscben 
behalten wir uns docb alle in dieser Ricbtung liegenden Einzel- 
nntersucbungen fiir das nacbste Kapitel vor, in welchem wir Beispiele 
von Modulargleicbungen ausfiibrlicb durcbsprecben wollen. 

Sebliesslicb mogen wir bier nebenber bemerken, dass die in den 
voraufgehenden Paragrapben entwickelten Grundlagen fiir die formen- 
theoretischen Transformationsgleicbungen ibre Bedeutung bebalten. 
Dabei wiirde uns z, B. die Existenz der zur ersten Stufe adjungierten 
Transformationsgleicbungen der Wurzeln aus A (vgl. das vorige Kap, 
p. 74 u. £) von gruppentbeoretiscber Seite ber verstandlich werden^). 
Es wiirde das einfacb darauf hinauskommen, dass die zu ]/A, j/A, ^^A 
gehorenden fg, £4, ausgezeichnete Gruppen ibrer Stufen m sind, 


*) Gerade mit diesen gruppentbeoretischen Qesicbtspunkten arbeitet Hr. 
Hurwitz in seiner wiederbolt genannten Abbandlung des 18*®^ Annalenbandes. 
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und dass dieselben, modulo m reduciert, zu lauter mit W vertauscJiharm 
Gruppen fiihren, sofern nur an der hier tiberall zu Grunde liegenden 
Voraussetzung relativ primer m, n festgehalten wird"^). 

§ 9. Die zur Stnfe gehorenden Reprasentantensysteme der 
Transformation Ordnung. 

Bedeutet Byj^t ein beliebiges Reprasentantensystem 

erster Stufe Ordnung, so bildeten wir im vorigen Kapitel alle 
eigentlicben Transformationen Ordnung in der Gestalt Vi Bjc, wobei 
Vi die Modulgruppe f zu durcblaufen bat; alle Transformationen 
Bjc—i, V^Bjc^iy Fg-Ri— 1 ; ... setzten dabei die Classe zusammen. 
Untersucbten wir demgegeniiber die Zablen ViBjc(co) in Anbetracbt 
ihrer Aquivalenz bezuglicb der Congruenzgruppe Stufe so zer- 
fiel die einzelne jener Classen nunmebr in ^ unterscbiedene Classen, 
und wir batten die letzteren durcb J?*, V^Bjc^ V^Bj^, ..., iRa zu 
reprasentieren (p. 85), wo jetzt 1, F^, . . ein Reprasentanten- 
system der vorstellt; man mag sicb die solcberweise ent- 
springenden Reprasentanten fur Transformation n^®^ Ordnung m^®^ Stufe 
scbematiscb in Gestalt eines Recbtecbs angeordnet denken, dessen 
(7c + ly® Horizontalreibe aus den Transformationen E;^;, F^E^., . . ., 
F^— lE^. bestebt. 

Die Anordnung der Classen in Horizontalreiben des Schemas 
baben wir also nacb der Vorscbrift getroffen, dass alle fc Classen der 
einzelnen Horizontalreibe bezuglicb der Gesamtgruppe f aquivalent 
ausfallen. Ftir die Anordnung in Vertibalreiben geben die vorauf- 
gehenden Entwicklungen xiber Modulargleicbungen boberer Stufe eine 
entsprecbende Vorscbrift an die Hand, die wir offenbar durcb geeig- 
nete Auswabl der B^ zu bewerkstelligen baben. Sei ^(co) ein zur 
geborender Modul und ;^(Eo(g 3)) algebraiscbe Function Grades 

*) Betreffs der ausgedehnteii Litteratiir uber die Modulargleicbungen boberer 
Stufe vgl. man die Angaben des folgenden Kapitels. Zu den formentbeoretiseben 
Gleiobungen boberer Stufe, auf welcbe wir weiterbin nicbt mebr zurucbkommen 
konnen, sind vor allem ibrem Wesen nacb die Jacohi^schen 3IuUipUcator- 
gleichungen zu recbnen, welcbe wir der zweiten Stufe zu adjungieren baben, wie 
scbon gelegentlicb bemerkt wurde. Ausgedebnte Untersucbungen fiber die zu den 
Stufen = 2, 3, 4, 5 geborenden Gleicbungen dieser Art sind in neuerer Zeit 
von Hrn. Paul Biedermann angestellt worden; man sebe dessen Leipziger 
Dissertation „Uber MultipUcatorgleichungen hoherer Stufe im Gebiete der elliptischen 
FuncUomn‘‘ Grunert’s Arcbiv, 2. Reibe Bd. 5 (1887). (Der Ausdruck „Multipli- 
catorgleicbung“ ist bier in noob allgemeinerem Sinne genommen, wie in den 
Scblussbemerkungen des vorigen Kapitels und geradezu gleicbbedeutend mit dem von 
uns gebraucbten Ausdruck einer „formentbeoretiscben Transformationsgleicbung“.) 
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von die Zalil v dabei in der bislierigen Bedeutiing gebrauclit. 

lunerlialb der gehoren alsdann zu im ganzen 

^ gleiclibereclitigte Moduln ^iB^Vkico)), die zugleich Wiirzeln jener 
Relation Grades sind. Dabei mussen die Vk der angeboren, 

and wir wollen nimmehr dieser Vorsclirift dadtirch genugen, dass tvir 
allgemein die Gongmens fordern: 

(1) Vk = l) (mod. m). 

Ausserdem aber mussen die Vk ein Reprasentantens 3 ^stem fiir eine ge- 
wisse unter den ^ Congruenzgruppen Strife Vyj bilden. Der Einfacli- 
beit wegen wahlen wir als insbesondere die durcb y = 0 (mod. n) 
cbarakterisierte, die wir aiicb bislang imnier tinter scblecbtweg 
verstanden, wobei wir alsdann unter Bq insbesondere die Trans- 
formation BQ{(D) = n(D zu versteben baben. Man setze jetzt endlicb 
Bk = BQVk} womit die gewollte Auswabl der Bk getroffen ist. 

In dem somit bestimmten Schema bestebe nun die (i + 1)^° Verti- 
calreibe aus den Transform ationen Bi\ so dass wir 

fiir B^k die Darstellung baben: 

( 2 ) = 

Der Erfolg unserer Auswabl der Bk ist alsdann, dass die Congruenz 
(3) (co) = (a) = Ef (cd) = • • • = , (mod. m) 


besteht, und zwar nennen wir dabei, wie gewobnt, zwei Reprasentanten 


E{w) = 


aco + ^ 
C05 + ^ ^ 


J?'(£d) 


d CO & 

c'co -j- d' 


einander modulo m congruent, wenn die Bedingung 

+ + d' ^ ^ dy (mod. m) 

bestebt, wo natiirlicb entweder nur die oberen oder nur die unteren 
Zeicben gelten. Gegeniiber den Formeln (3) sind aber irgend zwei 
Reprasentanten aus yerscbiedenen Verticalreiben einander modulo m 
stets incongruent. 

Irgend eine Verticalreihe unseres Schemas^ B. die (i + 1)^®: 

(4) ' Ef, Ek\ E!^-i 

liefert uns jef^t das, was ivir als ein mr geJibrendes Beprdsentanten- 
system fur Transformation Ordnung ieseichnen. Nacb dieser Auf- 
fassung giebt es alsdann g, verscbiedene Reprasentantensysteme fiir 
die und das einmlne unter ihnen werden %vir durch das aus (3) ent- 
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mmmene Schema der vier Zahlen r” charalterisiemi. 1st T. ins- 

besondere die Hauptcongruenzgmppe Stufe^ so benennen wir (4) 

scblecbtweg als ein zur Stufe geliorendes Eeprasentantensystem 
fiir Transformation Ordnung* Ersetzen wir fiir den Fall der zuletzt 
gemeinten speciellen den einzelnen Reprasentanten durcb einen 
anderen seiner Classe angeborigen (d. h. bangen wir eine mit 1 modulo m 
congruente Modulsubstitution vorn an)^ so besteben fiir das derart ge- 
anderte System die Oongruenzen (3) nacb wie vor. Man gestaltet diese 
zunacbst allein fiir die Hauptcongruenzgruppe gedacbteUberlegung leicLt 
zu dem folgenden Satze aus: Hahen wir irgend ein leliebiges JReprdsen- 
tantensysteni Ordnung erster Stufe, dessen Operationen einander durch- 
gehends modulo m congruent sind, so bildet dcisselbe ^ugleich ein Meprcisen^ 
tantensystem Stufe, indem durcli dasseJbe in der That die m Classefn 
einer Verticalreihe unseres Schemas reprdsentiert sind. Dass dann dieses 
System aucli fiir jede andere Gruppe Stufe eines der zuge- 

borigen g. Reprasentantensysteme abgiebt, ist leicbt ersicbtlicb. 

Man bange nun^ wieder als beliebige Gruppe Stufe gedacht, 

den Operationen der (i + 1)^®^ Verticalreibe . . recbts die 

mit 1 mod. n congruente Substitution v an. Es bilden dann docb 
VzEqV, V{B^v, , . ein Reprasentantensystem erster Stufe^ und also 
nacb obigem Satze aucb eines fiir die Da zugleicb 

ViBkV = ViBk (mod. m) , 

ist; so diirfen wir zusammenfassend die Satze aussprecben: Indem 
man den Beprasentanfen B^k ^ine beliebige Modulsubstitution vorsetzt, wird 
eine Permutation der Verticdlreihen des Schemas bei ungednderten JSori- 
mntolreihen bewirkt; wenn man dagegen den Bk^ reclits eine Substitution 
v = l (mod. m) anhdngt, so bewirkt das eine Permutation der Horwontal- 
reihen des Schemas bei ungednderten Verticalreihen. Dass die Gruppe 
dieser letzteren Permutationen mit der Monodromiegruppe der Modular- 
gleicbung boloedriscb isomorpb ist, wird man leicbt ertennen, 

Eine weitere, bierher geborende Uberlegung bat zum Ziele^ aus 
def Olasse der Transformationen ^iBk\ , ... einen Re- 
prasentanten in einer fiir ausftihrlicbe Untersucbungen moglicbst braueb- 
baren Gestalt auszuwablen. Wir beriicksicbtigen aucb bier in erster 
Linie die Hauptcongruenzgruppe und wollen fur dieselbe zuYorderst 


fn 0\ 

ein zum Schema gehorendes System berausgreifen. Die aritb- 

metiscben Reprasentanten erster Stufe waren: 


(5) E; (m) = = k, 0 ^ < D, , 
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unter dem Zusatz, dass 
nicht aufweisen sollen. 
formation (5) erstlicli: 

( 6 ) 


die ZaUen A, B, G einen gemeiasamen Teiler 
Hier setze man an Stelle der einzelnen Trans- 

, -j- mBj. 

® , 


womit wir wieder ein Reprasentantensystem erster Stufe gewonnen 
Laben, da ja infolge relativ primer m, n die ZaUen mBk zugleieb 
mit Bic ein Restsystem modulo Dk durcUaufen. Jstst schT&be man als 
meckmassigste Gestalt des mi hildendm Beprdsentantemystems einfaeJi: 


( 7 ) 


B, 


.{»)- (moA »), 


WO Vh eine der reclits angegebenen Congrueng modulo m geniigende Moduh 
substitution ist; eine solche lasst sicli in der That stets finden, da Bk 
als Teiler you n prim gegen m ist. Von der somit gewonnenen ersten 
Reihe unseres rechtectigen Schemas aus werden dann die uhrigen in 
oben heschriebener Weise durch Vorsetzen geeigneter Substitutionen Vi 
hergestellt. 

Handelt es sieh nunmehr nicht urn die Hauptcongruenzgruppe 
der Stufe sondern um eine andere zu dieser Stufe ge- 

hbreiide r^(m)) so wird deren rechteokiges Schema aus dem der r^i(m) 


dadurch entspringen, dass die Vertiealreihen des letzteren immer zu 
je X aquivalent ausfallen; fur die Fixierung des einzelnen haben 
wir dabei stets unter x Reprasentanten des grossen Schemas eine zweck- 
massige Auswahl zu treffen. 

Endlich haben wir hier gerade wie bei der ersten Stufe auch noch 
der erweiterten Transformation Ordnung zu gedenken^ bei der die 
Tier Ooefficienten der einzelnen Transformation einen gemeinsamen 
Factor > 1 haben diirfen. Wenn wir in (7) die Zahl Bk bei stehen- 
den Ak, Bk uneingeschrankt ein Restsystem modulo Bk durchlaufen 

lassen, so gewinnen wir ein gum Schema , (mod. ri) gehorendes 

Beprdsentantensystem fur erweiterte Transformation Ordnung. Die 
Anzahl der Reprasentanten letzterer Art ist wieder ^(w), wie denn 
iiberhaupt betreffs der in Rede stehenden Erweiterung alle beziiglichen, 
bei der ersten Stufe entwickelten Satze sich ohne weiteres ubertragen. 


§ 10. Ein besonderer Satz fiber den Pall nicbt relativ primer m, n. 

Beispiele. 

Fiir den Fall, dass der Transformationsgrad n mit der Stufen- 
zahl m des zu transformierenden Moduls einen Teiler > 1 gemein 
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liat; lasst sicli niclit so leicht, wie im voraufgehend betracliteten Falle 
relativ primer m, it, eine allgemeine Tlieorie entwerfen; jetzt namlicli 
sind die Verhaltnisse um yieles mamiigfaltiger und die Anzalal der 
Botwendigen FalluntersclieiduBgen sebr viel grosser. Wir bringen 
dieserhalb aucb. nur eine einzige zum Falle niclit relativ primer m, n 
gehorige Untersucbung, die wir ubrigens bier sogleich bis ins einzelne 
durchfiibren. 

Sei ( 0 , J) ein voiles Modulsystem fiir die Hauptcongruenzgruppe 
Stufe r( 5 ), g wieder als Primzahl gedacht. Man gebe von 0(coi) 
liber zu und zeige, dass eine Operation der stets und nur 

dann <s'(co) = 0{g^(D) in sicli transformiert, wenn ihr dritter Coefficient 
y durcb teilbar ist. Nun beweist man dureb elementare Rechnung, 
dass die durcb 

C’ 5) ^ s') 

definierte Gruppe der Stufe innerbalb der r( 5 ) eine ausge^eichnete 
Untergruppe des Index g ist^ die wir r 2 ( 2 ) nennen*). Dieserbalb wird 
sieb r( 2 ) beziiglicb r 2 (^) auf eine endlicbe Gruppe Qg der Ordnung g 
reducieren^ die infolge der Primzableigenscbaft von g nur eine cyclisclie 
Gruppe sein kann. Die transformierte Function = 0 {gel) genligt 
demgemass einer Gleicbung Grades: 

(2) 0 ^ + -j- . . . Mq{0y J) = 0, 

deren Coefficienten rationale Functionen von 0 und J sind^ wabrend 
ibre Monodromiegruppe mit der cycliscben Gruppe Gg boloedriscb 
isomorpb ist. Aus letzterem Umstande ergiebt sicb nacb den Priu- 
cipien der Galois^scben Gleicbungstbeorie das Resultatj dass 0 ' mit 
Ilillfe einer Wur 0 el in 0 und J dargestelU werden Itann, 

In den niedersten Fallen g = 2, 3, 5, . . wo die Reebnung mit 
Hiilfe der aus Bd. I bekannten Modulfunctionen leiebt auf directem 
Wege durcbfubrbar ist, finden wir dieses Resultat bestatigt. 

Es ist >1(2 o 3) eine Function yierter Stufe, die gegeniiber S invariant 
ist und sicb desbalb rational in darstellen lasst. Aber das 

Teilungspolygon vierter Stufe bat nur drei Spitzen oj = ioo, 0, 
und in diesen nimmt 2(2co) die Werte bez. 00 , 0, 1, dagegen die 
Werte 00 bez. 1, 0 an. Da liberdies in der ersten Spitze 2(20))^ wie 
g^{(Q) mit proportional werden, so gewinnen wir obne weitere 
Reebnung als Beziebung zwiseben den beiden in Rede stebenden 
Grbssen : 

Man verwerte bier etwa die in I p. 412 n. f. durcbgefuhrte tJberlegnng. 

Yergl. den vierten Teil der Fignr 82 in I p. 355. 
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(3) A(2c 3) = 1 — fi^(c}), 1 — X{2a>) == 


Gelien wir von hier aus nnter Benutzung der Formeln (3) in I p. 665 
zu den Bezeichnungen h, h' uber, so folgt: 


¥{2a) 


1 


-k'\2m) = 


— I 

^*{a) 


Wenn man endlich jetzt noch ^ auf Grund der Formeln I p. 675 
durcb die Moduln It, h' ersetzt, sowie die vierte bez. zweifce Wurzel 
ziebt, so entspringen die bekannten Formeln: 


( 4 ) 


yk{2ca) = 


, k 

i + r’ 


7/ (2m) 


_ 21/F 
1+fc'’ 


in welcben man rechter Hand m als Argument von k, ¥ zu denken 
hat =''•*). Hier druckt sich ¥(2o3) thatsachlich rational in 7e\(o) und 

7c'((a) = ]/l — ¥(a}) aus, womit unser allgemeiner Satz im Falle q = 2 
seine Bestatigung gefunden hat. 

Pur 2 = 3 knupfen wir am zweckmassigsten an 1(1-), welche 

Grosse zu der durch /3 == 0 , (mod. 9) definierten Congruenzgruppe 
neunter Stufe gehort. Da sich dieselbe aber bei Ausiibuug von 8^ ' 
nur urn eine multiplicative dritte Einheitswurzel andert, so gehort 

4>irch ^ = 0, (mod. 3) definierten der dritten Stufe, 
deren Polygon man leicht aus Pig. 81 in I p. 354 ausschneidet. Nun 
wird 1^(1-) in der Spitze to = ioo dieses Polygons nur einfach unend- 

lich. Wir schliessen daraus, dass (-^) als Hauptmodul zum dritten 

Transformationspolygon gehort, wenn wir an der im vorigen Kapitel 
(p. 40 u. f.) zu Grunde gelegten Pixierung desselben festhalten. Andrer- 
seits gehort auch |^((o) als Hauptmodul zum letzteren Polygon, und 
da ergiebt sich aus dem Verhalten der beiderlei Moduln in den Spitzeu 
ohne weitere Eechnung die Relation: 



1 = 


c 

I^CO) - 1 ■ 


Die Constante e bestimmt man durch die Substitution co = — ^ two- 

bei fur die recbte Seite das bekannte Verhalten von |(g 3 ) in Betracht 
kommt) iind nacliherige Annaherung bei m — ioo. Man findet c === 1 
nnd damit fiir |(3(o) die Darstellung: 


Diese Eelation wurde bereits in I p. 673 benutzt. 

Of. Jacobi, Fundamenta nova etc., Gesammelte Werke Bd. I p. 149. 
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1 (3 03) + 2 
|(3co) — 1 


VFico) - 1 


die imsern obigen Satz fur ^ = 3 bestatigt. 

Mit Hiilfe einer bis ins einzelne analogen Uberlegung finden wir 
fui' q — 5 die der Formel (5) entsprecbende Relation: 


( 6 ) 


^ S^)t(6co) + (s ^ _ 

~~{6 £^) J(5co) +(£^“- £®) 



+ 125 . 


Recliter Hand sind liier als Argamente der unter dem Wurzelzeichen 
stehenden Formen zu denken; der Radicand druckt sick 

ubrigens mit Hulfe der Formeln in I p. 640 leiclit durch g((a) aus. 


§ 11. Beredm-ung von o bei gegebenem Modul dureb 
Transformationsketten. 

Die Formeln des vorigen Paragraph en geben ims die Mittel zu 
einer eigenartigen naherungsweisen Auflosung der fundamentalen Anf- 
gabe, bei gegebenem Werte einer Modulfunction z, B. A(c 5 ) oder |(g)) 
den Wert des zugehorigen Argumentes m zu bestimmen. Es geschieht 
dies durcli unendlich oft wiederholte Anwendung einer und derselben 
Transformation, und zwar einer solchen der zweiten Ordnung, wofern 
wir mit ;1 (g 3) als gegebener Grosse arbeiten wollen, 

Um dies des naheren auszufuhren, schreibe man zur Abkurzung: 

(1) ylv(o) = X(2^co) 


und entnehme aus den Formeln des vorigen Paragraph en die 
Relationen: 


(2) I — 2 

l^'^l = 1 + ■ 


1) — — ij), 


4]/l 


von denen die eine die Inversion der anderen darstellt. Damit diese 
Formeln fiir numerische Rechnung brauchbar oder iiberhaupt nur 
richtig sind^ miissen die in ihnen enthaltenen Wurzeln eindeutig fixiert 
gedacht werden. In diesem Sinne wollen wir erstlich die Wurzel 
]/ Ay (Ip — 1) dadurch zu einer wohldefinierten Modulfunction machen, 
dass wir sie auf der imaginaren ca-Axe als reell und positiv denken, 
wahrend andrerseits ]/l — fur (u = 0 gleich 1 sein soil. Nur unter 
diesen Voraussetzungen sind die Formeln (2) correct, wovon man sich 
durch Veranschaulichung der Werteverteilung des X auf dem Polygon 
der Hauptcongruenzgruppe zweiter Stufe zu uberzeugen hat. Fiir 
ziemlich grosse Xy konnen wir demgemass yXy(Xy — 1) aus 
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(3) (;iv — 1) = — i H 

bereeliiien imd ebeiiso fiir binreiclieiid Heine Xv die Wurzel (1 — A,;)"” 
aus 

(4) yjAff = 1 + ■H*' + “I ■ 

Nunmehr denke man den Zablwert von Aq = X(g)) gegeben, jedocli 
YOU 0; 1, oo verscliieden , da wir fiir letztere FHle die zugeliorigen co 
als reelle rationale Briiche sofort cbarakterisieren kbnnen. Irgend eiii 
zu Xq gehoriger Wert m wird also im Innern der Halbebene liegen, 
und demnacb wird sich coy = 2’'co mit wacbsendem v schneller imd 
sclineller von der reellen co-Axe entfernen. Urn aber die erste Recursions- 
formel (2) zur Verwendung zu bringen, wollen wir unter m insbesondere 
dasjenige zu Aq geborende Argument versteben, welches iniierbalb 
unseres friiher eingegrenzten Polygons Fq zweiter Stufe gelegen ist 
(cf. Fig. 68; I p. 279); wobei betrefiPs der Randpunkte an der damals 
gegebenen Vorscbrift festzubalten ist. 

Bei der Berechnung von A^ aus Xq vermoge obiger Formel (2) 
miissen wir nun einen ausgiebigen Gebraucb von den bezilglichen 
Figuren des Bd. I machen; um namlicb das Vorzeicben der ^Wurzel 
]/Ao(Ao — 1) richtig zu treffen. Durcb die Beziehung der A-Ebene auf 
das Polygon wolle man sicb die Lage des Punktes m(Ao) im 

annabernd veranschaulichen. Liegt der reelle Teil von co zwiscben 
+ \ und — \ , so ist der reelle Teil von (2 A — 1) negatiV; der von 
1/A(A— 1) aber positiv. Die erste dieser beiden Bebauptungen be- 
statigt man leicht durcb JVergleich der beiden Figuren 75a und 76 in 
I p. 294; zum Beweise der letzteren beacbte mail; dass A (A — 1) auf 
dem ganzen Rande des in I p. 289 gezeichneten Polygons F^ reell 
und negativ ist. Man setzt diese elementare Betrachtung leicht fort 
und wolle iiberdies bemerkeii; dass jede einzelne der Zahlen coj^, 
falls es notig sein solltC; durcb einmalige oder wiederbolte Ausubung 
von nacb Fq zurixckverlegt werden kann. Da aber bei weder 
A noch ]/A(A — i) eine Anderung erfahrt, so leitet man obne Miihe 
die folgende bei der recurrenten Berechnung der X^^ A^, ... aus A^^ 
allgemein giiltige Eegel ab: JDie Zalil ')/Av(Av — 1) ist stets so m 
wdhlen, dass das Vorgeiclien ihres reellen Teiles dem des reellen Teiles 
von (2Xp — 1) entgegengeseM ist. Ist aber 'YXyiXv — 1) 'y'ein imagindr, 
so gilt entweder das Gleiche von (2Xv — 1), wo dann beide Zahlen ent- 

Vergl. die zugeliSrigen Zeichnangen in I p. 294= a. f. 
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gegengeseMes Zeichen Jidben sollen; oder es isf ( 2 Xv — 1) reell und ahsolut 
Ideiner als 1, und in diesem Falle ist yXp(Zr — 1) als positiv imagindre 
Zalil m fixieren, 

Liegt cov = im Polygon Fq, so ist Xp = X^cor) = 1(0^),* 

der Punkt cop wird aber mit wachsendem v mebr und melir in die 
Spitze 03 == ioo von Fq hineingetrieben. Nun aber ist sebr wiclitig, 
dass sich von coi aus infolge der nicbt naber bestimmten Zabl % das 
nrspriingliche co nocb nicbt vollstandig berecbnen lasst, sondern nur 
erst dessen imaginarer Bestandteil, der offenbar gleicb dem durcb 2^' 
dividierten imaginaren Bestandteil von coi ist. Inzwiscben liegt es 
ilberbaupt scbon im Princip der bisber eingescblagenen Uberlegung 
begriindet, dass wir durcb dieselbe vorab nicbt mebr als den imagi- 
naren Bestandteil von co bestimmen konnen. 

Man moge namlicb die Recursionsrecbnung vermoge (2) bis zu 
einem solcben Xp bez. cOp getrieben haben, dass man in erster An- 
naherimg die fiir co == i 00 gultige Formel 


(5) 




1 — 
— 6 
16 


in Anwendung bringen kann. Hier lose man nan nacb ojp auf und 
gehe dann sogleich zum urspriinglicben co zuriick; es folgt 


log (- 


= m -f- C; 


unter c eine reelle Zabl verstanden, die bier in der That infolge des 
links auftretenden Logaritbmus unbestimmt bleibt. Versteben wir 
also unter \^\ in ublicber Weise den absoluten Betrag der Zabl 0, so 
kommt endlicb: 

(6) to = Cl + , (lim V == +00), 


wo Cl eine nicbt naber bestimmbare reelle Constante ist und der 
Logaritbmus reell genommen werden mag. Unsere Kette von Trans- 
formationen swelter Ordnung gieht uns also nicM bereits w selbst, sondern 
nur erst die 0ur Operation S gehorende Balincurve^\ auf ^uelcJier der 
Punkt m gelegen ist 

Um CO vollstandig zu gewinnen, mussen wir aucb nocb die zweite 
Recursionsformel (2) verwerten und vermoge derselben von Xq aus 
die Reihe der Werte A_i, A_2, ... berechnen. Die tjberlegung ge- 
staltet sich hier im einzelnen ganz ahnlich wie vorhin: Man wolle 


*) Cf. I p. 163 XI. f. 

Klein. -IPrickG, Modulfunctionen. II. 


8 
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2 . B. bemerken, dass der einzelne der Punkte m_i, o-a, • • • entweder 
selbst schon im F^• gelegen ist oder dock durcli einmalige oder wieder- 
bolte Anwenduiig eiiier Operation TS—^T nacb 2 iiruekverlegfc werden 
kann (yergl. Pig. 68 I p. 279 oder aueb Fig. 82 I p. 355). Diese 
letztere Operation andert weder A nock ]/l — 1, und wir stellen filr 
die Recursionsrecknung mit der zweiten Formel (2) leickt die Regel 
auf; Das Vorzeicken von l/l — ist stets so zu waklen, d ass der 
reelle Festandtdl von ]/l — X positw ist; rein imaginar kann ]/l — A, 
fur V <0 nie werden; sollte aber rein imaginar sein, so wahle 

man diese Grosse als solcke positiv. 

Fiir negative Indices v konnen wir, wie sckon bemerkt, jeder 
Grosse Ov ein m,! durck 

( 7 ) T(w;) = 

an die Seite stellen, so dass T(m;) im Fq liegt. Man siekt, dass 
solckerweise mit wacksendem v mekr und mehr in die Spitze 
g, __ 0 des Polygons Fg kiueingetrieben wird; kier aber konnen wir 
von cop aus bei unbekanntera jc nickt direct auf co zuriickschliessen, 
sonderu vielmekr nur erst auf die zu TST gehbrende Bakncurve, 
auf welcher co gelegen ist. 

Far die Umgebung der Spitze co = 0 nnseres Polygons F^ gilt 
nun in erster Annaherung: 

liao) = — 16e“”, 

woraus sick uach kur-zer Zwisckenrecknung fur das gesuckte zu A,, 
gekorende to die neue Darstellung gewinnen lasst: 

(8) -=Co, + ' , Oim V = + 00 ). 

Um tibereinstimmung mit Formel (6) zu erzielen, haben wir bier den 
Index V wieder als positive kinreickend gross gewaklte Zakl gedacht. 
Den Logaritkmus in (8) wolle man reell waklen; er wird alsdann 
negativ ausfallen (da A_, mit wacksendem v sick der Null nakert), 
und dies muss ja auch der Fall sein, damit der in (8) gegebene Wert 
co der positiven Halbebene angekort. Endlich ist eine reelle Con- 
stante, die unbestimmt bleibt; (8) liefert uns also, wie sckon bemerkt, 
nur erst die zu TST gekorende Bakncurve durck den gesuckten 
Punkt. 

Um endlick zu co selbst zu gelangen, wird man die Gleickungen 
(6) und (8) mit einander multiplicieren, um alsdann durck Treunung 
des Reellen vom Imaginaren zwei Gleickungen filr und zu er- 
kalten. Wenn wir im Verlauf der Recknung zur Abkurzung 
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(9) 


A. 


log | 161 J • log 


schreiben, so kommt fiir den gesuchten Wert a die Darstellung: 


( 10 ) 


03 = “-j— 




log 


— 


2^7rAr 


log 16 


(lim V = -j- oo). 


Es ersclieint hiernacli denfebar, die Gleicimng k{co) — nach m durcli 
eine doppelte Kefte von unendlicJi vielen guadratisclien Gleichungen ver- 
miUelst Logarithmen auf midsen, Welcher von den beiden Werten (10) 
iibrigens der ricbtige ist, wird man aus der gegebenen Zalil Xq mit 
Hinblick auf die Werteverteilung von A(g 3) im Polygon leiclit ent- 
scbeiden^). 

Wenden wir auf X{(d) die dritte Transformation zweiter Ordnung 
05' = - ^ wiederholt an, so erbalten wir Werte des X fiir eine Kette 

von Punkten g 3, 03^, cug, ... des Polygons F^^, die mebr und mehr in 
die dritte, bei 03 = 1 gelegene Spitze von Fq bineingetrieben werden. 
Die betreffenden Werte X werden dabei gegen 1 convergieren, und 
es hat dies zur Polge, dass wir etwas Convergentes erhalten, wenn 
wir alle diese A- Werte mit einander multiplicieren. In der That zeigt 
sich, dass das solcherweise zu gewinnende Product, mit einer geeig- 
neten Potenz von cog multipliciert, eine hochst einfache Modulform 

liefert. Statt tibrigens A (03) durch 03'= - - zu transformieren, kann 

man auch ^ £ d. i. 7c '^(03) durch co =2 co transformieren und hat als- 

dann unter Gebrauch der Abkiirzung IcJ = F ( 2 '^ co) zufolge der Pormel 
(4) des vorigen Paragraphen die Eecursionsformel zu verwenden: 


( 11 ) 




1 + 


Die Bildung des unendlichen Productes . . . und die Aus- 

wertung desselben fiihren uns direct auf die bier in Betracht kommen- 
den Entwicklungen Jacoii’s im Artikel 38 der Fundamenta nova, auf 


*) Die Entwicklung des Textes in ihrer allgemeinen Form, welcKe den gleicb- 
zeitigen Gebranch beider Pormeln (2) als erforderlich erscbeinen Hess nnd die bei 
beliebigem complexen giiltige Formel (10) ergab, ist erst in letzter Zeit vom 
Herausgeber geleistet. 

**) Dass mit wachsendem v die aus (11) zu berechnenden JsJ gegen 1 con- 
vergieren, folgt ganz unabhangig von der vorliegenden Bedeutung des Jo' aus 
der Gauss' schen Tbeorie des aritJimetiscli-geometrischen Mittels (cf. Gauss’ Werke, 
Bd. 3 p, 352 u. f.) 
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welclie wir tins liier der Eiirze lialber beziehen diirfen'^). Jacobies 
Formeln, in die nenere Bezeichnungsweise umgesetzt^ liefern die 
Relationen: 


( 12 ) 


7C 

7t 


{VKVk’Vh'....], 

f 2 2 I 

^|/a \i + 1 + 1 + K' J 


Die Formeln (11) iind (12) ergeben eine selir merkwiirdige Darstellung 
des Argumentes cog bei gegebenen Werten von X und A*^’). 


Es nnterliegt keinera Zweifel, dass Entwicklungen , wie wir sie 
bier fiir die zweite Stufe durchgefiibrt baben, sicli aucb an die Stufen 
3, 4, ... kniipfen lassen, wo dann die Formeln (5) etc. des voran- 
gebenden Paragraj^ben in Kraft treten. Inzwiscben wurden uns solclie 
Entwicklungen zu weit abftibren nnd dock qualitativ nicbts Neues 
darbieteu. 


■^) Vergl. Jacobi’s Werke, Bd. I p. 149 n. f. 

**) Das genane Analogon der Jacobi’scbeii Productbildung wurde fiir die 
beiden zuerst betracbteten Eeiirasentanten der Transformation zweiter Ordnung 
darin bestelien, dass wir im Anschluss an die zweite Pormel (2) p. Ill die wn- 
endliclie JReihe: 

^0 1 H ” ^_2 + * • • 

herstellten, von der ersten Formol (2) p. Ill aus aber die Reihe: 

“b ^2 ^ 

,^ Jedoch miisseu wir bier von einer eingehenden Dntersuchung dieser Reihen ab- 
sehen. 



. Viertes Kapitel. 

Von der Aufstellung der Modulargleiclinngen lioherer Stafe nnter 
besonderer Berucksiclitigung yon m = 5 und 16. 

Unter den Transfoi'inationsgleicliungeii liolierer Stufe, fur deren 
Existenz imd Beschaffenlieit im vorigeii Kapitel die allgemeinen Grund- 
lagen entwickelt warden, zeiclineten sicli durch ihre eleganteu Eigen- 
schaften die Modidargleicliungen lioherer Stufe aus; solche wollen wir 
im gegenwartigen Kapitel wirklich hilden. Modulargleichungen gab 
es, wie wir fanden, nur filr Hauptmoduln; aber es scheint im Gebiete 
der Congruenzgruppen nur eine beschrankte Anzahl soldier Moduln zu 
geben, so dass auch die Zahl versdiiedenartiger Modulargleichungen 
eine begrenzte sein wiirde^). Unsere Betrachtung bleibt naturlich auf 
die von I her bekannten Hauptmoduln beschrankt, und zwar sollen 
in erster Linie die Galois’schen Hauptmoduln, sodann aber die bei der 
achten und sechzehnten Stufe auftretenden Wurzeln aus I etc. zur Gel- 
tung kommen. Hur diese letzteren Gleichungen sind der iiberlieferten 
Theorie bekannt^*), und sie gehoren gewiss auch zu den einfachsten 
llberhaupt existierenden Modulargleichungen. Dagegen gewannen wir 
erst vermoge unserer gruppentheoretischen Principien die naturgemasse 
Begriffsumgrenzung der Modulargleichungen, und dass hier die Modular- 
gleichungen der Galois'schen Hauptmoduln eben, weil sie zu ausge- 
zeichneten Untergruppen gehoren, die erste und wichtigste Stelle ein- 
nehmen niussen, wird man leicht ermessen. 

Wir nennen gleich die beiden Hiilfsmittel, durch welche die Auf- 
stellung der Modulargleichungen in den beiden fur uns in Betracht 
kommenden Fallen von vornherein vereinfacht werden kann. Tor alien 
Diiigen werden wir gewisse invariantentheoretische Operationsweisen ver- 


Vgl. die fur Primzahlstufen vollstandige Aufzahlung der Hauptmoduln in 
Hrn. Gierster’s Arbeit: liber Congruenzgruppen von Trimzahlstufe , Math. Ann. 
Bd. 22 (1883). 

Man vgl. die gescMchtlichen Eeferate in dem p. 2 genannten Werke 
von Enneper-Muller. 
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weudeD; die ims der Art naeli aus den Voiiesungen iiber das Ikosaeder 
bekannt siiid^ nnd deren Eingreifen in die bier vorliegende Frage- 
stelluiig sicli leiclit aus deu Entwicklungen des vorigen Kapitels ergiebt. 
Hieriiber bin aus werden wir einen wenn aucb beschriinkten Gebraucb 
von der Vermeigung der Modulargleicbung zu macben baben. Ins- 
besondere fur niedere Transformatiousgrade kann man mit Hulfe dieser 
Mittel die Gestalt der Moduiargleichimg so weit uingrenzen^ dass nur 
nocb weiiige Zalilencoefficienten durcli Einsetzung der nacb Potenzen 
von T fortsclireitenden Reibenentwicklungen unserer Moduln zu be- 
recbiien bleibeii, 

Bei alien diesen Darlegungen bandelt es sicb um jene Grimd- 
gedauken^ welclie Hr. Klein zumal in seiner wiederholt genannten Ar- 
beit vom Herbst 1879 entwickelt bat {Ziir Theorie der eUi;^tischen Modul- 
functionen, Sitzungsber. d. Munchener Akademie vom Dec. 1879, Math. 
Ann. Bd. 17). Die Ausfiihrungen in ihrer bier vorliegenden Form 
siud, soweit nicht andere Oitate angemerkt werden, erst vom Heraus- 
geber gegeben worden, so insbesondere die unten folgenden Entwick- 
lungen zur Theorie der Jacobi-Sobncke^scben Modulargleicbungen. 


§ 1. Existenz iind Anzahl der Modnlargleioliungen fiir die zu 
betraclitenden Hauptmoduln. 


Fiir die Galois^scben Hauptmoduln §(co); und g(co) 

Oder, anders ausgesprochen, fur Doppelverbaltnis, Tetraeder-, Oktaeder- 
imd Ikosaederirrationalitat ergeben sicb aus den Entwicklungen des 
§ 8 Kap. 3 (p. 102 u. f.) unmittelbar folgende Kesultate: 

Die ewelne der genannten vier Modidfunctionen hesiUt fiir jeden 
gegen ihre Stufe m relaUv primen Transformationsgrad n im ganmi 
versclhiedene Modtdargleichungen, die alle aus einer imter ihnen da- 
durch Jiervorgehen, dass toir lei ungedndertem ursprilnglichen Modul auf 
den transformierten der Beihe nacli die woMbeJcannten linear en /1-, 
he 0 . ... Stilstitutionen der endlichen ausilben. 

Eine erste unter diesen Obrigens durchaus coordinierten Gleichtmgen 
ist 0. B. diejenige, welche den hetreffenden Sauptmoduf gelildet fur die 


Argmnente 

( 1 ) 


B{co) = 


0u Wurseln hat, die Be^eichmmgen von (1) in der Bedeutung von (7) 
p. 108 gehraucM, so dass wir in (1) ein 0 um Schema gehorendes 

Beprdsentantensystem Stufe lidben. 
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Bei der seclizelinten Stufe gebrauclieii wir an Stelle der |/X etc. 
sogleich die in I p. 665 erklarten Bezeichnungen (p, ijjj Die zu 
diesen Modulfunctionen gehorenden Gruppen r 4 g waren jeweils in einer 
gewissen zur zweiten Stufe gehorenden fg ausgezeichnet enthalten^), 
und die einzelne dieser fg reducierte sich beztiglich ihrer auf eine 
Diedergruppe der betreffende Hauptmodul cp, ^ oder % erfuhr bei 
dieser G^^ die Diedersubstitutionen in der wohlbekannten Gestalt. Wir 
schliessen sofort: 

Der Hauptmodul cp (ehenso wie auch ijj und %) iesiUt fiir jeden 
tmgeraden Transformationsgrad n sechselm unterscliiedene Modularglei- 
cJiungen, weJche alle aus einer unter ihnen dadurch entstelien, dass tvir 
bei tmverdndertem ursprilngliclien Modul auf den transformierten die 
sech^ehn Diedersubstitutionen der G^^ ausiiben. In der That werden ja 
die Gruppen wie man sich liberzeugen wolle, alle drei durch 

W(m) = nay in sich trausformiert. 

Unter den sechzehn Modulargleichungen ist eine diejenige^ welche 
zu Wurzeln die betreffehde Modulfunction^ gebildet fur die Argumente 

(2) (mod. 16), 

hat. Indessen wolle man bemerken, dass die drei gleichberechtigten 
r 4 g eine ausgezeichnete fgg^ gemeinsam haben^ die sich modulo 16 
auf die G^ 

/I, 0\ /5, 8 \ /9, 0\ ^3, 8\ 

\0, l.^ \8, 13/^ \0, 9/^ \8, 5/ 

rediiciert. Wir diirfen also, unabhangig davon, welche you den drei 
Functionen g?, % gerade betrachtet wird, den in (2) gegebenen It eine 

beliebige Operation der vorsetzen und wahlen hierzu die besondere 



welche sich mit V zu der Modulsubstitution vereint: 

. + 4-i(|-) , 

,(4-4(|)) + l + «2(l-(l)) 

Das in Bede stehende Beprdsentantensystem nimmt daraitfhin die Ge- 
stalt an: 


*) Vgl. hier iiberall die Angaben von I p. 665 u. f. 
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Aft) + 16JB + 4D ( 1 — (An 

( 3 ) JR{ai) = ; ^ 

4 A (l - ( + i> + 32 (2 JS + D) (l - (J)) 

wobei fur A, D die behannten Bedingungen lesteheriy dass AD = n^ 
0^B<I) ist, %md dass A, B,B einen gemeinsame7% Factor niclit 
aufweisen. 

Von hier aus werden wir nns die 48 Reprasentantensysteme fiir 
den einzelnen unserer drei Hauptmoduln dadurch herstellen, dass wir 
48 beziiglicli der zugeliorigen r 4 g inilquivalente Modulsubstitutionen 
auf (3) ausiiben. Seclizelm nnter diesen 48 Systemen (dnrcli die 
betreffende fg bestimmt) correspondieren den seclizebn Modular- 
gleichungen ; den tibrigen 2 • 16 . Reprasentantensystemen entsprechen 
ersiclitlicli zwei Systeme von je 16 Gleicliungen, welche mit den 
Modulargleicliungen an Grad unci Gestalt in voller Ubereinstimmung 
sind, nur dass (sofern es sich etwa iim 9 handelt) das transformierte 
9 durcli diese Gleichungen niclit an das urspriingliclie 9 ^ sondern 
statt dessen an das urspriingliclie ^ bez. % gebunden erscbeint. Wollen 
wir aucli fiir diese Reprasentantensysteme die Relationen zwisclien ur- 
spriiiiglichem und transformiertem 9 liaben^ so werden wir eben nicht 
melir mit Gleichungen des Grades zu than liaben; vielmehr 

werden nacli den Regeln des vorigen Kapitels liier im ganzen vier 
irreducibele Relationen des Grades 8ij{n) eintreten, — 

Modulargleicliungen fiir yj, lassen sich aus den 16 Modularglei- 
cliungen von ]/yl ohne weiteres dadurch herstellen, dass man dieselben 
in gewisser Reihe zu Paaren mit einander multipliciert. Falirt man 
in gleiclier Weise fort, so gewinnt man Modulargleichungen fiir Yl 
und kami endlich dadurch, dass man die 3-16 (p^ 'll} j ^-Modular- 
gieichungen in richtiger Folge zu je acht multipliciert, die sechs 
/I -Modulargleichungen aus ihnen herstellen. Andrerseits konnte man 
versuchen, in einer einzelnen 9 -Modulargleichung etwa cp = x^^ qf = y^ 
zu setzen, und die entspriiigende Relation Grades zwischen x 

und y auf ihre Reducibilitat untersuchen. Ist unsere obige Angabe 
iiber die Nichtcongruenzmoduln (p. 98) begriindet, so darf eine Re- 
duction in zwei Relationen des Grades 'ip(n) hier nicht mehr eintreten. 
Wir werden das weiter unten an einem einzelnen Beispiele wirklich 
durchfuhren. 

Wenn man sich die Rechnungen vergegenwartigt, welche die 
Modulargleichungen von Yx in die fur Y^ iiberfuhren, so ist evident, 
dass erstere Gleichungen einfachere Gestalt darbieten werden als letztere. 
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Aucli bei den Wurzeln aus A warden die Transformationsgleichangen 
iim so einfaclier, je holier die Stafe der betreffenden Warzel war. 
Von diesem Gesichtspunkt geleitet wire! man es zweekmassig findeU;, 
aacli nocb den Hauptmodnl — 1) zur Biidung von Modular- 

gleichnngen beranziizieben'^*); denn die Stufe desselben war m = 48^ 
and wir werden demgemass nur den Transformationsgrad auf ungerade 
durcb 3 nicht teilbare Zahlen n einzascliranken haben^ sofern wir an 
den Voraussetzungen des vorigen Kapitels festbalten wollen. That- 
sachlicb sind aucb diese Modulargleichungen verscbiedentlicb betraclitet 
worden (woriiber wir nocb weiter unten die Nachweise geben); ent- 
wickeln wir also bier nocb kurz, welcbe Grundlage das vorige Kapitel 
filr die Modnlargleicbnngen von — 1) ergiebtl 

Der Hauptmodnl — 1) andert sicli bei einer beliebigen, nur 

der Bedingung y = 0 (mod. 2) geniigenden Modulsubstitution nacb 
unsereu frulieren Untersucliungen um den Factor: 

^ V 3 «(2/S+ y)-f 4- 4- y c^) 

and geliort sonach zu einer der Stufe 48, welcbe sicli vollstandig 
durcb die drei Congruenzen ebarakterisieren lasst: 

(5) y = 0, (md.2), «/3 + yd = 0, (md. 3), ^ | = 0, (md. 8). 

In der durcb die erste dieser Bedingungen definierten fg der Stufe 2 
ist r 72 ausgezeicbnet entbalten, und fg reduciert sicli bez, auf eine 
cycUsclie deren Erzeugende wir S: 

^ 

(6) yx (l—iy = e ^ yx{x — 1) 

anselien koniien. Da fur jeden gegen 2 und 3 primen Transformations- 
grad n = (mod. 24) ist, so beweist man aufs leicliteste an den 
Congruenzen (5), dass durcb W{p) == modulo 48 betraclitet, 
in sich transformiert wird. Es ergeben sicb also unmittelbar die 
S*atze: Fur unseren in Bede stehenden Hauptmodnl existieren lei jedem 
gegen 6 relativ primen Transformationsgrad n im gan^en 24 verschiedme 
Modulargleichungen; dieselben entstehen alle aus einer unter ilinen^ indem 
man defi% transformierten Modul (lei unverdndertem urspriinglichen) der 
aus (6) m er^eugenden cyclischen unterwirft — 

Die mit der gleicbberecbtigten Untergruppen, sowie sonstige 
Hauptmoduln zieben wir niebt mebr besonders in Betracbt. 


*) Vergl. hier und weiterbin I p. 674. 
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§ 2. Von der Vertanselibarkeit der Argumente in den linken 
Seiten der Modulargleichungen. 

Die linke Seite einer Modulargleiclaung erster Stufe f{J\ J) = 0 
war eine symmetrisclie Function Hirer beiden Argumente J' und <7; 
wir mitersuclien nunmehr, welchen Verb altnis sen wir in dieser Eichtung 
bei den Modulargleielmngen lioherer Stufe begeguen. Sei demnacli t 
ein Hauptmodul Stufe, fur welchen bei Transformation 

Ordnimg % Modulargleicliungen existieren. Eine unter ihnen schreiben 
wir f(r\ t) = 0 und denken die linke Seite derselben als ganze 
Function sowohl von r, wie -r', gestaltet, welche beide Argumente 
alsdann in f bis auf den Grad ansteigen. Ausfiihrlicher ge- 

schrieben ist: 

und da diese Gleicliung in ca identisch bestelit, so ziehen wir aus der- 
selben sofort die weitere Gleicliung: 

( 2 ) 

Wir schreiben in (2) fiir den urspriingliclien Modul r((u) wieder kurz 
r, fiir den transformierten t', wodurch unsere Gleicliung in /‘(r, r') = 0 
iibergeht. Sie ist offenbar selbst wieder eine der k Modulargleicliungen 
und also folgern wir muhelos den Satz: Bei Vertausclmng der 
Argimiente r, t' werden die liriken Seiten imserer % Modulargleielmngen 
toils m Baaren vertauscM, teils vielleicht in sicli seTbst transformiert; 
von etwa zutretenden constanten Factoren selien wir dabei zunachst 
vollig ab. 

Des genaueren konnen wir den erhaltenen Satz folgendermassen 
durchbilden: Die Gleichungen (2) schreiben wir unter Aufuahme einer 
sogleich naher zu bestimmenden Modulsubstitution V: 

/■[<•), ,(K->F(i|^))] -0. 

Es soil aber V so gewahlt werden, dass ) und in 

dem namlichen unter den zu den n Modulargleichungen gehorenden 
Reprasentantensystemen enthalten sind; wir erreichen das stets und 
nnr dadurch, dass wir V aus der Oongruenz 

( 3 ) 

bestimmen. Des weiteren nehmen wir die Formel: 
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( 4 ) 




A t{ 0 ) + B 
’ fr{m) + A 

zu Hulfe und fuhren solcherweise die Gleichung (2) uber in 
(5) 




welch^ letzterer Gleichung t Also das Resultat: 

Wenn •wit in der nrsprilnglich vorgelegten Gleichung die Argumente der 
linlmi Seite x' und x mil einander vertauscJienj sodann aher auf x' nocli 
eine gewisse, in der migehorigen Gy, enthaltene lineare Substitution aus- 
uben, so Icommen wir but ursprilnglichen Gleichung Buriich, 

Die nahere Untersucliung wird sich bei dieser Sachlage vor allem 
auf die Substitution V beziehen, als deren Coefficienten wir aus (3) 
die folgenden berechnen: 


( 6 ) 


( a = (a^ + bc)n^^, 
\^ = (a + d)hn'~^ y 


d^(hc + d^)n-\ 
y = (a + d)c}r'^y 


I (mod. m). 


Man wird nun zweckmassig 


0) 


\Cy d) Kny'y d'J 


setzen und erhalt solcherweise aus alien k in Betracht kommenden 
Reprasentantensystemen je eine einzelne Transformation Ordnung, 

wenn man in (7) die Modulsubstitution ein zur von x(m) 

gehorendes Reprasentantensystem der durchlaufen lasst. Vermoge 

X 

(7) nehmen aber die Coefficienten (6) von V die Gestalt an: 

(a = na'^ + ^'y% d = . 

+ S'n-^), y = y'(na' + S'), ) ^ 


( 8 ) 


Der bemerkenswerteste Specialfall ist der, dass die so gewonnene Sub- 
stitution V der angehort: Stets und nury wenn dies der Fall ist, wird 
die Modular gleicMmg, welche Bum hetreffenden Beprdsentanten (7) gehbrt, lei 
Vertauschung von t' und x in sich selbst ubergehen, 

Wir erlautern diese Satze jetzt dadurch, dass wir erstlich den 
Fall der Modulargleichungen funfter Stufe m = 5 besonders betrachten*, 
wir bezeichnen dabei die in (7) rechts zur Geltung kommende Operation 
der Gqq durch F' und miissen iibrigens die vierfache Pallunterscheidung 
n=ly2y 3, 4, (mod. 5) treffen: 

Ist erstlich n = ly so folgt: 

7 - 1 = (mod. 5), 


( 9 ) 
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woraus oline weiteres der Safcz entspringt: Nur wenn F' die Identitdt 
Oder eine der 15 in der enthaltenen Operationen der Feriode 0 ivei 
ist, wird V der Hauptcangrtien 0 gruppe angehoren; fur n=l {mod, 5) 
tverdcn sonaeh unter alien seclmg Modulargleiclmngen mcr secJmJm bei 
VertauscMmg der Argumente in sich seTbst ilbergehen. 

Im Palle — 1 folgt: 

(10) F-^ = rA TA, (mod. 5), 


wobei wir unter A in gewolinter Weise die Spiegelung an der ima- 
ginaren co-Axe verstelien. Soli = l sein, so muss V'A eine Operation 
der Periode zwei in der erweiterten Gq^ sein; in dieser Gruppe aber 
gab es seclizebn Spiegelungen (fiinfzelin mit reellem Symmetriekreise 
und eine oline einen solcben) : Auch filr n = — 1 giebt es somit 
secli^elm ModidargleicJmngen, welehe bei VertauscJmng der Argumente in 
sich ilbergehen. Die zugehorigen secbzelin Reprasentantensysteme sincl 
natiirlicli keineswegs durcligehends wieder jene^ welehe bei ^ 2 , = -f- 1 die 
Modulargleichungen mit^ vertauschungsfahigen Argumenten lieferten; 


jedoch wolle man bemerken^ dass das zum Schema 



geliorende 


System^ dem F' == 1 zukommt, in beiden Fallen F“"^ = 1 liefert. 

Um bei 5 ^ = + 2 diejenigeu F' zu finden^ welehe F= 1 liefern, 
mtlssen wir alle Losnngen von 

+ + 1 , 

(+ 2a' + d')^' ^ (+ 2a' + d')/ = 0, 
ad' - i3'y' = l 


aufstellen. Die Auzahl ist in beiden Fallen zehii; und also giebt es 
fur n ~ 2, wie fiir n = — 2 unter den seclmg Modulargleichungen 

insgesamt 0ehn mit vertauschungsfahigen Argumenten. Setzen wir 


F' == 1, so wird F 
0 im Schema 


p, oy 
\o, sJ’ 


also der Satz: Bei = + 2 geht die 


tvenn man 


( 0 ^ ?) Modulargleichung in sich iiber^ t 

v' durch r, % aber dutch — -4 erscM. Nebenher wolle man no eh an- 


merken: Die 0u den Schemata 0 \2n 0/ Modular- 

gleichungen gehen in alien met Fallen bei Vertauschung der Argumente 
in sich ilber. 

Wir nehmen ferner m = 16, beriicksichtigen dabei aber nur die 


93-Modulargleichungen und bezeichnen die zum Schema 



geliorende 
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Gleicliung durch f((p\ 9?) = 0. Fiir dieses Schema folgt aus (8) 
0 \ 

Q ^—1/ (^ic)d. 16), und es ist nach I p. 670: 

— 1 

q){y-^{co)) = (— 1 ) 8 cp^co), 

welche Gleichnng jetzt im speciellen an Stelle der obigen Gleichtmg 
(4) tritt. Der hiermit gewonnene Satz aber heisst: Die Modular^ 
gleiehmg 9?) = 0 geM in sich uber^ wenn man (p an Stelle von 

(p'y und mgleich ( — 1) ^ tp' an Stelle von tp sekt*^ liier haben wir 
also Vertauschbarkeit zunachst nur fur n = 8h 1. Um auch in den 
Fallen n = 87^^ + 3 Schemata anzugeben, bei denen die zugehorige 
Modulargleichung /*'= 0 den nrspriinglichen und transformierten Modul 
vertauschungsfahig entbalt, specificieren wir (8) in folgender Weise: 


(11) 


n = 


n = 


:8;.+3, r,x«)-Q’% r.^C'‘t,'’’u+i) 

f8h+5, 8 \ 

V 8, 87^+13/ 


.8A + 5, F/(«): 


..(h A 

V4,17A 




(md. 16). 


Diese Substitutionen Vx lassen 9 p(co) unverandert, und also gehen die 
zugehorigen Modulargleichungen f' {(piVyUnm)), ^(c3)) = 0 bei Ver- 
tausehung der beiden Argumente in sich ilber. Bei der Wirkung der 


Vx auf 9? folgt ubrigens, dass 

die linke Seite der zum Schema 
ist: 


bez. 95) direct 

fn 0\ 

\0 1 ) Gleichung f(q)'j 90) 


(12) 


= f{<p', 9 ), 

n = 8h+8, 

(13) 

<p) 

9 ), 

n — 8% b. 


Einen dabei etwa noch auftretenden Factor denken wir mit in f 
hineingenommen. — 

Geht eine Modulargleichung bei Vertauschung der beiden Moduln 
in sich selbst tiber, so wird ihre linke Seite bei fiir unabhangig an- 
gesehenen Argumenten sich jedenfalls bis auf einen Factor reproducieren, 
wenn wir diese Argumente permutieren. Aber man folgert aus der 
Irreducibilitat der Gleichung gerade wie bei der ersten Stufe, dass die 
linke Seite der Modulargleichung fur diesen Fall direct eine symmetrische 
Function ihrer beiden Argumente sein muss, Fiir die 9P“Moclularglei- 
chungen f{tp^ 9?) =: 0 konnen wir bei unabhangig gedachten 9?', 9? im 
Falle H = 87i^ + 3 nur erst die Gleichung: 
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(14) f{% —(p') = c- <p), 


sowie weiter den Satz folgern: Die ganze Function f{(p'^j cp) der beiden 

Veraiiderlicben (p' und <p ist symmetriscli in ^~jJ-(p\ 90 bez. in i(p'y cp, 

■)/2 


je naebdem 5?. = 8/^ + 3 oder 87^ + 5 isi Um aber von bier aus 
c zu bestimmen, wolle man nocli die folgende Uberlegiing anstellen: 
Soli eine Wurzel (p'— (pilRisa)) unserer Modulargleichung iinendlicli 


werden, so muss J?(a)) = ^ werden mit a = = 1 (mod, 2); denn 

es muss in diesem Falle nacli I p. 665 (2) das Argument von g) in 
eine (mod. 2) mit co — 1 aquivalente Polygonspitze hineinwandern. 
JSfach der Gestalt des R (cf. (3) p. 120) folgt nmgekebrt 


(15) £0 = ^ = a' = y'~l (mod. 2), 


SO dass das zu (p' = oo gehorende (p gleiclifalls oo ist. Da man 
diese Uberlegung leicbt umkelirt, so folgt der aucb anderweit nntz- 
bringende Satz: Unter den heiden Qrbssen (p' and <p ist jede eine 
gan^e algelraische Function der andern. Die Gestalt von f{(p% (p) 
ist also: 

(16) f{cp', <p) = gjV + Cip'f' -j , 


wobei in den ausgelassenen Gliedern die Exponenten von q)' und (p 
durchgebends < sind. 

In Formel (16) bat nun c offenbar dieselbe Bedeutung wie in (14), 
da tlj(n) fiir n> 2 stets eine gerade Zahl ist. Der Wert von c aber 
entspringt sofort aus dem Umstande, dass f((p\ (p) symmetriscb in 

Llb - j y qj bez. i(p', (p ist; man bat offenbar 

y2 

(c = fiir n = 8h 3, 

^ ^ Ic = (— l)"^^^”^ fiir ^ = 87a + 5. 

Unter Eiickgang auf die Bedeutung von 'ip(n) ergiebt sicb hieraus 
scbliesslicb der in beiden Fallen n = 8)% + 3 giiltige Satz: In der 
Gleichung fQp^ — gp') = + /'(9D', 9) gilt nur in dem einen Falle einer 
Frmm]dpoten 0 n das untere ZeicTien; enthdlt aher n wenigstens zwei ver- 
scMedene Primfactoren] so gilt stets das olere Zeichen. 


§ 3. Grnndlegiing der invariantentlieoretiscben Metliode fiir 
die Aufstellung der Modulargleichungen. 

Sei ^((u) ein Hauptmodul, der fiir Transformation Ordnung 
im ganzen % Modulargleicbungen besitzt. Jede beliebig vorgescbriebene 
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unter denselben /’'(t', t) = 0 koimen wir, wie bekannt^ aus einer ersten 
f(x'^ xr) == 0 dadurcb berstellen, dass wir bei unverandertem r auf r' 
eine bestimmte, der Gleicbung f = 0 zugeordnete, lineare r'-Sub- 
stitntion der Gruppe Gy, ausiiben. Denken wir die linken Seiten der 
% Modulargleicbungen als ganze Functionen von t' und t gescbrieben, 
so haben wir in diesem Sinne auch bei unabbangig gedachteii z', t 
die Identitat: 

(1) fXr', %) = Const, ic'x' + dy- , t) ■ 


Aber bei der soeben erkannten Reciprocitat zwisclien ursprunglicbera 
und transformiertem Modul konnen wir z. B. von f'{z\ t) = 0 aus 
die iibrigen Gleicbungen ancb dadurcb berstellen, dass wir r' un- 
verandert lassen und auf r die Operationen der Gy ausiiben. Ins- 

besondere wird es eine bestimmte Substitution in der Gy geben^ 

welcbe auf t angewandt zu t) = 0 zuruckfiibrt; es wird in diesem 
Sinne die Gleicbung identiscb bestehen: 

(2) f(t', z) = Const. {CT + (v, • 


Durch Combination der Identitaten (1) und (2) folgt als neue 
Identitat 


(3) 


f{t', t ) = 0 ■ {c'z' + dy{cz + dy • 


f( 


a'x' + ar + & 

c z' + cx d 


). 


wobei C eine nocb nicbt naber bestimmte numerische Oonstante ist. 

Biese Identitat henutmi wir nun, um von ihr am eine invarianten- 
theoretische Methode mir Aufstellung der Modulargleicbungen m enfwicJceln. 
Wir werden die betreflfende Metbode am Scblusse des vorliegenden 
Paragrapben nocb ausfuhrlieber bezeicbnen; fiirs erste geben wir eine 
Reibe von Vorbemerkungen. Man beacbte vor allem, dass fiir die 
besondere Modulargleicbung f— 0 durcb (3) eine eindeutige Beziebung 
der endlicben Gruppe Gy auf sicb selbst begrundet ist, welcbe wir 
durcb die Nebeneinanderstellung der Substitutionen : 


(4) 


'a', 6'\ /a, 

.c', Vc, d) 


andeuten konnen. Diese Beziebung der Gy auf sicb ist uns sehr be- 
kannt; Scbreiben wir namlicb die in Rede stebende Modulargleicbung 
ausfiihrlicb f[t(B(co)), rCcu)] = 0, so konnen wir, da dieselbe in ca 
identiscb bestebt, aucb 

(5) r(F(cD))] = 0 
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sclireiben. Hier wahlen wir nun V aus der und denken diese 

jj 

Substitution llberdies beziiglicli reduciert, so dass derselben eine 
bestimmte r-Substitution der Gy, etwa die zweite Substitution (4) 
enispriclit. Mit f/n wird, wie man sofort siebt, aucli modulo m 

y. 

reduciert, durcli B in sicli transform iert, so dass aucli RVB~'^ der 
angehort und, beziiglicli f,, reduciert, auf eine weitere Operation 

y 

der fulirt. Ein Blick auf (5) zeigt, dass diese Operation keine 
audere als die erste Substitution (4) sein kaiin. Die hier mrliegende 
BeBieliung der Gy auf sicli selhst ist gerade die, wclclie wir sonst durcli 
Transformation vernioge R hewerlc-stelUgten. 

Solcbe zwei Substitutionen (4), wie wir sie nun zusamme'm 
geordnet fanden, werden wir wir jetzt als eine simultane Substitution 
der beiden Variabelen x bezeicliiien; die % simultanen Substitutionen 
bilden dann naturlieh, abstract genommen, wieder unsere Gruppe Gy. 
Wollen wir also Gleichung (3) vorlaufig daliin zum Ausdruck bringen, 
dass jede ModulargleicJiung eine Gruppe Gy von % unterschiedenen simul- 
tanen Substitutionen in sicli mldsst 

Aber zum vollen Wert gelangen dieser Satz und die Gleichung (3) 
erst dadurch^ dass wir hier wiederum die lidmogene Betrachtungsweise 
benutzen. Wir werden also etwa x{cq) nach den in I p. 616 u. £ 
entwickelten Kegeln in den Quotienten zweier Modulformen 
cug), x^(co^, fOg) spalten und setzen hierauf nach Anologie der 
bei der ersten Stufe getrofifenen Massnahmen (cf. p. 37) : 

(6) cjg) = ti (aoj + /3cj^, ■ 

Die Substitutionen (4) denken wir so gewahlt, dass ihre Determinante 
1 ist; jede Substitution (4) spaltet sich alsdann in mei homogene, 
liber deren Zusammenordnung eben durch die Festsetzung (6) in ein- 
deutiger Weise verfiigt ist. Insgesamt entspringt eine homogene G< 2 ,y 
simuUaner bindrer Substitutionen der beiden Variabelenreihen xf, x^' und 
Tj, TTg. Vor allem aber setzen wir nun: 

(7) <; ^1, ‘^i), 

iuodurch die linlce Seite unserer Modulargleichung m einer doppelt- 
hindren Form der Variabelenreihen xf, x^ und x^, x^ geworden ist, und 
mar von der Dimension ^Ij in jeder dieser Reilien. Die Gleichung (3) 
schreibt sich daraufhin in die geglattete Gestalt um: 

(8) f(aV+^'V? aT^i + bx,^, exy^-^ dxf) = G 'f{xf,x^:^ 

wo wir nur gegen (3) die Bedeutung des numerischen Factors C in 
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zweekmassiger Weise moclificierten. Zufolge ( 8 ) hat die doppelt-bindre 
Form f die fundamentale Eigenschaft, sicli iei Ausiibiing der 2% simitl-- 
tanen Substitutionen der jeweils his auf einen Factor m reproducim'en. 

Die Constante C anlangend ist es besonders interessant, dass wir 
in den weitaus meisten Fallen den Wert derselben durcb rein gruppen- 
tlieoretiscbe Scblussweisen von vornlierein angeben konnen. Es liegt 
dies daran, dass wir die Structur der jeweils in Betraclit kommenden 
Gruppe Gy, von friiber ber kennen. Nehmen wir z. B. m = 5, 
nnd also den Fall des Ikosaeders^ so ist G^y die bomogene Ikosaeder- 
gruppe. Aber die letztere lasst sicb bekanntlicb aus zwei Sub- 
stitutionen 8, T erzeugen, von denen die erste die Periode fiinf;, die 
zweite die Periode vier bat, wabrend (ST)^ ~ 1 ist. bestebt im 
Zeicbenwecbsel der vier Grossen r/, und bierbei bleibt f sicber 
unverandert. Bei Ausubung von T kann also f bocbstens nocb einen 
Zeicbenwecbsel erleiden: + 1? wabrend f bei Ausubung von 8, 

allgemein zu reden, eine multiplicative fiinfte Einbeitswurzel annimmt: 
Gs — Hier aber muss, da / 8 T von der Periode drei ist, + eine 
dritte Einbeitswurzel sein, und also ist Cs — Ct= l."^) Fie Unite 
8eite Modulargleichung funfter Stufe Ueiht ahsolut 

invariant gegenuher alien 120 simuUdnen hindren SuhsUtutionen der 

Das gleicbe Resultat ergiebt sicb fiir die bei m 3 auftretenden 
l-Modulargleicbungen, wabrend wir bei m — 2 und 4 fiir die Modular- 
gleicbungen von I und g durcb Anwendung der gekennzeicbneten 
gruppentbeoretiscben Scblussweise nur erst G — + 1 folgern konnen. 
TJm fiir m — 16 die Modulargleicbungen von 9 ( 0 ?) nocb etwas aus- 
fiibrlicber zu betracbten, so ist bier die bomogene Dieclergruppe G 32 
zu Grunde zu legen. Dieselbe lasst sicb aus einer Substitution 8 der 
Periode acbt und einer zweiten T der Periode vier erzeugen, deren 
Product 8T gleicbfalls die Periode vier aufweist. Statt 8 und T 
konnen wir aber aucb T und ST als Erzeugende dieser Gga anseben, 
und nun bemerkt man leicbt wieder, dass sowobl gegeniiber T wie 
8T die Form (p^'] Pi, P 2 ) entweder unverandert bleibt oder 

Zeicbenwecbsel erfabrt: Die linhe Seitef{cpf,pf\ (p-Modular- 

gleichung hleibt gegenuher den 32 homogenen simultanen SuhsUtutionen der 
G ^2 ^'y^l^'i^^der durchaus unverande/rt oder wechselt doch nur ihr Zeichen. 
Einzig fur die bei der Stufe m = 48 eintretenden Modulargleicbungen 
von ^|/A(yl — 1 ) gelingt die Bestimmung von C mit Hiilfe solcber 
gruppentbeoretiscber TJberlegungen allein nocb nicbt, weil namlicb 


Es ist dies genau dieselbe Scblussweise, die bereits in Bd, I p. 694 zur 
Yerwendung bam. 

Klein-iFricko, Modulfunctionen. H. 


9 



130 Aufidtelluiig der Modulargleicliiingoii lidherer Sfciifo. 

liier Cry, eine cyclische wird. Docli betracliteii wir diese Modular- 
gleicliLiagen an gegenwartiger Stelle niclit besoiiders. 

So oft 0 nielxt melir dnreligangig + sonclem + 1 ist, muss 
offenbar gerade der Halfte der Substitutionen von G^y der Wert (7== + 1 
zukoinmen, der andern Halfte C=— 1. Jene jc Substitutionen init 
nitissen alsdami eine innerlialb G^y ausgezeiclinete Unter- 
gruppe Gy bildeuj die bei Fortgang zur nicht-liomogenen Scbreib- 
weise eine iniiei’halb Gy ausgezeiclinete G^^ ergiebt**'). So ist^ woferii 

y 

fur m = 4 wirldicli 0^ + 1 auftritt, die in der Oktaedergruppe 

2 

ausgezeiclmet enthaltene Tetraedergruppe, fiir m = 2 die in der G-,. 

enthaltene cyclische G^] fiir m == IG aber ware G^ eine von den drei 

2 

in der Dieder-G^ic ausgezeiclmet enthaltenen Untergruppen (rg 

Immer liaben wir jetzt eine G^y oder doch eine Gy homogener 
simultaiier Substitutionen unserer doppelt-binaren Formen f in sich 
nacligewiesen und grunden nun auf dieses Resultat die folgencle 
Metliode der Aufstelliuig der Formen f{r{j r ^'5 r/, StaU direct 
die Gestalt von f mi nntersiiclicn , stellen wir iins vielmehr die Anfgdl)e, 
vorab allgemein die doiipelt-hindren Formen gleicher Dimension in t/ 
^md rg anmigelen, welelie im Fimelfall gegenilher der Gr^ijgpe der 
simultanen Std)stitutionen den Charakier der (ahsoluten) Inmriam lesiUen. 
Wir gelien insbesondere darauf aus, immer die vollen Systenie soldier 
Formen mt ge^vinnen; denn hernach warden tvir die linken Seiten der in 
Betracht hommenden ModulargleicJmngen (miter BiichsicUnalmie auf 
deren Dimension ip) als gamse rationale Functionen der Formen jenes 
vollen Systems mit Rlllfe einiger wibekannten numerisdien Coefficienten 
sofort liinsdireiben Icbnnen. Wie wir diese letzteren bestimmen mogen^ 
wird Gegenstand weiterer Uberlegungen sein miissen; zunachst 
bringen wir den hiermit exponierten invariantentlieoretiscben Ansatz 
durch Betrachtung einiger Beispiele zur wirldichen Durchbildung. 

§ 4- Won der Bildnng der vollen Formensysteme durcli Polarisation 
im Falle der Oogredienz’^'^'*). 

Die Durchfiihrung des soeben entwickelten Ansatzes hangt in 
erster Linie da von ab, welcher Art die offer genannte Beziehung der 

D Die hier vollzogene Schlussweise wurde bereits in Bd. I p. 624= bei den 
Wurzeln ans A zur Anwendung gebracht. 

Cf. I p. 466 u. f. ‘ ^ 

Man vgl. zu diesem Paragraphen die Lebrbdcher der Tnvariautentbeorie, 
z. B. Clebsch, Theone der hindren algehraischm Formen (Leipzig, 1872), erster 
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Grnppe G 2 jc auf sieli selbst im Einzelfalle isi In dieser Hiiisiclit ist 
offenbar der denkbar einfacbste Fall der^ dass jede Operation der (rsx 
sicli selbst zugewiesen ist; in diesem Palle erfaliren die binaren 
Variabelen gleicbzeitig immer dieselbe Substitution wie 

und es sind demnach beide Systeme als cogredient zu bezeiebnen *). 
Wollen wir sogleicli entwickeln^ welcke Uberlegung In diesem Falle 
der Cogredienz zur Gewinnung eines gewunscbten vollen Fornien- 
systems binfiibrtl Es liandelt sicli dabei urn einen in der Inyarianten- 
tlieorie woHbekannten Ansatz, den wir bier in aller Kiirze ableiten 
inogen. 

Sei /’(tr/;, rg'; oder kiirzer f(x[^ x^ irgend eine doppelt- 

biniire Form Dimension in jeder Variabelenreibe^ welche gegentiber 
der Invarianz besitzt; durcli Identisebsetzen der beiden Variabelen- 
reiben^ Xi—Xi, entspringt ans /* eine einfacb-binare Form: 

( 1 ) 

der Dimension 2vy welcbe gleicbfalls gegeniiber den Operationen der 
G 2 y. iinveraiidert bleibt. Von letzterer Form bilde man nun die 
Polare nacb r/, r/ und benntze fiir dieselbe die Bezeichnung: 



wobei recbts eine bekannte symboliscbe Scbreibweise fiir die bbheren 
Ableitungen von g gebraucht wurde. Es ist ein in den Elementen 
der Invariantentbeorie zu beweisender Satz^ dass eine Form 
jede ibrer Polaren als Covariante besitzt, sofern nur die neuen Varia- 
belen mit den alten cogredient sind; es ist also aucb ‘t^) eine 

zur G^y. geborende Invariante. 

Wolle man nun ferner vermoge des Euler’scben Satzes von den 
bomogenen Functionen aus (2) den Scbluss zieben, dass 

(3) 9vi'^i7 ^25 '^ 2 ) 

ist; eben deswegen muss mit Rticksicbt auf (1) die DijBPerenz 

(4) /■«, t/; Tg) — gy(T^, T 2 ) 

unter der Bedingung x/ = Xi mit Null identiscb werden. Aber dieser 
Umstand ergiebt wiederum als Folgerung, dass die Form (4) die 
Determinante : 

(5) (t, t) = T/Tg — 

als Factor besitzen muss, so dass wir die Identitat gewinnen: 

Abschn. § 7 oder G or dan, Vorlesungen uber Invarianfentheorie (heransgegeben 
Yon Kerscbensteiner, Leipzig 1887), II, 1, § 7. 

Of. „Ikos.“ p. 232. 


9 * 
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(6) /■«, r/; t,) == r,-) + (r', r,:), 

wobci fp^i eine doppelt-binare Form (v — Dimension in jeder 
der beiden Variabelenreihen ist. 

Die Determinante (5) ist durcli die Eigenscliaft ausgezeielinet, bei 
alien simnltanen Snbstitutionen der cogredienten ti unverandert zu 
bleiben^ da wir ja diese Substitutionen als solclie der Determinante 
+ 1 fixierten; (r , t ) benenneii wir dieserlialb als identische Invariante. 
Mit Eiicksicbt bieranf folgt aus der Identitat (6), dass auch fp^i bei 
alien 2% Operationen der unverandert bleiben muss. Jetzt aber 
wiederliolt sicli derselbe Gedankengang, den wir in der That auf 
fv^i gerade so gut anwenden konnen, wie wir ilin soeben auf f 
selbst anwandten. Wir werden zu einer mit (6) gleicbgebildeten Iden- 
titat gelangen: 

fr-iitl, T{) + (r, t) z,), 

und indem wir dieselbe Scblussweise jetzt auf fp ^2 ^nd so fort im 
ganzen v Male Iiinter einander anwenden , alsdann aber aus alien 
diesen Gleicbungen ^—2 u. s. w. eliminieren^ entspringt schliess- 
lieh die Identitat: 

(7) f(ti] ti) = 4- (t\ t) • gv^i + tf • gv—2 + • • • + (t , ty* g^, 

Es hedeuten also hierin die g^, stets Polaren einfacli-hindrer Foronen 
2 Dimension, die im oft genannten Sinne mr G^y, gehdren; aus solclien 
Polaren tmd ubrigens der identischen Invariante (if, %) Idsst sich jede 
ohen charalderisierte Form rational und gam msammensetm%* 

Im Gebiete der einfach-binaren Formen lassen sich alle fiir die 
einzelne G^y in Betracht kommenden Formen bei den von nns zu 
untersuchenden Fallen stets aus drei speciellen Formen ihrer Art 
Fi, F^, JFg rational und ganz aufbauen, und zwar sind diese Formen 
selbstverstandlich von gerader Dimension (weil sie doch auch bei 
gleichzeitigem Zeichenwechsel von unverandert bleiben). Da 

andrerseits die Polare einer Summe gleieh der Summe der Polaren der 
einzelnen Glieder ist^ so werden wir also, um alle Polaren rational 
und ganz darstellen zu kbnnen, offenbar nur die Formen F^F^Fl mit 
beliebigen ganzen positiven Zahlen cc, y in bezeichneter Weise 
polarisieren miissen. Diese Aufgabe aber reduciert sich durch folgen- 
den Gedankengang: Sei die Gesamtdimension von F^F^F^ die 2v^^ 
und Gv(t/, r,) ihre Polare, seien ferner G^(ri', ti), G^(%(, %i), G^(tl, 
die von F^, F^, F^ zu gewinnenden Polaren gleicher Dimension in 
den ursprunglichen wie neuen Veranderlichen. Es folgt dann durch 
die namliche Uberlegung, welche vorhin zur Formel (6) fuhrte, jetzt 
die Identitat: 
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(8) Crvi'ti'y ti) = Gl + (r'j t) • 

wobei fv^i eine invariante Form von der Dimension {v — 1) in jeder 
Variabelenreihe ist. Hier mussen wir nun Formel (8) mit (7) zu 
einem recurrenten Process vereinigen: fv—i stellen wir nacli (7) durcli 
{t\ t) und Polaren einfacb-binarer Formen dar^ deren Dimension 
2 V — 2 ist. Diese letzteren Formen scbreiben wir wieder als 
Summen von Gliedern bin und baben nun ibre Polaren nach (8) 

aus t), G^jG^jG^ sowie solcben Formen ganz und rational 

zusammenzusetzen, deren Dimension in der einzelnen Variabelenreihe 
nunmebr < 7 ; — 2 ist. Man iiberblickt sofort^ wie der biermit ein- 
geleitete Process nacb einer endiichen Auzabl von Scbritten zum Ab- 
scbluss kommt, und gewinnt insbesondere als Hauptsatz: Jede gegen- 
liber den 2% simultanen Snbstitiitionen der G^y, invariante doppelt-bindre 
Form gleicher Dimension in den beiden Variabelenreihen ist rational und 
gam darstelTbar in (r', r), G^(ri, %i), G^{rzy ti), G^itt, ti). 

Hiermit ist die Frage nacb dem vollen System doppelt-binarer 
Formen im Falle der Cogredienz zur vollen Erledigung gebracbt. 

§ 5. Von der Tragweite des Falles der Cogredienz. 

Ehe wir nacb den Regeln des vorigen Paragrapben voile Formen- 
systeme wirklicb berstellen, mussen wir uns liber die Tragweite des 
bislang allein betracbteten Falles der Cogredienz uuterricbten. Wir 
mussen zu dem Zweck die folgende gruppentbeoretiscbe Uberlegung 
anstellen, bei der wir uns auf die nicbt-bomogene Gruppe Gx be- 
schr*anken diirfen, und die speciell fur n = 5 bereits „Ikos.‘^ p. 232 u.f. 
besprocben wurde. 

Wir konnen sogleicb % Arten angeben, die Gruppe Gy, auf sicb 
selbst boloedrisch isomorpb zu bezieben^ indem wir namlicb Gy, nach 
einander durcb ibre % Substitutionen transformieren und dabei im 
Einzelfall immer die transformierte Substitution der ursprtinglicben 
zuordnen. Soli eine dieser Zuordnungen die identiscbe sein und also 
zu Cogredienz fiihren, so muss die zur Transformation benutzte Sub- 
stitution der Gy, innerbalb dieser Gruppe ausgezeicbnet sein, und solcbes 
gilt bei den ftir uns in Betracbt kommenden Gruppen in der Regel 
nur von der Identitat; die einzige Ausnabme ist die Diedergruppe 
G 2 y von geradem v, wo sicb in der That neben 1 nocb eine ausge- 
zeicbnete Fg vorfindet"^), Wir gelangen also in gekennzeicbneter Weise 

Von den Modulargleicbnngen fur — 1), bei denen cycliscb 

wird, seben wir der Kurze halber ab, zumal da diese Gieicbungen von anderer 
Seite ausgiebig betrachtet worden sind (cf. unten). 
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iEi gaiizeu zu bez. beim Dieder mit geradem i; zu verscbiedenen 
Bezieliungen der Gy, auf sich selbst. 

Liege niinmebr irgeiid eine beliebige koloedriscli isomorphe Be- 
ziebung der Gy anf sich selbst vor, so werdeu wir von ilir aus gleicli 
im ganzen z bez. -l^z solehe Bezieliungen herstellen konuen^ weun wir 
iiamlich in der sclioii eben bezeichneten Weise hinterher nocli durcli 
die Operationeii der Gy transformieren. Diese z bez. -l-z Bezieliungen 
fassen wir zu einer Clause ziisammen; findet sich in clerselben die 
identische Zuordnimg^ so kommen wir offenbar zu jener ersteii Classe 
ziiruck, welche wir nun auch als die „Classe der Oogredienz^^ be- 
zeiclmen konnen. Diese besondere Classe der Cogredienz existiert 
iiaturlich £ur jede Gruppe Gy. Ob dartiber liinaus noch weitere 
Classen vorkoinmen, hangt selbstverstandlicli von der Eigenart der 
Gruppe Gy ab; immer aber ist evident, dass die Anmhl aller mo(j- 
lichen Bemehimgen der Gy anf sich scTbst ein Multiplum von z be^. -l-z 
isty nnd dass der Quotient aus dieser Anmhl und z be^. die ZaJil 
der Classen giebt, 

Fllr unsere invariantentlieoretischen Frageu nach doppelt-binaren 
Formen, welche der einzelnen Zuordnung der Gy aiigelioren, werden 
wir alle z bez. Zuordnungen der einzelnen Classe gleich initer- 
ledigt haben, wenn wir nur fiir eine unter ihnen das voile Formen- 
system berechnet haben. OfiPenbar treten hier ganz dieselben Verhalt- 
nisse ein, wie bei den Modulargleichungen selbst: In den Formen jenes 
vollen Systems tverden %oir nach einander etwa bei unverdnderten r/, 
auf t2 alle Substikitionen der homogenen G^y ausuben, um fiir alle z 
be0. in Bede stehenden Bemehungen der Grippe auf sich selbst die 
vollen Formensysteme m gewinnen. Der blosse Zeiclienwechsel von 
dabei keine wesentlich neue Formen, und beim Dieder 
mit geradem v wird auch die ausgezeichnete Fg im wesentlichen auf. 
dasselbe Formensystem zuruckftihren. 

Jetzt ist es fur den Fortgang der Betrachtung fundamental, dass 
wir fur alle zu betrachtenden Gruppen von vornherein die Aiizahl aller 
isomorphen Beziehungen der einzelnen Gy auf sich selbst angeben 
konnen, wie wir solches zunachst an der Ikosaedergruppe Gqq in folgen- 
der Weise erlautern. Die G^q lasst sich aus zwei ihrer Substitutionen 
mit (Vr^V2y=l erzeugen. Bei einer Beziehung der Gq^ auf 
sich selbst entspreclien den F5, F^ wiederum zwei Substitutionen Vf, Vf 
mit (F/F2')^=1, und andrerseits werden wir stets eine isomorphe 
Beziehung der G^^ auf sich selbst dadurch definieren konnen, dass 
wir irgend zwei derartige Substitutionenpaare F5, F^ und Vf, V2 
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einaiider entsprechen lassen ***'). Nun fanden wir bereits in I p. 481j dass 
es 120 Paare F 5 , fraglicber Art in jeder giebt, tind also Idsst 
slcJi eine Ilwsaedergruppe atif 120 Arten isomorph auf sick seTbst bemeJien; 
diese 120 Arten iverden swei Classen bilden, von denen die eine diejenige 
der Cogredien^ 

Es fragt sich jetzt, ob bei der Transformation Ordnung ftlnfter 
Stufe tbatsaeblich beide Classen zur Geltung kommeu; dem ist in der 
That so, wie wir leicbt ins einzelne ausftihren, Ftlr den Transforma- 
tionsgrad n haben wir namlich die Fallunterscbeidung + 1; + ^; 
(mod. 5) zu treffen. JDer erste Fall n = l gehort ersichtlich 0 ur Glasse 


der Cogredien^, zu welcber das Schema 



unmittelbar hinfuhrt. 


Beim zweiten Fall n = — 1 entsprecben den liomogenen Substitutionen 


S, T, sofern wir wieder das Schema zu Grunde legen, die neuen 

T’~^, Aber diese Substitutionen geniigen den Congruenzen: 

= T-^ = U-^TU, (mod. 6 ), 


unter U die homogene Substitution 



verstanden, gehen also aus 


8 und T vermoge TJransformation durch eine Operation der selbst 
hervor. Bemnach fuhrt aiicli n ^ — 1 mr Classe der Cogrediem, and 

tvir %verden, sofern %mr immer beim Schema verbleiben wollen^ ein 


voiles Formensystem far n ^ — 1 aus demjenigen der Gogrediem dadurch 
ableiten, dass wir im leMeren — Stelle von setmi. Die 

beiden riickst'andigen Falle n = + ^ fiihren aber notwendig zur 
zweiten Classe, welche wir als die Glasse der Bigrediem bezeichnen 
mogen^'**). In der That sind ja die Operatiouen welche bei 


Gebrauch des Schemas 



der Operation 8 zugeordnet sind, inner- 


halb der G^^o wohl unter einander, aber nicht mit 8 gleichberechtigt. 
Die Falle + 2 (mod. 5) werden also durch die Regeln des vorigen 
Paragraphen noch nicht mit erschopft; wir mtissen ihnen vielmehr 
weiter unten eine besondere Betrachtung widmen. 


=0 Of. I p. 455 u. f. 

**) Vgl. iiierzu „Ikos.“ 1. c. 

In den Vorlesungen fiber das Ikosaeder ist der eben gemeinte Pall als 
derjenige der Gontragrediem bezeicbnet. Es erscheint aber zweckmassig statt 
dessen die ini Texte befurwortete Bezeicliniing zu gebrauchen, weil namlich der 
Begriff der Contragredienz weiter unten in einer typischen, hier aber nicht Yor- 
liegenden Bedeutimg gebraucht wird. 
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Jetzt beacMe man gleich weiter: Die Oktaedergruppe enthalt 
seclis F4J und insofern von jeder Oktaederecke vier Kanteii auslaiifeii^ 
lassen sicli jeder vier Fg zuordnen, welche (F4F2)^ = 1 liefern. Die 
(t 24 lasst sich daher nur in 24 Arten isomorpli auf sich selbst be- 
zielien, so dass bier einzig die Classe der Cogredienz existiert. Fiir die 
Tetraedergruppe weisen wir sofort 24 Paare Fg; Fg mit (V^V^y^ 1 
nacb» Hier entspringen also zuvorderst zwei Classen^ die aber oifenbar 
in eine zusammengehen, sobald wir zur Transformation der G^^ 
noch die Substitutionen derjenigen Oktaedergruppe zulassen, in welcber 
Gi2 ausgezeichnet enthalten ist: Fiir die Modulargleichungen von 11(^00) 
nnd |((o) ^verden ms also die vollen Formensysteme bereits erschopfend 
durch die Folarisationsprocesse .des vorigen Paragraphen geliefert 

Es bleibt endlicb der Fall einer Diedergruppe G^v, welcbe wir 
aus zwei nicbt-bomogenen Substitutionen s und f erzeugen, die den 
Bedingungen geniigen: 

5 ^= 1 , ( s ?^)2 = l . 

Unter den Substitutionen s’" Iiaben q)(y) die Periode v; irgend eine 
derselbeii; mit einer der v Substitutionen s^t combiniert, ergiebt G^v 
Letztere Gruppe lasst sich also in vcp{v) Arten isomorph auf sich 
selbst beziehen, und diese Arten bilden \(p(y) bez. cpiv) Classen, je 
nachdem v ungerade oder gerade ist. Fur 3 haben wir nur die 
eine Classe der Cogredienz, so dass fur die bei ni = 2 eintretenden 
X- Modulargleichungen die Polarisationsprocesse des vorigen Paragraphen 
eine erschbpfende Gnmdlage dbgeben, Fiir die bei m — 16 eintretenden 
Modulargleichungen von 9(03) =: ]//i;(a3) entspringen zunachst vier 
Classen, von denen jedoch nur zwei bei Transformation n^^^ Ordnung 
wirklich zur Geltung kommen. Als Operationen s^t haben wir namlich: 

( 1 ) s{(p) = e~q>, = 


welche nach der Tabelle ( 5 ) in I p. 670 bez, den Modulsubstitutionen 
(0^ (1^ 1) Legen wir nun bei Transformation 

Ordnung das Schema zu Grunde, so werden offenbar den beiden 

Substitutionen (1) die nachfolgenden zuzuordnen sein; 


(2) s'{<p) = e 1 g), t'{(p) = ■ 

Hier liegt fiir 8/^ + 1 direct Cogredienz vor; aber auch in dem 
Falle n ~ 8 h — 1 befinden wir uns in der Classe der Cogredienz, 
indem namlich 
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S = t' = 

liier zntrififfc. In eine zweite Classe gelioren indessen die beiden Falle 
+ 3; aber man lialte £est, dass aucli Her wieder die fiir 
n = 8h — 3 durcli (1) und (2) festgelegte Beziehung der G^q auf sich. 
selbst durcb Transformation vermoge t in die fiir ^^ = 8/^ + 3 giiltige 
ubergefiilirt wird. Sollen wir die beiden Hermit zur Greltung gekom- 
menen Classen wieder als diejenigen der Cogredienz nnd Digredienz 
unterscbeiden, so wolle man anmerken: Fur die bei = 8^ + 1 ein- 
tretenden Falle der /Jogredien^ geben die EntwicJdungen des vorigen Tara- 
graphen eine erscliopfende Grundlage; die Falle der Digredienz, ndmlich 
n = 8h + 3j bleiben noch zu erledigen. 

§ 6. Anfstellung der vollen Formensysteme fiir die bei m — 5 
auftretenden Modnlargleicbungen des Ikosaeders. 

Aus dem gesamten Gebiete, welches unsere bisherige Betrachtang 
umspannt, waHen wir uns jetzt zur besonderen Discussion einerseits 
die Modulargleicliungen fiinfter Stufe, sodann aber die bei m = 16 
auftretenden Modulargleicliungen von ^(co). Nur fiir diese werden 
wir demnacb die vollen Formensysteme aufstellen und haben Herbei 
offenbar Gelegenheit, die beiden einzigen durcli die Betracbtung der 
Cogredienz noch nicht miterledigten FHle der Untersuchung zu unter- 
ziehen. Zunachst stellen wir die g-Formen auf; es ist dabei im 
Interesse einer iibersichtlichen Bezeichnungsweise wiinschenswert, wenn 
wir die transformierten ^2 nicht wie bisher durch g/, ^ 2 ^ sondern 
durch eine specielle Benennung, etwa auszeichnen. Um iibrigens 

in ^2 wirklich Modulformen fiinfter Stufe zu besitzen, miissen wir 
jetzt unter gg diejenigen Grossen verstehen, welche wir friiher mit 
^ 3 ? ^4 bezeichneten (cf. I p. 631 (9)). Als Erzeugende S, T der homo- 
genen Ikosaedergruppe haben wir demgemass die 1. c, unter (10) ge- 
gebenen Substitutionen in Ansatz zu bringen. Des naheren unter- 
scheiden wir nun gleich zwischen Cogredienz und Digredienz. 

Erstlich im Falle der Cogredienz sind die Erzeugenden der G^^q 
der simultanen Substitutionen: 

V^rii == + («— — (.^ — 

1/5 1?/ = — (£2 _ e^)7J^ ~ (e — £*)% ; 

l/5 = + (® — ta ) 


(1) 


T: 
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Das voile Formensystem nmfasst ueben der iclentisclien Invariante 
Ai = secliste, bez. zelmte imd fiinfzelinte Polare der 
drei wolilbekannten Ikosaederformen f] H, T. Die Berecbnimg dieser 
Polaren ist in den Voiiesungeii iiber das Ikosaeder auf p. 215 durch- 
gefiibrt; es sind namlicli die dort angegebeuen Formen B y G\ D ge- 
radezu die fragliclien Polaren, wenn wir nur statt der 1. c. gebrancbten 
Grossen A. deren Bedeutung: 

^0 ^ 2 (^1 H“ % ^l) ? “ Vi 

eiutragen (cf. „lkos.“ p. 211). Unter Festlialtung am Schema (^’ 
der Transformation findet sieh solcherweise erstlich fur den Fall 

11 = 5/i + 1 

voiles Formensystem der yi , fur = 1 (rnod. 5) : 

'^1 ~ Vi^‘j 

A, = 42(^1 e, + - nH-f) 

A,o= 17 ■ “ 6'3 S/’ — g/’) 

• {2i{rif’tf + nf'iA + + %nf) 

+ 460ri,^n.fti%\'riA + vA)) 

Air, = + (.ViV - vAtA) , 

• { ii(%^’e/ + 

+ + %?i)} - (’Ji'Si® + 

• v.V) + + 

+ 226v,Wti^tAVinif + n/V') 

1 + 2275 + 3003 yfn/ii’tf ' } • 


Wenn wir jetzt auch im Falle n = 5h — 1 das Schema 



der Transformation beihehalten, so wird das bezilgliche Formensystem 
nach den Regeln des Torigen Paragraphen dadurch entstehen, dass 
man bei uuveranderten tj; an Stelle von einfach — ti schreibt. 

So entspringt als 
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voiles Formensystem der Si fdr n= — 1 (mod 5) : 

/ON V'-j'l ^17 ^ 2 ) '^2 7 ^27 £ 1 ) Vltl Hh 

‘¥12] tij S 2 ) “ S 27 Si) 5 ” ^7 1^^7 • 

Audi fill* den Fall der Digredienz ist (auf Grand Gordan^ sohei' 
UntersucFungen) das voile System der doppelt-binaren Formen in den 
Vorlesimgen liber das Ikosaeder aufgestellt, wo man dasselbe p. 196 
oben vorfindet. Da es indessen schwer balten konnte, jene Ent- 
wicklungen aiisser dem Zusammenhange zu uberblidcen, so mogen wir 
bier in Kiirze einen Gedankengang skizzieren, der zu jenen Formen 
hinfulirt. Wir setzen ^^ = 2 (mod. 5) voraus und baben dann den 
bomogeiien Substitutionen S, T die beiden folgenden Operationen zu- 
zuordnen : 



Die Erzeugenden der 0^2^ der 120 simultanen Substitutionen sind 
demgemass: 

S: == 

("1/5 — ^)r\x — (« — 

y = — — s^) nx + — «*) % , 

y^ti' — + (^ — *‘0^1 — — o ^ 2 ) 

.1/5 g/ = - (^2 — £»)gi -(£- a^) g,. 

Die einzelne ^-Substitution geht also dadurcb in ilire entsprecbende 
ipSubstitution liber, dass man an Stelle von s setzfc; bei dieser 
Ersetzung muss zugleich das Zeichen von ]/5 = £ + §®’ 

wechselt werden. 

Die gesucbten Formen sind nun jedenfalls ganze bomogene Punc- 
tionen der vier Grossen: 

(5) 2/1 ~ V2^2? y% “ '^2^17 2/3 = '^1^2 7 Vi ~ Vi ^17 

welch’ letztere zufolge leicbter Recbnung gegenliber den unter (4) ge- 
gebenen Operationen S und T das folgende Verbal ten zeigen: 

S: yv = e^'yv , 

yby^ = -f- -j -2/3 — 2/4 ; 

W ySfc = - 5^,. , 

K y- / , 1 + l/F , 1 — 1/5 

1/02/3 = + —^^^^2/1 + 2/2 — 2/3 — — 
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Setzen wir aber weiter (y = 0, 1, 2, 3, 4): 

(7) Sr == £’'^1 4- 4- 

funf Formeln, aus denen sich die y sofort in der Gestalt berecliueu; 

(8) 5y/. = 4 4 4- 

SO werden die gesucliten Formen aiich als ganze honiogene Fimctioiien 
der Bv angesprochen werden kounen. Aber ftir die B berechnen wir 
aus (6) das folgende Verlialten gegenuber S und T: 

/q'\ =rJr-{-l, 

^ I T: == ^ 0 ? = ^2? < = ^1? % = ^*1? = % • 

Da der simultane Zeicbenweclisel der tji, die yv nicht andert, so 
wird aus den erzeugenden Permutationen (9) eine Ikosaedergruppe 
und es ist unmittelbar evident, dass dies die Gruppe der geraden Ver- 
tauschungen der fiinf Bv ist. 

Wenn wir jetzt die linke Seite der Modulargleicliung als ganze 
liomogene Function^ der B sclireiben, so wird sie zufolge des eben er- 
lialtenen Resultates die Gestalt annehmen 

( 10 ) f{ni, yi.-. + 

WO %, §2 il'gend zwei symmetrische ganze Functionen der fdnf Bv, D 
aber deren Discriminante ist. Nun aber soli sicli fiyii, ^ nacli den in 
§ 2 (p. 124) entwickelten Regeln bis auf einen Factor reproducieren, 
wenn wir an Stelle von %, — ^ 3 ? ^ 1 ? V 17 % schreiben. 

Diese Umanderung liat ftir die y die Permutation yv — y^v 2 ur Folge, 
und diese wieder ergiebt ftir die b die ungerade Permutation bJ ==Bzv, 
so dass {s^ — einen Factor mit (s^ s^^D) uberein- 

stimmen muss. Brsichtlich ist dies nur dadurck moglicb, dass entweder 
5 jl Oder identisck verschwinden, und von beiden Fallen ist der erstere 
deshalb nicht moglicli, weil alsdann die Modulargleichung reducibel 
sein wiirde. Die linlie Seite der Modulargleichung ist dieserhalb eine 
ganBe symmetrische Function der fiinf Bv und als solclie ganB und rational 
in den elementaren symmctrischcn Functionen der Grossen Bv 

Ziehen wir zufolge dieses Resultats zur Gewinnung eines vollen 
Formensjstems etwa die fiinf Potenzsummen der By heran, so fallt 
dabei ins Gewiclit, dass nach (7) sowolil die Summe der b, wie auch 
die Summe der Quadrate der B mit Null identisch ist. Es bleibt nur 
noch die dritte, vierte und fiinfte Potenzsumme, welche wir bei der 
TJmrechnung auf 7 ^, von den Factoren 15 bez. 20 und 5 befreien. 
So gewinnen wir als 
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voiles Formensystem fiir n = 2 {mod, 5) : 

As = + An, , 

A, = - vi%% - 

+ + §1^2% 

An = - I0v,n,n,% 

+ + 10^21%* Si"' + 52°) • 


Dem reiht sich nun oline weiteres fur das Schema 


fn, 0\ 
\ 0 , 1 / 


an als 


voiles Formensystem fur n = 3 {mod. 5): 

'^2 7 ^17 Ss) '^2? ^2? ^l) * 


§ 7. Aufstellung der vollen Formensysteme fiir die bei m — 16 
auftretenden Modulargleichungen von (p{(D), 

Letzten Endes wollen wir auch noch fiir die Modulargleichungen 
Stufe von (p{co) = ^/h die vollen Formensysteme angehen. Dahei ist 
es wieder zweckmassig, die bisher gebrauchte Bezeichnungsweise einer 
ahnlichen Modification zu unterwerfen, wie im vorigen Paragraphen^ 
und wir gehen in diesem Sinne etwa auf die seit lange gebrauchte 
Bezeichnung (p — u, cp' = v zuriicb, welche Modulfunctionen wir dann 
zum Zweck homogener Schreibweise durch die Quotienten % : be- 
ziehungsweise Vi:v 2 ersetzen. Wie man bemerken wird^ ist es nicht 
erforderlich diese noch ausdriicklicher als Modulformen zu 

definieren. 

In § 3 fand sich nur erst, dass die linke Seite einer (homogen 
geschriebenen) Modulargleichung von 9?((u) sich vom Vorzeichen ab- 
gesehen bei den 32 Substitutionen der homogenen Diedergruppe 
reproducierte. Hier ist des naheren zu entscheiden, ob thatsachlich 
bei der Halfte jener 32 Substitutionen Zeichenwechsel eintritt oder 
nicht. Zu dem Zweck berechnen wir aus den Angaben von § 2 und 
insbesondere aus den damaligen Formeln (16) und (17) folgende An- 
fangsglieder fiir die linke Seite der Modulargleichung : 

^ = 8 ^ + 1 7 f{Vly V^y ^ 2 ) 

= Vlut + vtui + V^V2U^U2{avf'~^uf'~^-{ ) = 0 , 

^ = 87i + 3 , /*(^i, v^j %) 

= vfuf — vfuf + v^V 2 UiU 2 {ivf~~^uf'^^ -j- . . .) = 0 

Durch diese Gestalten kommt eben der friiher bereits erwa-hnte Satz zum 
Ausdruck, dass sowohl u und v, wie aber auch vT^ und von einander gan0e 
algebraische Functionen sind. 
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Hinziizusetzen ist, class flir n=8h+S der Transformationsgrad n 
als Primzalilpotenz vorausgesetzt wurde (anderiifalls liatte das zweite 
Glied vfiif das positive Zeicben bebommen mtissen); dieser Fall der 
Primzablpoteiiz (fiir = 8/^ + 3) soil aber, als in erster Linie wiclitig^ 
bier alleiu Berucksiehtigung finden. Wir geben mm zur Einzeldiscussion 
der yerscbiedenen Palle. 

Ini Palle 87i -1- 1 baben wir^ immer nnter Gebraueh des 

Scbemas cogrediente v,-, nnd zwar sind die Erzeugeiiden 

der 0^2 


( 2 ) 


s: 


Wj V2 


Tti 


^2? 


utj ti2 


"'2 5 


— iV2 , vj = , 

== Wg' = iu^. 


Da ^ stets eine gerado Zabl ist, so folgt: verlidlt sich gegen- 

fiber den 32 sinmltanen Suhstitutionen absolnt invariant, Jetzt ist im 
einfacli-binaren Gebiet das voile System der iiivarianten Formen ge* 
geben durch : 

(3) + ^2^^? 

Wir bilden von diesen Formen bez. die zweite, acbte und nemite 
Polare und setzen iibrigens die identiscbe Invariante biiizii. Die ent~ 
springenden Bildungen lassen sich, indem wir sie zweckmassig com- 
binieren, nocb mebr vereinfachen, tmd es Imnmt als voiles System 
doppelt-hindrer Formen fiir die aus (2) entspringende 

('41 \ ~ As = 

I A,, = (Wj, Mg + (4?!%!® — 442®*%®) ■ 


Diesen fiir n = 81i 1 giiltigen Formeln reibeii sich ohne wei- 
teres diejenigen fiir n == 8 h — 1 an; wir baben einzig mid U 2 zu 
permutieren (p. 136) und gewinnen so als voiles Formensystem fur 
n ^ 8h — 1: 

(5) = 4;3442, B2 = ®i4>24«i 442, Bg = 441® + 442® 

1 . B,, = (441 4fi + 442 ttg) ( 44 / 4 ^ 2 ® — 442 ® 4^j®). 

Hieran reihen wir fiir w == 8/i + 1 noch die folgonden Satze: Die 
Modulargleichmig bleibt bei Permutation der beiden Variabelenreihen 
Vij Ui unverandert, und ein Gleiches gilt von den Formen fivi^ %), wie 
ein Blick auf die erste Gleichung (1) lehrt. Demgemass werden 


Cf. „Ikos.“ p. 37 Formel (20). 
Cf. „lkos.“ p. 63 Formel (5^). 
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unci Bg nur in geraden Potenzen fiir die Formen f zur Geltung kommen* 
Eben deslialb aber werden, da docli ^ stets eine gerade Zalil ist, 
aucli kg iind in den bezugliclien f nur in geraden Potenzen enthalten 
sein. Wir krjnnen also fiir die linken Seiten der Modulargleicliungen 
als voile P^ormensysteme direct diese augebeu: 


(n = Qh + 1: k^^, A.>, Ag, A^^^ 


Im Falle n = 87^ + 5 haben wir die niclitdiomogene 
auf sicb selbst zu bezielien, dass den 5, t die Operationen t ent- 
sprecbend gesetzt werden. Beim Riickgang zu den homogenen Sub- 
stitutionen s, t entsteht die Prage, welche von den beiden sowie 
aucli t zugebbrigen bomogenen Substitutionen den beiden unter (2) 
gescbriebenen Substitutionen s, t zuzuordnen sind. Hiertiber diirfen 
wir aber willkiirlicb entscbeiden, weil namlicb (infolge des geraden Tp) 
ein Zeicbenwecbsel der eineii Variabelenreibe die Form f unverandert 
lasst. Als Erzeugende der 32 simultanen Substitutionen setze man 
daraufhin etwa fest: 


a) 


s: 


X>7tl 


hTti 

<==e « 

II 


Ttl 


7t 1 

^ e^ , 

if 

Cb 

* Ms 7 


\ ~ i'U^ , = in-^ . 


Gegenwartig ist das Doppelte einer ungeraden Zahl; es folgt, dass 
f soivolil gegeniiber s, wie t Zeichenwechsel erleidet und demmfolge erst 
hei derjenigen homogenen JDieder-O^Q ahsoluf invariant Ueibt, welche die 
heiden Ermigenden hat: 

7ti Tti 

nl— e^ e ^^ 2 ; 

7ti _ ^ 

v{ — e^ , v^ — — 0 ^ 

^ Tti Z Tti 

u-[= e ^ e ^ , 

Tti 

w/= — e® V.2, e Vy. 

Hier ist es aber, da doch ip eine gerade Zabl ist, erlaubt, in der 
^-Substitution s' recbter Hand das Zeicben von v^, zu wechseln. 
Scbreiben wir dann nocb 

Tti S/gt 

= e ^ = 2/i = e * 2/2 = 7 

so baben wir in den so eingefiibrten neuen Variabelen als erzeugende 
Substitutionen der bomogenen Gruppe 
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(8) s': 



1 “4" ^ f ^ 

^ /y> — /v’ 

' y^ 

1 -4" /> 1 i 

"yt “ ya" 


K- 

) f 

^2 = 

zx^, 


uh 

2 //= 

iyi, 


SO class wir veraioge dieser iadirecteii Operationsweise wieder cogredicnte 
Variabele Xi, pi erreicht haben. Als Form easy stem bereclmet sicli 
daraxifbm zuvbrderst in den Xi^ pii 

— ^%yi, ^lOc^ViVi^ + oo.2^yi, 

iPiVi + ®22 /i) (••»!“ 2/i* — 


das man nnn riickwarts fxir v umrechnen wolle. Die entspringenden 
Formen darf man dann wieder mit Rilcksicbt auf den geraden Grad der 
Modulargleichung einigen zweekmassigen Oombinationen unterwerfeiiy 
imd es findet sicli scliliesslich fiir unseren Zweck als voiles Formen- 
system hei n — 81i 5: 


(9) 


a;= 


<? 9 

vyu/ ■ 




y r\2 t/j tvg t/2 Wj y 




Nocli merke man am: JBei Ausulmng der unter (7) geschriebenen Sttb- 
sUkiiionen s und t hleihen Ag tmd \ heide Male imvercmdert, wdlirend 
Ag' und ZeichemoecJisel erleiden. Bei Aiifstellung der Modular- 
gleichungen gewinnt dieser Satz eine leicht ersichtliclie Bedeiitung. 

Endlich wire! man sicb im Falle n = 8A + 3 sofort die Er- 
zeugeiiden s und t der simultanen Substitutionen bilden und zeigen, 
doss f(viy Ui) aiicli jeUt wieder hei s und hei t Zeichenwechsel erleidet 
Des naheren gestalten sicb die Verlialtnisse ganz ahnlicb, wie in dem 
soeben erledigten Palle^ tmd wir gemnnen inshesondere als ein fur tmsere 
Ztveclce ausreiehendes Formensystem hei ^ == + 3: 

(lOl 1^2 = B/ = vywy — = 

1 B, = (wy «y + (viW + ■ 


Audi bier gilt wieder der Satz, dass Bf und B4 gegenuber s und t 
Zeichenwechsel crleideny wdhrend Bg und Bg durchgdngig unvermdert 
hleihen. — 


§ 8. Weitere Hxilfsmittel znr endgiiltigen Bestimmting der 
Modnlargleiclningen. GescMchtliehe Notizen. 

Bildet man im Einzelfalle ans dem gerade zur Geltung kommen- 
den vollen Formensystem den Ansatz fiir die linke Seite der Modular- 
gleicbung, so werden in demselben im allgemeinen immer noch 
mebrere numerische Coefficienten unbekannt bleiben, und es handelt 
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sicfc. weiter darum, wie man die letzteren zu bestimmen bat. Die 
beiden Hiilfsmittel, welcbe in dieser Beziehung ftir die niedersten 
Transformationsgrade ohne besondere Miihe zur Kenntnis der fertigen 
Gestalt der Modiilargleicbungen fubren, sind immer dieselben^ welcbe 
wir aueb im Voraufgebenden bei abnlicben Gelegenbeiten zur Ver- 
wendung bracbten. 

Man wird sicb erstlicb fiir die Pormen des vollen Systems im 
Einzelfalle Beihenmtwicklungen nach ansteigenden Potemen von r yer- 
scbaffen konnen und daraufbin den fiir die linke Seite der Modular- 


gleichung aufgescbriebenen ilnsatz in eine Potenzreibe nach r ent- 
wickeln, Deren Coefficienten sind lineare Punctionen der in jenem 
Ansatz noch unbekannten Zablen^ und nun muss offenbar jede dieser 
linearen Punctionen mit Null identiscb sein, da dock die Modular- 
gleicbung unabbangig von co erfllllt ist. Die so gewonnenen linearen 
Gleicbungen fiir die fragliclien unbekannten Zahlen werden aber fiir 
die letzteren ein und nur ein Losungssystem durch nicht samtlicb ver- 
schwindende Grossen ergeben, was man aus der Existenz und Irre- 
ducibilitat der Modulargleicbung ohne weiteres folgert. 

Piirs zweite wolle man sich des bei der ersten Stufe ausgiebig 
benutzten Mittels efinnern^ die Vermeigimg der Modtilargleichimg der 
naheren Untersuchung zu unterwerfen. Selbstverstandlich konnen wir 
auch bei den hoheren Stufen aus einer solcben, in das eigentliche 
Wesen der algebraischen Abhangigkeit von urspriinglicben und trans- 
formierten Modul einfiibrenden Betrachtungsweise zweckmassige Satze 
fiir die Aufstellung der Modiilargleicbungen abziehen. Wir gedenken 
in dieser Hinsicbt z, B. kurz der Modiilargleicbungen von q){co) = w(co) 
fill- Primzabltransformation n — g. 

An die Stelle der gewobnlicben complexen w-Ebene setzen wir 
hierbei in tiblicber Weise sogleicb die diedriscb {v = 8) geteilte Kugel, 
deren beide Pole die Werte u — 0 und u oo tragen, wilbrend auf 


1; 


in 


dem Aequator die acht Werte u = ly ij — 

gleicben Intervallen aufgetragen sind. Um die Verzweigung der Mo- 
dulargleichung zu versinnlicben^, werden wir diese Kugel mit (g -f- 1) 
Blattern uberdecken, und nun erkennt man sofort, dass nur an den 
zebn Stellen : 


( 1 ) 


U = Qj OOy 


L+A 
y¥ ’ 


— 1 + ^ 
y2 



1 


Verzweigungspunkte auftreten konnen*, eben diese Werte u sind es 
namlich, welcbe von den Spitzen des zugeborigen Fundameiitalpolygons 
der oi-Halbebene geliefert werden. Die in Rede stebende Plache 

Klein- l?ricke, Modulfunctionen. H. 10 
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hat welter die wichtige Eigenscliaft; durch sech^elin eindeutige Trans- 
formationen in sich ubemigeJien, die wir ja Yorhin durch die sechzelin 
simultanen M-'y-Suhstitutionen darstellten'^). Als hesonderes Ergebnis 
entspringt daraus: Die Verzweigung you iFg+i ist bei u = oo gerade so 
beschaffen, ivie an der Stelle n ~ 0, und desgleichen in den acht Punkten 

^ . gerade so wie im ersten unter ihnen. u — 1, Indem 

’ y2 ^ 

wir die nahere Besprechung demnach auf die Stellen w = 0, 1 ein- 
sehranken konnen, merken wir noch an, dass diese Werte den Spitz en 
CO « ioo und 03 = 0 angehoren. Als Wurzeln der Yon uns stets be- 

vorzugten Modulargleichung des Schemas schreiben wir uns 

jetzt fiir gegenwartigen Fall n — g aus (3) p. 120 die folgenden ab: 

q = Sh±l, v^=u(^a), v, == tt(- - - - -) , 

g' = 8ft + 3, v^=u(qa,), Vs = ^iga.'+' clg +1a8^/> 

(s = 0, 1, . 2 — 1). 

Durch bekannte Rechnungen findet naan Yon hier aus leicht das 
Resultat: In alien ^ehn VermeigungspunMen ist die Ver^weigiing eine 
solche^ dass stets ein Blatt isdliert verlduft, wahrend die q anderen im 
Oyelus msammenhdngen* Wir setzen hinzu, dass bei = 1 das dort- 
selbst isoliert Yerlaufende Blatt den Zweig unserer algebraischen 
Function v(u) tragt. 

Weiter kann man fragen, welche Werte Yon v an den einzelnen 
Verzweigungsstellen eintreten. Die beiden Pole unserer diedrisch ge- 
teilten Kugel haben wir in diesem Betracht schon friiher erledigt, in- 
dem wir namlich fanden^ dass ^ 0, oo stets auch ?; = 0 bez. oo 

nach sich zog. Von den ubrigen Verzweigungsstellen beriicksichtigen 
wir nnr noch u = 1, In dem dort liegenden Windungspunkte findet 
der Wert: 

(3) «^(0) = M(0) = 1 
statt, im isoliert Yerlaufenden Blatte dagegen 

ft^(O) = 1 fur 2 = 8/i + 1, 

(4) '.(«)- ft, S-8/.+ 3,-) 

•^) Hierzu tritt Batiirlioh aucli noch diejenige Substitution der Periode zwei 
bez. vier, welche durch (n)^ gegeben ist. 

*^) Man gelangt zu diesen Resultaten einfach dadurch, dass man in den 
betrefienden Formeln (2) den Wert co = 0 einsetzt nnd bei der Auswertung des 
zugehdrigen u von der Tabelle (5) in I p. 670 Gebrauch macht. 
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Man kann dieses Resnltat aucli in die Gestalt kleiden: SeM man in 
der homogen geschriehenen linJoen Seite der Modnlargleiehung {ef> Formeln 
(1) p. 141) Uj, = = Ij so entspringen folgende Identitdten: 

rsi 1) = (^1 — 

\q = 8/i + 3, /■(»!, Vg; 1, 1) = + v^)(vi — v^y. — 

Bevor wir alle nun zur Verfiigung stehenden Hiilfsmittel zur wirk- 
lichen Herstellung einiger Modulargleichungen in Anwendung bringen^ 
ist bier der geeignete Ortj, mit ein paar Worten auf die alteren 
Untersuchungen fiber unseren Gegenstand binzudeuten. 

Die oft genannten Modulargleicbungen fiir (p(G)) = «(cd) mogen 
wir fortan als die Jacobi^scben bezeicbnen, da in der Tbat Jacobi 
zuerst zu ihnen gefiibrt wurde^), und zwar bei der algebraischen 
Transformation des Legendre'scben Norm aid ifferentials erster Gattung. 
Aus Jacobi's urspriinglicben Entwicklungen ergaben sicli die Modular- 
gleicbnngen fiir die Grade n = 3 und 5 in fertiger Gestalt; weiterbin 
aber gelang die Herstellung dieser Gleicbungen direct noeb nicbt, 
und bier ist es die durcb Abel und Jacobi gescbaffene und durcb- 
gebildete transcendente Tbeorie der elliptiscben Functionen, welcbe 
zur Uberwindung der sicb entgegenstellenden Scbwierigkeiten beran- 
gezogen warden musste. Dieses gescbab in den auf Jacobfs An- 
regung einige Jabre nacb Erscbeinen der ,, Fundamental^ ausgefiibrten 
Untersucbungen Sobnke’s Es sind dort aus den Reibenentwick- 
lungen der urspriinglicben und transformierten Moduln Yk nacb Po- 
tenzen der Entwicklungsgrosse g (die in der von uns gebraucbten 
Bezeicbnungsweise mit identisch ist) Eigenscbaften der Modular- 
gleicbung entwickelt worden, welcbe sicb sowobl auf Vertauscbbarkeit 
der Argumente^ als auf die simultanen Substitutionen der Modular- 
gleicbung in sicb, wie endlicb auf die Gestalt der Modulargieicbung 
fiir den speciellen Wert u = 1 bezieben. Daraufbin gelangt Sobnke 
zu Ansatzen fiir die linke Seite der Modulargleicbungen, in denen die 
nocb bleibenden unbestimmten Coefficienten bernacb durcb die im 
Anfang des gegenwartigen Paragrapben gescbilderte Metbode der Reiben- 
entwicklungen bestimmt werden. Solcherweise sind von Sobnke die 
Modulargleicbungen fiir die Transformationsgrade 7, 11, 13, 17, 19 
wirklicb berecbnet worden. 

Wie man siebt, gebietet Sobnke bereits fiber alle diejenigen Ge- 

*) Man vgl. die ersten Artikel der Fundamenta nova (Konigsberg 1829). 

Vgl. dessen Abhandlnng : Aequationes modulares pro transformatione fune-- 
tionum eUipUearuWy Crelle’s Journal Bd. 16 (1836). 

10 =^ 
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siclitspunkte, welclie wir im Laufo der letzten Paragraphen fiir die 
AiifstelluBg der Jacobfsclien Modulargleichungen in Bereitschaft 
gestellt liaben. Es liegt demnach hier ein ganz besonders gilnstiges 
Beispiel fiir die Erorterung der Frage vor, inwieweit die iiberkommene 
Tlieorie durcli diejenigen Principien eine Forderung erfahren bat^ deren 
Gebranch im Laufe uiiserer Untersucliungen iiberall befxirwortet 
wurde. Man hat bemerkt^ wie in Sobnke’s Satzen iiber m = 1 der 
Keim zur Untersiichung der Verzweigang der Modulargleichung ent- 
halten ist Was aber thatsachlich der zielbewusste Gebrauch 
Riemaiin^scher Vorstellungsweisen fiir die Probleme der Transformations- 
tlieorie bedeutet^ braucheii wir nach den Erbrterungen der vorauf- 
gelienden Kapitel nicht noch besonders zu erklaren^'). Indem wir 
hieran nur iin Vorbeigehen erinnern, yerweilen wir etwas ausflihr- 
licher bei dem anderen Gesichtspnnkte, der hier zu nennen ist: E$ 
handelt sich um den consegiuenten Grebraiich der aiis Galois' Ideen ent- 
s^rungenen gmpjgenilieoretischen JBetracMimgsweise, Dass im Palle der 
Jacobi'schen Modnlargleichnngen die Satze iiber Transformation der- 
selben in sich von der aus nnd zugleich nnter Gebrauch der 
homogenen Schreibweise vollstandiger und glatter herauskommen, als 
bei Sohnke, ist freilich fiir das nachste Ziel der Untersuchung, 
namlich fur die Aufstellung der Modulargleichungen, von geringerer 
Bedeutung, und in der That wird man auch iiber die von Sohnke 
berechneten Gleichungen hinaus weitere nicht mehr berechnen wollen, 
Aber man mbge doch bemerken, dass im Yerlauf der letzten Kapitel 
nur durch steten Gebrauch der Modulgruppe und ihrer Untergruppen 
alle die Pragen in einer erschopfenden Weise beantwortet werden 
konnten, welche sich auf die Existenz der Transformationsgleicliungen^ 
auf ihre Reducibilitat, auf den Umfang des Begriffs der Modular- 
gleichungen u. s. w. bezogen. Vom Standpunkt der iiberlieferten Lehre 
wird man sagen diirfen: Der Gebrauch Galois^scher und Riemann'scher 
Gesichtspunkte hat im Gebiete der elliptischen Punctionen nicht erst 
eine Theorie zu erschaffen brauchen*, aber fiir die iiberlieferte Trans- 
formations- und Teilungstheorie giebt er uns die Mittel an. die Hand, 
sowohl die nateliche Begrenzung dieser Theorie zu iiberblicken 
(die sich denn als sehr viel weiter reichend erwies als man bis 
dahin angenommen hatte), als auch innerhalb dieser Begrenzung 

*) tJbrigens darf nicht nnerwahnt bleiben, dass auch bereits vor der plan- 
massigen Verwertung Riemann’scber Methoden die Verzweigung der Jacobi’schen 
Modulargleicbungen gelegentlich der Betracbtung unterzogen worden ist. Wir 
jSnden in dieser Beziebung besonders bemerkenswert die Barsfcellung in Briot- 
Bonquet, TheoHc dcs fofictiovis cllipti^ueSf Buck 8, Kap. 2 (Paris 1875). 
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eine nach Principien geordnete und erschopfende Darstellung zu er- 
moglichen. 

Indem wir die geschiclitlichen Bemerkungen fortsetzeu, bemerken 
wir, dass es^ wie wir oben bewiesen liaben, fiir alle Oongruenz-Haupt- 
moduln (unter gewissen Beschrankungen fiir den Transformationsgrad) 
Modulargleicliungen giebt. Im Gegensatze dazu batte man friilier 
ausser den Modulargleicbungen fiir 9 nur nocb solcbe fiir das Product 
beziehungsweise betrachtet. Auf die Gleichungen fiir die (pijj 

ist wolil zuerst Joubert aufmerksam geworden^), und es bat dann 
Konigsberger dieselben einer naberen Cntersuchung unterworfen 5 
die Gleicbungen fiir y<p^ treten zuerst bei Scblafli auf* **) '^’"^’*'^’). Wir baben, 
wie wir scbon andeuteten^ eine ausfiibrlicbe Untersucbung dieser Glei- 
cbungen um so eber unterlassen konnen^ als dieselben in dem bereits 
p. 2 genannten Werke von Hrn. H, Weber ausgedebnte Beriicksicbti- 
guug gefunden baben. 

Die Modulargleicbungen der Galois'scheii Hauptmoduln konnen 
wir aus nabeliegendem Grunde aucb als die Modulargleicliimgen der 
reguldren Korper bezeicbnen und also insbesondere die g-Modular- 
gleichungen als diejenigen des Ikosaeders. IJber die Existenz und 
Aufstellung dieser Gleicbungen entwickelte Hr. Klein zuerst in den 
Matb. Ann. Bd. 14 (1878) die grundlegenden Satze^ der ausfiibrlichen 
Durcbbildung des invariantentbeoretiscben Ansatzes fiir die Modular- 
gleicbungen der regularen Korper bat sicb dann in den Jabren 1884/85 
auf Anregung von Klein Hr. G. Priedricb unterzogen. Die Eesultate 
sind in der Leipziger Dissertation desselben j^Die Modulargleiclmngen 
der Galois' sclien Moduln der 2*®^ his 5*®^ Shife“ zusammengestellt f), 
und wir teilen aus derselben im folgenden Paragrapben insbesondere 
einige Modulargleicbungen des Ikosaeders mit. Die bei der zweiten 
Stufe eintretenden Modulargleicbungen waren bereits friiher von 
Cayley ff) durcb zweckmassige Zusammenfiigung coordinierter Jacobi- 

*) Sur diverses equations analogues aux equations modulaires. Com]Dte8 
ftendus 47, 1868. 

**) AlgebraiscJie Unter suchungen aus der Theorie der ellipUscJien Functionen, 
Crelle’s Journ. Bd. 72, 1869. 

Im Yerlauf der Abhandlimg ; Beweis der Hermite'schen Verwandlmigs- 
tafdn fiir die elliptiseJien Modularfunctioneny Crelle’s Journal Bd. 72 (1870). 
t) Vergl. auch Grunert’s Arcbiv, zweite Beibe Bd. B (1886). 
ff) Philosophical Transactions Bd. 164 p. 450 (1874). Wir verweisen bei 
dieser Gelegenheit auf die bemerkenswerten geometrisclien Untersuchungen, welche 
Stephen Smith uber die in Rede stehenden Modulargleicbungen angestellt hat 
{On the Singularities of the Modular Equations and Curves j Proc. of the London 
Math. Soc. vol. 9, 1878). 
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scher Modulargleichungen gewonnen (yergL oben p. 120). Endlicli 
finden wir nocli ftir die Oktaedermodulargleicliungeii zu bemerkei)^ 
dass dieselben infolge der Relation (3) p. 110 diircbaus mit den zur 
acbten Stufe geliorenden Modulargleicbungen von (p^\ iiberein- 

stimmen miissen. 

§ 9. Zusammenstellung einiger Modulargleiehnngeix 5^^^’ ntid Stufe. 
Bemerknng iifoer Mchteongmenzmodnlno 

KeiheiieiitwickluDgen iiacli Potenzeii von r far die letztliin durcli 
^2 bezeicbneten Modulfornien fiinfter Stufe konnen wir aus der 
Darstellung dieser Moduln durcli die zu n — 5 geliorenden Teilwerte 
(yz,iii entnelimen (cf, Formel (4) p. 32), wenn wir fur die letzteren 
Teilwerte ihre Potenzreilien nacli r heranzieben. Unter tny) 

wird man dann zweckniassig verstehen, worauf die Reilien- 

entwicklungen fiir die rji unmittelbar aus denen der gebildet werdcn 
konnen. Jedenfalls kann man sicli auf diesem Wege einige Anfangs- 
glieder der bezugliehen Entwicklungen fiir die in § 6 zusammengestellten 
vollen Formensysteme der verscliaffen'^'). Mit Hiilfe dieser Reilien- 
entwicklungen lassen sich dami nach der im Anfang des vorigen 
Paragrapben entwickelten Regel die numeriscben Coefficienten be- 
stimmen, welcbe im Ausdruck der linken Seite der Modulargleicliung 
zunaelist nocb unbekannt sind. 

Es ist bier natiirlicb keineswegs der Ort, Recbnungen dieser Art 
ausfiibrlicb zu entwickeln; moge es vielmebr geniigen, wenn wir fiir 
einige niedere Transformationsgrade die fertig bereclineten Gleicbungen 
in den Bezeichnungen des § 6 gleicb mitteilen. Besonders einfacb 
gestalten sich die Ikosaedermodulafgleichungen fiir die Falle der 
Digredienzj wir haben bier z. B. 

'n — 2 : Ay 5 == 0 , 
n 3 : 84 — 0 , 

(1) 7: A/-AyA, = 0, 

8 : 

.^^ = 13: B/B,- 83 ^ 8 / - 848 ^ = 0 . 

Daran reiben wir in den Fallen der Cogredienz nocb folgende 
Beispiele: 

*) Wir bemerken ubrigens, dass im folgenden Abscbnitt Potenzreihen fCir 
1*1; ^2 explicite mitgeteilt warden. 
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■n= 4: — B, = 0, 

w= 6 : 11 • 17 V - 18 • 49 VAio + 16 • 121 VAe 

— 17 -TSA/" = 0, 

n= 9: 11 • 17Be^ + 6 • 49Bi^Bio + H • 16 • 53Bi«Bs 

— 17-577Bi^^ = 0, 

n = 11 : 11 • 17A/ — 18 • 49Ai^Ajo — 8 • 11 ■ SSSA/A^ 

— 17 • 75841Ai^^ = 0. — 

Um fur die Jacobi’sclien Modulargleichungen etwa erstlieh den 
niedersten Falle n = 3 zu erledigen, so haben wir aus dem Formen- 
system (10) p. 144 solcbe Verbindungen berzustellen, welcbe in den 
Vi (und Mi) von vierter Dimension sind und zugleicb bei Ausiibung der 
Operation s das Zeicben wecbseln. Die einzigen Verbindungen dieser 
Art sind B4 und und da B^ jedenfalls als besonderes Glied in 

der linken Seite der Modulargleicbung entbalten sein wird (zufolge (1) 
p. 141), so lautet der Ansatz: 

/■(«!, v^-j Ml, Mg) = B 4 + aBgBg'. 

Die Formel (5) des vorigen Paragrapben liefert jetzt: 

(3) f{v^, Vg; 1, 1) = V — V + — V) = (^i + ^ 2)K — ^2)®^ 

woraus sicb « == — 2 ergiebt. Fur « = 5 gelangen wir in analoger 
Weise durcb Benutzung der Satze von § 7 zum Ansatze: 

^2') “u %) = + aAgA^ + tAg^Ag', 

woraus wir durcb Benutzung der Identitat (5) p. 147 mubelos a= — 4, 
1 = 8 bestimmen. In entsprecbender Weise verfabre man aucb in 
den nacbstfolgenden Fallen. Wir stellen etwa die fertigen Formeln fiir 
n—d, 5, 7 bier zusammen: 

n = S: B^ — 2BgBg' = 0, 

.« = 5: Ag'®-4AgA, + 8Ag^Ag'=0, 

_ 7 . Bs- 2Bg(Bg=> + SBg^Bi^ + 10BgB/ + 4Bi«) = 0, 

Oder in ausfubrlicber Gestalt, und zwar nicbt bomogeu: 

’n = S: v^ — M* — 2vu(v^u^ — 1) = 0 , 

_ 5 . (i;2 — — 4vu(v^u^ — 1) 4" 8v^u^(v^ M®) = 0, 

' » == 7 : v^ + u^ — 2i/u^ — l<ov^uXvu—iy~2Qvhi\vu~iy 
— 8vu(vu — 1)® = 0. 

Die fur w = 3 und w = 5 mitgeteilten Formeln geben in die sonst 
bekannten Gestalten dieser Modulargleicbungen erst durcb Zeicben- 
wecbsel des u iiber. Dies muss aber aucb so sein; denn man bat 
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sonst immer die transformierten — wie wir sie in der ersten 
Eeihe (2) p. 146 clefinierten, ohne weiteres aucli in den Fallen 
= 8A + 3 gebrauelit. Es wiirde das fiir uns, wie man leiclit be- 
rechnen wircl^ darauf liinauskommen^ dass wir den Fallen n = + 3 


das Transform ations-Scliema 



zn Grunde legen. 


Wir kniipfen bieran nocli eine erganzende Bemerkung betreffs 
nnserer frtilieren Beliaiiptung uber die Transformation von Nichtcongruenz- 
moduln. Der Transformation drifter Ordnung der Function zweiter 
Stufe 9® geliort eine Modalargleichung vierteii Grades zu, die wir uns 
durch eine vierblattrige Riemann’sche Flacbe versinnlichen. Zur 
Trageriu der complexen Werte 9^ walilen wir wieder eine Kugeb 
deren Pole die Punkte 0^ 00 tragen, wabrend sich auf dem Aequator 
die Werte vom absoiuteii Betrage 1 vorfinden. Die fraglicbe Riemann- 
sche Flacbe ist bei 9^ = 0 , 1, 00 derart verzweigt^ dass stets ein 
Blatt isoliert verlauft, wabrend die drei anderen cyclisch zusammen- 
bangen. Fiir diese Flacbe aber ist 9® und 9'® ein voiles Functionen- 
system. Jetzt bilde man unsere Flacbe auf die Kugel der complexen 
Werte von 9^^ = 1/9® ab; es wird uber jener Kugel eine ganz abn- 
licbe Flacbe entspringen, die nur einen Verzweigungspunkt 
bescbriebener Art mebr aufweist, namlieh bei 9"^ — — 1. Pur diese 
Flacbe ist 9^, 9'^ ein voiles Function ssy stem, verbunden durcb eine 
irreducibele Relation, in der 9'^ auf den vierten, 9^ aber auf den 
acbten Grad steigt. Auf der neuen ist 9'^=]/^s jedenfalls un- 
verzweigt, ob aber aucb eindeutig, ist die Frage. 1 st letzteres der 
Fall, so wird die eben genieinte Relation im Bereicbe 9"^, 9''^ reducibel, 
und nun wissen wir aus clem Oongruenzcharakter der Function 9^, 
class die Reducibilitat in der That eintritt. Den gekennzeicbneten 
Scbritt konnen wir nun nocb zweimal in vollig analoger Weise mit 
demselben Erfolge wiederholen, urn derart zur ersten Gleicbung ( 5 ) 
zu gelangen. Wollen wir nun aber weiter it = v = 'if setzen, so 
fuuss die entspringende Relation: 

( 6 ) if — + 2y^x^ 


im JBeTeiclie y iTrediicidel seiu, wenn anders unsere SeJiccuptung ge‘ 
griindet ist, dass fur Fichtcongruenmoduln Modiilargleichungen allgemein 
oiicht existieren. Die Irreducibilitat von (6) lasst sicb nun aber wirk- 
licb leicbt aufweisen, wie wir im folgenden zeigen: 

Jedenfalls ist namlicb die linke Seite von (6) irreducibel im 
Rationalitatsbereiebe x, und also aucb in y, x^. Man kann sicb dies 
etwa functionentbeoretiscb deutlicb macben, indem man davon ausgebt, 
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dass z. B. bei der Substitutions^^® die Function l/t; (co) = (3(u) bei 

unverandertem ti(a)) das Zeichen wecbselt^ und dass sich also bei 
gegebeneni u aclit zugehorige Werte von Yv durcli Monodromie des u 
erreiclien lassen. Sollte unsere Gleicbung also im Bereiche y in 
zwei Pactoren zerfallen^ so muss der einzelne derselben ungerade 
Potenzen sowohl von 'wie x aufweisen. Daraufhin sclireiben v^^ir 
den ersten Factor in der Gestalt: 


( 7 ) 




ax b 
cx -i- 


wo a-j I, c, d gauze Functioneii von x und y sind, die nur nocb gerade 
Potenzen dieser Grossen enthaltem Da aber im Product beider 
Factoren y nur nocb in gerader Potenz enthalten ist, so wird der 
zweite Factor aus (7) einfacli durcli Zeicbenwecbsel des zweiten 
Gliedes entspringen. Der Ausdruck der linken Seite von (6) wilrde 
dainit: 

( 8 ) c^x^y^ + ^^ 2 /^ — ^ 52 ^ 2 cclxy^ — 2 aix, 

imd da ungerade Potenzen von x dock nicht mebr auftreten dilrfen, 

so trifft einer der folgendeii vier Falle zu: 

1) = c = 0; S) h = c = 0 ^ 

2) a = d — 0, 4) & = rZ = 0. 

Der erste und letzte Pall sind bier sofort auszuscbalten; trafe einer 
von ihnen zu^ so wiirde f nur nocb gerade Potenzen von x enthalten, 

Audi I = c = 0 kann nicht zutreffen; bier wiirde namlicb (8) in 

(^ 2^2 — a^x^) ubergehen^ und das Glied y^ miisste von d^y^ geliefert 
werdeiij entgegeu dem Umstande, dass y in d dock nur in zweiter 
Potenz enthalten sein kann. Es bleibt der Fall (2)^ der die Iclentitat 
mit sich bringt: 

y^ — x^ — 2y^x^ + 2y^x^ — W — 

Da in c die x, y nur auf den zweiten Grad steigen, so seize man 
c = ax^y^ + §x^ + yy^ + ^7 miisste hierauf 

(ax^y^ + ^x^ + yi/ + d^x^y'^ + — 2t/x^ + 2y^x^ 

mit dem Quadrat einer* ganzen Function von identisch werden. 

Man berechnet leicht ins einzelne, dass dies durch keine Wahl der 
numerischen Grossen S erreichbar ist. Die linke Seite von 

(6) ist demnach thatsachlich irreducibel. 
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§ 10. Von den irrationalen Gestalten der Jacobi’schen Modular- 
gleicliiingen, den Modnlarcorrespondenzen imd den Relationen 
zwischen transformierten O’-ISTnllwerten. 

Es ist eine seit lange bekannte ThatsacLe, dass die Jacobfsclien 
Modulargleichnngen fiir einige Transformationsgrade eine iiberraschend 
einfaclie Gleicliungsform annehmen^ wenn roan in deren Ausdruck 
neben den Wurzeln aus dem Legendre^schen Integralmodul immer 
aucb. nock die Wurzeln aus dem complementaren Modul — P 

zulasst. Wir wollen diese ,, irrationalen Gestalten der Modulargleichung^^ 
fiir die Transformationsgrade 3 nnd 7 wirklich. ableiten, wo wir za 
besonders einfachen Formeln gefillirt werden; wir versteben hierbei 
unter P nnd die entsprecbenden transformierten Moduln. 

Bei dem Transformationsgrade n = 3 ist es niclit direct die 
Jacobrsche Modnlargleiclinng (5) § 9, welclie man in die irrationale Gestalt 
umsetzt, sondern vielmebr die entspreckende Modulargleickung ackter 
Stufe. Nack friilieren Regeln werden wir diese gewinnen^ wenn wir 
in der ersten Gleickung (5) p. 151 bei unverandertem v das Yorzeicken 
von u weckseln und die so entspringende Gleickung mit der urspriing- 
licken multiplicieren. Es folgt solckerweise: 

(- y-i — — 1 ) 2 ^ 

was man sofort in die Gestalt umsetzt: 

Setzt man kier ^ 1 — 7/2^ 1 ~ ^2 kommt: 

= (i - yhyry 

und durck Aiiszielieu der vierten Wurzel endlick die gewtinsckte 
Gleickung: 

(1) yiyi + ywyv = i 

Fiir die Transformation siebenten Grades bleiben wir direct bei 
der dritten Gleickung (5) p. 151, die wir explicite 

( 2 ) — 8 ^;^== 0 
schreiben. Man siekt, dass sick (2) sofort in die einfacke Gestalt: 

(1 -^®)(1 - t ;®) = 

Diese Entwicklung ist von Jacobi in Art. 30 der Pundainenta nova ge- 
geben worden; Gleicliung (1) ist iibrigens bereits Legendre bekannt gewesen 
und fiibrt nack ikm den Namen der Legendre’scken Modulargleickung. 
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zusammeiiziehen lasst^ welclie nach Auszielien der acliten Wurzel und 
Einfiilariing der 7v^ 1, V die beabsiclitigte Eelation ergiebt: 

(3) i/Fj/z + y¥Yf= 1 *). 

Indem wir liier unterlassen, aacb noch fiir n = b eine entsprechende 
Relation zu entwickeln (die librigens etwas weniger einfacb ansfallen 
wurde^’*’^')); wollen wir vielmehr die iuteressanten Aufscbliisse aiideuten, 
welcbe imsere in Bd. I entwickelte Tbeorie vom Wesen dieser merk- 
wtirdigen Relationen an die Hand giebt. Wir sagen gleicli ganz all- 
gemein so; Es sei eine Congruenzgruppe Stufe und J ein 
voiles Modulsystem derselben; es sei ferner der Transformationsgrad n 
relativ prim zu und werde, modulo m genommen^ durcb. m — ncj 
in sich selbst transformiert. Dann lehren die Principien des vorigen 
Kapitels, dass &' = si{n(o) einer irreducibelen Gleicliung Grades 
geniigtj deren Ooeffieienten rational in ^ und J sind. Man denke sicb 
nun das Polygon Ffj, zu einer im Eaume geschlossenen Flache um- 
gestaltet; auf dieser werden dann dem einzeluen Punkte immer ip Werte 
zugewiesen seiii, und es sind das ersichtlich die Werte ^{Iii(cS)), 

wo die JR, ein zum Schema gehorendes Reprasentantensystem 

durclilaufen. Jetzt liegt aller Nachdruck darauf^ dass wir jedem dieser 
7 p Zalilwerte 0(Bi((X))) jeweils auch nocli den zugeliorigen Wert 
hinzugesellen konnen. Solcherweise entspringeo als dem urspriioglichen 
Wertsystem J zugewiesen tp Wertsysteme 0 ^, J\ und durch diese 
letzteren kann man offenbar ip Punkte der Flache als definiert 
ansehen. Der Transformation Ordnung von bestimmtem Schema ent- 
sgriclit in diesem Sinne eine geivisse FunUcorresponden^'^''^'^') auf der 
Biemann'schen Flache Ff^, hei welcher jedem Funlite der F^ lestinimte 
ip Bunlde derselben Bugeiviesen sind, eine Gorrespondem , die als solche 
naturlich vom gerade gcivdhlten Ilodidsystem 0 , J unablidngig isift)- 

Diese Gleichung ist von Gutzlaff entwickelt in der Abhandlung: Aequatio 
modtdaris pro transfonnatione functionum ellipticarum septimi or dims j Crelle’s Jour- 
nal, Bd. 12 (1832). 

Cf. Fundamenta nova Artikel 30. 

•J-'-J**) Diese zuerst in der Geometric gebrauchte Benennung (man selie die 
gleich folgende Entwicklung) riilirt von Cbasles her. 

t) In der That lasst sich das namliche Resultat aufs leichteste mit Hiilfe 
der Satze des vorigen Kapitels unter directem Gebrauoh der Reprasentanten B^((jo) 
und der Fundamentalpolygone der co-Halbebene zur Ableitung bringen, ohne dass 
dabei irgend wie von bestimmt gewahlten zum Polygon gehorigen Modulfunc- 
tionen die Rede ware. Auf die hiermit gemeinte Auffassung werden wir weiter 
unten (im letzten Abschnitt) noch ausfiihrlicher zuruckkommen. 
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Die so gewonnene Auffassung der Transformation ist ganz un- 
abhangig davon, ob das Gescblecht der Ffacbe i> = 0 oder j? > 0 
ist. Trifft ersteres zu, so sei ^ ein zugeboriger Hanptmodul; wir werden 
in diesem Falle die fraglicke Correspondenz durcb eine algebraisclie 
Gleicbnng f{/, 0 ) = Q in Bezug auf 0 ' Yom Grade ^ ausdriicken^ 
welche offenbar die zugeliorige Modulargleiebung ist. Ist aber jp > 0, 
so kann eiue einzelne Grosse 0 zum Ausdruek der Correspondenz 
nicht mehr binreichen; da wiirde die Relation f{0', ^) = 0, wie wir 
wissen den Grad iibersebreiten. Vielmehr werden wir Mer die 
Modiiln 0 Q, 0 ^, , , 0V-X eines vollen Systems immer 0 ugleicli der ein- 
0 elncn Transformation Ordnung unterwerfen milssen; tvie wir dber 
diese Moduln 0 uh7ngens wdlileoi, ist dur chans gleichgultig. Wenn wir 
jetzt vermoge der 0 die Flacbe nacb den in I p. 557 u. f. auseinander- 
gesetzten Anschauungsweisen auf eine Curve G des Raumes Bv von 
V Diniensionen abbilden, so werden wir den vorbin ausgesprocbenen 
Grundsatz aucb folgendermassen formulieren konnen: Anf der Curve 
C des GescMechtes p begrilndet die Transformation Ordnung von be- 
stimmtem Schema eine gewisse^ iibrigens algehraische, Corresponden 0 ^ bei 
der jedem Punlde der C bestimmte f iveitere Punhte derselben 0 ugeordnet 
sind, Diese Correspondenz, die wir hinfort als eine Modularcorresponden0 
bezeicbnen wollen, wird durcb die algebraischen Relationen zwischen 
den ursprunglicben nnd transformierten Moduln 0q, 0^, . . 0v^i zum 
Ausdruek gebraebt. 

So hat sicb, indem wir der Transformation der Hauptmoduln 
diejenige der Modulsysteme anreihen, die Lebre von den Modular- 
gleiehungen als erstes Glied in der allgemeinen Theorie der Modular- 
corresponden0en erwiesen, welcb' letztere in alien wesentlicben Punkten 
die Einfacbbeit der Modulargleichungen teilen, in Anbetracht des 
Grades 'ip, der Vertausebbarkeit der Argumente und der Galois’scben 
Gruppe*^). An die ausfubrlicbe Betraebtung der Modularcorrespondenzen 
wollen wir mit alien Mitteln der modernen Functionentheorie beran- 
treten; um dieselben aber berbeizusebaffen, niiissen wir diese Unter- 
suchung bis in den ubernaebsten Absebnitt versebieben. Hier nur 
nocb die Deutung, welcbe die Gleicbungen (1) und (3) mit Hiilfe der 
jetzt gewonnenen Gesiebtspunkte erlangen. 

Die beiden Modulfunctionen |/yl, ]/l — 2. oder, wie wir hier 
zweekmassiger sagen, Yk^ Yk' bilden das voile Modulsystem einer zur 

*) Diese zn dea Modularcorrespondenzen fiilirende Gedankenentwicklung 
■wurde you Hrn. Klein zum eraten Male in der zu Anfang des Kapitels genannten 
Arbeit sMzziert; auf die bierber geborigen Arbeiten der Herren Hurwitz und 
E. Fiedler kommen wir unten ausfiibrlicb zuriick. 
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16 ten Stufe gehorenden ausgezeichneten r 3 S 4 ; welclie man in Bd. I 
p. 679 (oben) definiert findet. Das Polygon derselben wird vermoge 
dieses Modulsystems eindeutig auf die Curve acbter Ordnung: 

( 4 ) + 

bezogen, welche wir unter Aufnahme der homogenen Ooordinaten 

(5) }/M : 1 
in der homogenen Gleicbungsform anschreiben: 

( 6 ) == 0 . 

1st nun der Transformationsgrad n eine beliebige ungerade Zahl^ so 
wird ganz ofiPenbar die modulo 16 reduciert, durch g)' = nco in 
sich transform iert, so dass z. B. fiir n = 1 auf der durch (6) dar- 
gestellten Cg eine algebraische Correspondenz entspringt, die jedem 
Punhte der Cg acht weitere Punhte zuweist. Hier werden wir nun 
die Gleichung (3) dahin interpretieren, dass die in Bede stehende 
Correspondent in einfaehster Weise durch gerade Linicn mm AusschniU 
gebracht wird, Fiibren wir namlich der Gleichung (5) entsprechend 
fiir die transformierten Moduln die Bezeichnung ein: 

so schreibt sich Gleichung (3) in die neue Gestalt um: 

(7) 2/i^i + 2/2% — 2/3% = 0* 

Jedem festen Punkte {x^, x^) der Cg entspreehen soleherweise bei 

unserer Correspondenz diejenigen acht weiteren Punkte, welche durch 
die Gerade (7) ausgeschnitten werden; nattirlich siud dabei die yi als 
die laufenden Coordinaten der 6g anzusehen. In ganz analoger Weise 
wird man die Interpretation der Legendre’schen Modulargleichung (1) 
an die ausgezeichnete fgg der achten Stufe resp. an die zugehorige 
Curve vierter Ordnung ankniipfen. 

Gehen wir beilaufig durch Adjunction von j/fc/c' zu den Stufen 12 
bez. 24 und 48, so sind z. B. auch die folgendeu Relationen : 

U + ¥V +2 YMJc'f = 1 , 

( 8 ) Yki 4 - y¥V + 2 YmFJ = 1 , 
yM + yjTV + 1/2 yuFf = 1 , 

die der Eeilie nach den Transformationsgraden n = 5, 11, 23 ent- 
sprechen, auf Grand der skizzierten Theorie der Modulareorrespondenzen 
unmittelbar verstandlicli; es handelt sicli dakei um Correspondenzen 
12*“ und 24*®“ Grades auf den zugehorigen Raumcurven. Wir 
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kommeiij wie sclion gesagt, auf diese Gegenstande im letzten Absclinitt 
nocli ausfiihrlicli zuriick, wo wir dann ancli die naheren litter arischen 
Angaben iiber die Gleicliiingen (8) zu maclien liaben. 

Die hiermit gekennzeiehnete functionentlieoretisclie Auffassung der 
irrationalenModulargleicliungen ist^ wie wir beraerkten^ dureliaus iieueren 
Datums; die friilieren Untersuchungen anderer Mathematiker zielten 
mehr auf directe Hersteliung einzelner filr besondere Falle geltender 
eleganter Pormeln ab; Dies ist beispielsweise die Tendenz^ welcbe die 
Dissertation von Hrn. ScJiroter'^') beberrscht. Was die dort verwandte 
Metliocle angeht^, so bemerke man, dass die soeben mitgeteilten 
irrationalen Modulargleicbungen vermoge der auf p. 30 angegebenen 
Formeln (5) in Eelationen zwisehen den ursprunglicben und trans- 
formierten '^-Nullwerten d'Q, bbergehen. Das Problem war also^ 

entsprecbende Eelationen zwiscben ^-Teilwerten fiir die einzelnen Trans- 
formationsgrade direct berzustellen, und die Operationsbasis lieferten 
bierftir die Reiben- und Productentwicklungen der O'. 

Die Betrachtung derartiger 'O’-Eelationen gewann dadurcb ein 
bistoriscbes Interesse, dass man im Gauss'schen Nacblass hierber ge- 
horige Entwicklungen vorfand**^'^'). Gauss’ „neue Transcendenten^^ 
JP{oo)j Q(p[))j Fh(x) sind geradezu mit den Nullwerten ^O’^, -O’g idem 
tiscb, und die Gauss’schen Entwicklungen ergebeii bei dieser Sacblage 
-O’-Relationen fur die Transformationsgrade 3 und 5. Untersuchungen 
dber derartige Eelationen fiir n = 3, 5, 7 . . . . sind sebr zablreicb 
angestellt worden und setzen sich bis in die neueste Zeit fort^'*^). 
Man bat sicb dabei im allgemeinen keineswegs nur auf eine einzelne 
Relation fiir jeden Transformationsgrad beschrankt, welcbe geeignet 
ware, die betreffende Jacobi’sche Modulargleicbung zu ersetzen. Viel- 
mebr ergaben die Metboden zumeist gleich eine grosse Menge ver- 


Be aequationihus modularibus, Regiomonti 1854; vergl. aiicli die Mit- 
teilung in Bd. V der Acta Mathematica, x^. 208 (1884). 

Man sebe die Abbandliingen y,Zur Theorie der nemn Transcendenten^‘ im 
dritten Bande der gesammelten Werke p. 465. 

Wir machen etwa die folgenden Abbandlungen nambaft; Sobering, 
Mitteilungen iiber den dritten Band von Gauss’ Werhen (Math. Ann. Bd. 1, 1868); 
Goring, Untersuchung iiber die Teilwerte der Jacobi' schen Thetafimctionen und 
die im Gauss'schen JSfaclilasse mitgeteilten Bezkhungen derselben (Math. Ann. 
Bd. 7, 1874); Herstowski, Zur Theorie der Jacobi’ schen Thetafunctionen (Math. 
Ann., Bd. 11, 1876); Krause, Sur la transformation des fonetions ellipfiques 
(Acta Math. Bd. S, 1883); F. Muller, Zur Transformation der &-Functionen 
(Grunert’s Arcbiv, 2^® Reihe Bd. 1, 1884); Rohde, Zur Transformation der 
^-Functionen (ebenda Bd. 3, 1885); Russel, On Icl — FV modular equations, 
(Bond. Math. Soc. Proc. Bd. 19, 1888). 



IV, 4. Aufstellung der Modalargleicliungen hoherer Stufe. 


159 


schiedener Relationen, von denen man die eleganteren fertig bereclinete, 
oline indessen des geuaueren die zwisclien ilinen bestehenden alge- 
braiscben Bezieliungen zu verfolgen. Wie diese Beziebungen ans der 
Tbeorie der Modulfunctionen entspringen^ und wie daraufliin die 
Gesamtlieit der beim einzelnen • Transform ationsgrad eintretenden 
'^’-Relationen auf Grand einbeitlicber algebraiscber Principien leicbt 
iiberblickt werden kann^ ist vom Herausgeber gelegentlicli erortert 
und fiir die Transformationsgrade n = Z, 5 vollstandig darcligefdhrt 
worden ^). 


*) Vgl. die Leipziger Dissertation: Uher Systeme ellipUsclier Modulfunctionen 
(Braunschweig, 1886) sowie die Abhandlung: JDie Congruen::(jruy]3en der sccJisten 
Stufe (Math. Ann. Bd. 28, 1886). 



Punftes KapiteL 

Anweiidung der lodiilargleicliTingeii erster Stufe auf die Tlieorie 
der ganzzaliligen binaren quadratisclien Eomen. 

Im Abschnitt II Kap. 3 (Bd. I p. 243 u. f.) ist die Anwendung 
anseinandergesetzt^ welehe die Modulteilung der co-Halbebene auf die 
Lebre von den ganzzabligen binaren quadratiscben Pormen der 
elementaren Zablentbeorie zulasst. Vermoge zweckmassiger geo- 
metriscber Reprasentation der Pormen gelang es, die Aequivalenz und 
Reduction der Pormen mit den rein anseliaulicben Mitteln der Modul- 
teilung zur Darstellung zu bringen, und zugleich wurde die Endlichkeit 
der Classenanzahl bei gegebener positiver wie negativer Determinante 
D durch ein paar binzukommende aritbnietische Scblusse festgestellt. 
Man weiss, dass die Bestimmung dieser Classenanzabl bei gegebener 
Determinante D den Hauptgegenstand in der eingebenderen Tbeorie 
jener quadratiscben Pormen ausmacbt; und bier ist es nun^ wo uns 
die in den voraufgebenden Kapiteln entworfene Transformationstbeorie 
und insbesondere die Tbeorie der Modulargleichungen eine Reibe 
scbbner Anwendungen zu Gebote stellt. Die Arbeiten von Eronecker 
und Stephen Smith, an die wir dabei anzuknupfen baben (die ge- 
naueren Citate folgen weiterhin im Text) gehen von den Modular- 
gleicbungen zweiter Stufe, bez. den Jacobfscben Modulargleichungen 
aus. Wollen wir indes die allgemein verbreitete Gestalt der Tbeorie 
der quadratiscben Pormen benutzen und so der tJberlegung die ganze 
bei ihr erreicbbare Binfachheit und Ubersicbtlicbkeit erteilen, so miissen 
wir zunacbst die Transformation erster Stufe und also die Modular- 
gleichungen erster Stufe zu Grunde legen; und in der That finden wir 
bier einen neuen Beleg fur die Ricbtigkeit der uberall von uns fest- 
gebaltenen Anscbauungsweise, dass man die erste Stufe vor den ubrigen 
in Betracbt zieben soil. Selbstverstandlich ist Hermit gemeint, dass die 
boberen Stufen spaterbin in entsprecbender Weise untersucbt werden 
sollen, wie dies im folgenden Kapitel und in dem secbsten waiter 
unten folgenden Abscbnitt nocb geschehen wird. — tjber die sicb 
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unmittelbar an die Auseinandersetzungen des gegenwartigen Kapitels 
anscbliessende Theorie der complexen Multiplication der elliptisciien 
Functionen konnen wir leider niir einen kurzen Bericlit anfiigen und 
mxissen im librigen auf die sonstigen Bearbeitungen dieses Gegen- 
standes yerweisen. 

§ 1. Erganzende Satze iiber die binSren quadratiscben Formen 
Tind ilire geometrisehe Eeprasentation. 

Bevor wir zum eigentlichen Gegenstande unserer neuen TJnter- 
sucbung tibergeben, mtissen wir vorab eine Reibe von allgemeinen 
Satzen tiber die ganzzabligen binaren quadratiscben Formen zusammen- 
stellen, welcbe die in Bd. I 1. c. entworfene Tbeorie dieser Formen 
in verscbiedenen Punkten erganzen. 

Eine vorliegende Form (a, b, c) gebt durcb die ganzzablige Substitu- 
tion x' == — X, y' — y der Determinante — 1 in (a, — h, c) iiber. Hat 
sie die negative Determinante D — — A, so gebt dabei der reprasen- 

tierende Punkt — — der neuen Form aus dem der urspriinglicben, 

^ ^ durcb Ausiibung der Modulsubstitution meiter Art A 

bervor. Das Gleicbe gilt im Falle einer positiven Determinante D 
von den beiden reprasentierenden Halbkreisen der fraglicben Formen: 

a{^ -|- 2/^) + + c = 0 . 

Nun ist jede mit {a^ b, c) im Sinne des zablentbeoretiscben Spracb- 
gebraucbs „uneigentlicb^^ aquivalente Form mit (a, — 6, c) eigentiicb 
'Equivalent ; und also folgt obne weiteres der Satz: Smd mei Formen 
(ccyby c), (a% h'j c') uneigentUch dquivdlent, so gelmz die reprasentierenden 
Punkte be0, HaTbkreise durcli Modulsubstitutione^i sweiter Art auseinander 
hervory und umgekehrt^), 

Vor allem mogen nun bier unter Beriicksicbtigung der uneigent- 
licben Aquivalenz und also der Substitutionen zweiter Art die Satze 
iiber die Transformationen der einzelnen Form in sicb eine umfassende 
Zusammenstellung finden, und zwar erstlicb fiir negative Determinanten. 
Wir nebmen bei D < 0 iibrigens die Formen sogleicb in der Gestalt 
(P, Qy R) d. i Px^ + Qxy + Ry^ an, die wir in I p. 260 unter dem 
Texte einfiibrten. Als Determinante baben wir dann 

(1) p A = - 4PP, 

*) Man vergb die vorlEufige Mitteilnng unter dem Texte von I p. 249. 
Kleiu-Fricke, Modulfunctionen. II. 11 
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und. der reprasentierende Punkt wird: 


( 2 ) 


~Q + 
2P 


Es liegt dieser Formel offenbar die Annabme zu Grunde, dass wir 
bier Hur mit positiTen Pormen (P, Q, H) arbeiten wollen, da anderen- 
falls der in (2) gegebene Punkt m der negativen Halbebene angeboren 
wQrde. 

Liegt der reprasentierende Punkt (2) im Innern seines Elementar- 
dreiecks, so wissen wir, dass (P, Q, B) nur durcL die Identitat in sick 
ubergefiibrt wird. 

Die nachste Besonderbeit, welcPe nunmebr eintreten kann, ist 
diejenige, dass der Punkt (2) auf einem Symnietriekreise, jedocb nicbt 
gerade in einer Ecke der Modulteilung liegt. Alsdann. gebt (P, Q, P) 
ausser durcb 1 nocb dnrcb die zu jenem Symmetriekreise gehorende 
Spiegelung, insgesamt also durch die Operationen einer in der erwei- 
terten f enthaltenen in sieh iiber und ist also sieb selbst zugleicb 
eigentlich und uneigentlich Equivalent. Trifft dies zu, so konnen wir 
sofort zu (P, Q, B) aquivalente Pormen in unendlieber Zabl angeben, 
deren reprasentierende Punkte auf den verticalen Geraden der Modul- 
teilung liegen. Pormen (P, Q, B) der letzteren Art sind durcb die 
Eigenscbaft charakterisiert, dass ibr mittlerer Coefficient Q durcb den 
ersten P teilbar ist. Das sind aber die ambigen Pormen*), und wir 
formulieren sofort den Satz: Isi eine Form sich selbst uneigentlich ciqui- 
valeitt, so gehort sie einer ambigen Formclasse am. Wir konnten drei 
Arten von ambigen Formclassen unterscbeiden, je nacb der Seite des 
scbraffierten Ausgangsdreiecks, auf der der reprasentierende Punkt ge- 
legen ist; die reducierten Pormen dieser drei Arten von Formclassen 
baben bez. die Gestalt (P, 0, M), (P, Q, B) und (P, P, B). 

Der Fall, dass der reprasentierende Punkt (2) einer vorgelegten 
Form in einer mit m == i oder q aquivalenten Ecke der Modulteilung 
gelegen ist, wurde bereits I p. 247 ausfiibrlicb betrachtet. Wir 
konnen hinzusetzen, dass die bierber geborenden Pormen stets ambig 
sind und als reducierte Pormen die Gestalt (P, 0, P) bez. (P, P, P) 
baben. Die gesamten Substitutionen, welcbe eine Form (P, Q, B) 
fraglicher Art in sich iiberfubren, bilden eine bez. eine Gg . 

Sei jetzt (a, 6, c) in der gewobnten Bezeicbnung fur eine Form 
der positiven Determinante B gebrancbt, so wissen wir zuvorderst, 
dass zu dieser Form eine cycliscbe Gruppe G«, von byperboliscben 


Cf. Dirichlet-Dedekind, Zalilentheorie p. 138, 
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Substitutionen gebort, welcbe {a, hy e) in sicli transformieren; die er- 
zeugende Substitution dieser 6ra> war 


( 3 ) 



WO T, U die kleinste positive Losung der Pell’schen Gieichung 
f — Du^ = <3^ darstellte und 6 der Teiler der Form (a^ by c) war. 

Als Specialfall betraebten wir zunachst wieder den^ dass {ay by c) 
sick selbst uneigentlicb aquivalent ist. Es muss alsdann der reprasen- 
tierende Halbkreis von (a, by c) durcb die betreffende Modulsubstitution 
zweiter Art in sicb ubergeflilirt werden, Hierbei aber ist sogleicli 
nocli eine wicbtige Bemerkung einznscbalten : Sind {ay by c) und {a'y h\ c') 
aqui valent y so gebt durcb die betreffende Modulsubstitution erster Art 
die erste Wurzel von aco^ 2b(D + c — 0 wieder in die er^ste von 
a'a>^ + 2&'co -j- 0 uber (cf. I p. 251); geben wir aber durcb die 

Substitution o' = — o von {ay by c) zur uneigentlicb aquivalenten 
Form {a, — 5, 6), so wird aus der ersten Wurzel der einen Form die 
zweite der andern. Nun wollten wir die Operation o' == — co (um in 
der positiven co-Halbebene zu bleiben) durcb die Modulsubstitution A 
ersetzen. Da ist denn also (was geometriscb sofort evident ist) der 
Pfeily mit dem wir in I p. 251 den Halbkreis von (a, by c) ausgestattet 
dacbten, bei Ausiibung von A gerade umzukebreny damit er die ricb- 
tige Lage des zu {ay — by c) geborenden Pfeiles auf dem zugeborigen 
Halbkreise angiebt. Das ist naturlicby wie man sofort bemerken wird, 
eine allgemeine Regel fur uneigentlicb aquivalente Formen (da docb 
bei eigentlicber Aquivalenz die erste Wurzel der einen Form immer 
wieder die erste der anderen Form ergiebt^ und somit Umkebrung des 
Pfeiles bier nicbt eintritt). Wenn wir also jetzt zur obigen Form 
{ay by c) zuriickkebreny die durcb V in sicb selbst iibergefiihrt wirdy 
so werden wir gleieb des genaueren sagen: der zugeborige Halbkreis 
wird durcb F derart in sicb transformiert, dass dabei seine beiden 
auf der reellen Axe stebenden Fusspunkte permutiert werden. V bat 
demzufolge auf dem Halbkreise^ und zwar im Innern der Halbebeney 
einen Fixpunkt und ist somit nacb I p. 226 eine Spiegelung; also das 
Resultat : Ist {ay by c) sich selbst iineigentlich dgiiimlenty so schneidet der 
rejprdsentierende Halblcreis einen und damit ime}idlich viele Symmetrie- 
Icreise der Modulteilung orthogonal; die mgehorigen Sjgiegelungen erweitern 
die aus (3) m ermigende auf eine welche nm die gesamten, 

{ay by c) in sich uberfuhrenden Substitutionen giebL — Indem man einen 

11 * 
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einzelnen der orthogonal getrofifenen Symmetriekreise der Modnlteilung 
in eine senkrechte Gerade derselben transformiert, geht b, c) in 
eine solche aqnivalente Form (a', h', c') uber^ deren doppelter mittlerer 
Coefficient 21)' durcb. a teilbar ist. Die mit sich seTbst uneigentUch 
aq^iwalenten Formen liefern uns also auch iei D > 0 wieder die ambigen 
Classen der Determinante D. XJnter den zngeborigen reducierten Formen 
lassen sich solche auffinden^ die eine der drei Gestalten {a, 0; c); 
(a, Ij a)y (2hj b, c) besitzen. 

Soli zweitens (a^ by c) ausser durcb. die Operationen der Goo nocb. 
durcb eine weitere Modulsubstitution erster Art in sicb ubergeben, so 
konnte dies nur eine sein, deren Pixpunkt auf dem Halbkreise von 
(a, by c) liegt. Inzwiscben wird {cLy by e) durcb docb nicbt in sicb^ 
sondern vielmebr, "wie man aus der obigen Betrachtung iiber die Pfeil- 
richtungen der Halbkreise ersiebt, in ( — a, — 6, — e) transformiert, 
welcb^ letztere Form ivir als zu (a, by c) invers bezeicbnen mogen. 
Wir merken demnacb als ersten Satz an: Eine Formclasse ist stets 
und mir dann sich seTbst invers, wenn auf dem Halbkreise einer in ihr 
entJialtenen Form ein und damit gleich unendlich viele mit (o = i dqui^ 
valente Funhte liegen. Die unendlicb vielen zu den durcbzogenen Ecken 
der Modulteilung gehorenden elliptiscben Fg erganzen die aus (3) ent- 
springende zu einer (t 2 oo^ deren Structur den endlicben Gruppen 
des Diedertypus analog ist (vgl. die Note in I p. 269). 

Im letzteren Falle einer sicb selbst inversen Classe erfabrt die in 
I p. 257 gegebene Erbrterung eine wesentlicbe Erganzung"^). Man 
batte dort den reprasentierenden Kreis von (a, b, e) in eine ge- 
scblossene Kette von das Ausgangsdreieck durchsetzenden Kreis- 
segmenten transformiert^ die (in gewisser Richtimg durcblaufen) ein 
Bild fur die Periods der reducierten Formen abgaben (cf. Fig. 64, 
1 p, 257), Gelangen wir nun beim Durcblaufen der Kette zm w ~ i, so 
wird uns die demnacbst anzuwendende Operation T zu dem gerade 
voraufgehenden Segment zuruckfubren, das wir jetzt nur in entgegen- 
gesetzter Riebtung durcblaufen. So wird sich also die ganm Kette in 
diesem Specialfalle aus mei coincidierenden Hdlftei^ msammenseUen, deren 
einzelne wir erst in der einen, fiernach sogleich in umgekehrter Bichfung 
durcMaufen, 

Nun aber folgende, fiir unsere weiteren Entwicklungen wicbtige 
Massnabme: Wir durcblaufen von co — i beginnend nur die Halfte 
unserer Kette und kommen so zu cd — i zuriick. Das letzte dabei darcb- 

*) Dies ist zugleicb die einzige hier nStige Erganzung ; insbesondere wird 
man leicbt bemerken, dass der Pnnkt oj = 9 keineswegs eine abnliche Aus- 
nabmerolle spielt, wie co == i. 
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laufene Kreissegment reprasentiert eine Form (a, 1), — a), und nun 
besdireibe man das zu diesem Segment im Punkte m = i orthogonale; 
letzteres reprasentiert die Form ( — 6, a, &) der Determinante D, welcbe 
aus (aj h, — a) vermoge der irrationalen Substitution der Determinante 1: 


1 , 1 

-~~x H ~y. 

1/2 ‘ y2 ^ ' 


1 I 1 

]/2 ]/2 


bervorgebt. Es scbliesst sieb solcberweise an die erste Kette eine 
zweite^ welcbe wir jedoeb wieder nur zur Halfte durcblaufen^ um jetzt 
in gleicber Weise eine dritte Kette anzureiben. Es ist selbst- 
verstandlicb, dass dieses System an einander gereibter Ketten sich 
nacb einer endlicben Anzabl von Sebritten scbliesst. Ob aber dabei 
alle bei der Determinante D eintretenden, sicb selbst inversen Classen 
in ein gescblossenes System anfgereibt sind oder niebt, wollen wir bier 
allgemein nicbt mebr entscbeiden. 

Endlich noeb die erlauternden Zusatze: Nicht jede ambige Classe 
ist sich selbst invers; so z. B. wird die Hauptform (1, 0; — D) der 
Determinante JDj welcbe ja stets ambig ist, bocbstens dann mit ihrer 
inversen aquivalent sein konnen, wenn D nur Primteiler der Form 
(4^ + 1) besitzt. NicM jede sich selbst inverse Classe ist ambig; solclies 
zeigt z. B. die Form (14, —6, — 14) der Determinante D = 221, 

auf deren reprasentierendem Kreise m — i und a> — zwei con- 

secutive Ecken der Modulteilung sind. Man best aus Fig. 36 (I p. 113) 
obne weiteres ab, dass die Halfte der zugeborigen Formenperiode fiinf 

Reducierte bat, dass aber zwischen den beiden Punkten co = 
kein Modulkreis orthogonal zum reprasentierenden Kreise von 
(14, — 5, — 14) verlauft. Natiirlicb giebt es aucb Classen, die gleich- 
0 eitig ambig und- sich selbst invers sind (vgl. z. B. die unten zu be- 
tracbtenden Formclassen der Determinante D = 5); eine hierber ge- 
borende Form wiril, vom Zeicbenwecbsel ibrer Coefficienten abgesehen, 
insgesamt durcb die Operationen einer in der erweiterten Modulgruppe 
entbaltenen in sicb iibergefuhrt. 


§ 2. Beziebnng der Modulargleichungen erster Stufe zu den 
quadratiscben Formen positiver Determinante. 

Die Smitb’sclie Curve. 

Fxir die eigentlicbe Transformation Ordnung batten wir oben 
(p. 54 u. f.) eine Modulargleicbung erster Stufe J) = 0 als 

existierend nacbgewiesen und der naberen Untersucbung unterworfen. 
Ibre linke Seite war eine gauze rationale und symmetriscbe Function 
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der beiden Argumente J"' und uiid zwar stiegen beide bis auf den 
G-rad in derselben. an; die numeriscben Coefficienten in f(J', J) 
waren durchgehends reell und rational. — Man zerlege nun J in 
seinen reellen und imaginaren Bestandteil: J=X-^iY and sucbe 
nacli denjenigen Punkten J der XY-Ebene, fur welche mindestens 
einer von den zugehorigen Werten J' den zu J conjugiert com- 
plexen Wert c7' = X — iY annimmt. Zu dem Eude wird man 
J' == X — iYy J = X iY in die linke Seite der Modulargleicbung 
substituierenj welche daraufhiu in eine ganze rationale Function der 
beiden reellen Variabelen X, Y iibergebt; dieselbe wird offenbar wieder 
durcbgebends reelle rationale Coefficienten besitzen und von Y aus- 
scbliesslick Potenzen mit geraden Exponenten aufweisen. Indem wir 
die so gewonnene Function mit Null identisch setzen: 

(1) f{X—iY,X + iY) = Ji(X, r) = o, 


entspringt die Gleicbung einer in der J^Ebene gelegenen algebraiscben 
Curve, von der uus vorab einzig die reellen Punkte interessiereii; in 
der That liefern uns diese gerade alle bier gesucbten Werte J (filr 
welche wenigstens eines der zugehorigen J' mit J conjugiert complex 
ist}. Man bemerke ubrigens sogleich, dass die Curve h — 0 Symmetrie 
in Bezug auf die X-Axe aufweisen wird. 

Die fraglicbe algebraische Curve h — 0 steht nun in innigster 
Beziehung zu den quadratischen Formen der positiven Determinante 
D — n. Dm dies klar zu legen, moge man nachsehen, wie sick h — 0 
vermoge der Function g)(J) auf das Ausgangsdreieck der Modulteilung 
iibertragi Damit wir bier gleich vollen Anschluss an die ubliche 
Bezeichnungsweise der quadratischen Formen erreichen, schreibeu wir 
eine Transformation Ordnung: 

( 2 ) B{co) — id — ac = n, 

^ ^ ^ ^ aco -j- d’ ^ 


SO dass gegentiber der sonst gebrauchlichen Bezeichnung die Buchstaben 
(Zj bj c ftir den Augenblick cyclisch permutiert sind. Ist jetzt m im 
Ausgangsdreieck gelegen, und ist eV(^^F(G3)) zu J((n) conjugiert, so 
sind offenbar nV^co) und — m aquivalente Punkte: F'nF(a)) = — 5. 
Da aber V'nV in der Gestalt (2) enthalten ist, so werden wir 
schreiben 


hci) -j- c 
aco -p d> 


+ ® 


0 . 


Sabsfcituiert man tier ansMrliclier far to deu Wert {x + iy), so folgt: 

a(x^ + f) + (6 + d)x + (6 - d)iy + c = 0. 

Offenbar kann diese Gleicbung nur besteben, wenn h — d ist, wo sie 
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dann fur den fragliclien Punkt des Ausgangsdreiecks die Bedingung 
liefert: 

(3) a{x^ -}- «/^) + 2&a; + c = 0 , 
wahrend zugleick die zweite Gleickung (2) libergeM in: 

(4) — ac = n. 

So oft andrerseits fur einen Punkt m des Ausgangsdreiecks eine 
Gleickung (3) erfullt ist, in welcker a, 1, c drei ganze, der Bedingung 
— ac — n genugende Zaklen okne einen alien gemeinsamen Factor 

sind, ebenso oft finden wir umgekehrt in J' {co) = ^ 

e7(to) conjugiert complexe Zakl. 

Die dem Ausgangsdreieek angekorenden Kreissegmente (3) liefern 
uns nun gerade die gesaniten reducierten Pormen {ii, c) der Deter- 
minante JD = n, sofern wir uns hier auf urspriinglicke For men der 
ersten und zweiten Art, d. i. Formen Tom Teiler t = 1 besckranken* **) ). 
Aufs leickteste wird man dabei erkennen, dass sicJi die Segmente der 
einselnen geschlossenen JSlette ieini Uberga7tg sur J-Ebene in einen 
allentbalben stetig geJcrummten, geschlossenen, reellen Zug der Curve h = 0 
iiberirccgen. Dabei erschopfen sie diesen Zug, so dass wir letzteren als 
Reprasentanten der zugehorigen Olasse anseken konnen. Nur macken 
kier wieder die sick selbst inversen Classen eine leickt erkennbare 
Ausnakme: Da namlick die von o = i ausstraklenden ^/Vinkel beim 
Fortgang zur J-Ebene verdoppelt efsckeinen, so wird sick offenbar 
der Ton (a, b, — a) kerruhrende Teil der Ourye h = 0 iiber J = 1 
weg stetig gekriimmt in den zu ( — b, a, V) gekorenden Teil fortsetzen. 
Bei den sich selbst inversen Classen werden demnach nur erst alle diejenigen 
Ketten einen geschlossenen reellen Zug von h = 0 liefern, die wir iin 
vorigen Baragraphen in evn geschlossenes System angereiht hdben. 

Die kiermit zu Tage getretene merkwiirdige Bezieliung der 
Modulargleickungen zu den Formclassen positiver Determinants wurde 
zuerst von Stepken Smitk aufgewiesen=*=*); wir benennen dieserkalb 

*) Cf. Dirieklet-Dedekind, Zalilentheorie, 3. Aufi. p. 148. 

**) In der I p. 251 genannten Arbeit „Siw les equations modulaires" (1873, 
bez. 1877), welcbe die Modulargleicbung zwisehen X und X' zu Srunde legt. Die 
im Texte entwiekelte Theorie „erster Stufe“, sowie die Dntersucbung des vorauf- 
gebenden Paragrapben warden vom Herausgeber durcbgefiibrt. Ubngens ist 
iuteressant, die Angaben zu vergleicben, welcbe Stephen Smith selbst uber die 
Bntstebung seiner beziiglicben Untersuchungen gemacbt bat (Proceedings of the 
London Math. Soo., vol. 9, 1878, p. 246); ibnen zufolge war Stephen Smith frub- 
zeitig darauf aufmerksam geworden, dass sich fur die erste Stufe mancbe Verbalt- 
nisse einfacber gestalten als fur die zweite, bat sich dann aber dock nicbt ent- 
scbliessen kSnnen, ron der berkSminlieben Benutzung des Module X abzugeben. 
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die Carve — 0 fortan als die Smitli^scHe Carve, and zwar des 
genaueren als diejenige erster Stufe der Determinante D. Unter Vor- 
behalt sogleicli hinzazusetzender Erganzungen liaben wir den Satz 
auszuspreclien: Die Smith' sche Curve erster Stufe der Determinante D 
hat gerade so viele reelle Ziige^ als es Classen ursprunglicher Formen der 
Determinante D gieht. Die Zusatze aber slnd: Kommen unter den 
reellen Zugen der Smith'sclien Curve auch solche voTj die durch J — 1 
dehen^ so tvird der eimelne unter ihnen gleich soviet sich selhst inverse 
Classen ergehen, als die Anmhl der Telle betrdgt, in die der fragliche 
Curvenmg dtirch den Punht J — 1 ^erlegt wird. Und ferner: Unter 
mei inversen Classen ist in den ausgesprochenen Sdtmi immer nur die 
eine gerechnet, so dass insbesondere von den Formenperioden der sich selhst 
inversen Classen immer nur die Hdlfte mr Geltung Jcommt Es rniisste 
namlich andernfalls die Smitb^scbe Curve doppelt zahlende Curvenziige 
aufweisen, und dies erweist sich im Anschluss an Pormel (1) auf Grand 
der Irreducibilitat der Modulargleichung /*(«/'; J") == 0 als unmoglich. 

Zerschneiden wir die reelle J-Axe you J* = 1 tiber 0 bis — oo, 
so wird der einzelne reelle Zug der Smith^schen Curve in eine Anzahl 

von Curvenstacken zerschnitten, welche den 
Formen der zugehorigen Pormenperiode ein- 
deutig zugeordnet sind. Was die Gestalt 
dieser einzelnen Curvenstucke angeht, so 




konneh wir mehrere Typen unterscheiden, 
die in Fig. 4 schematisch zu Anschauung 
gebracht sind (vgl. ubrigens Pig. 65 in 
I p. 258). Im ersten Palle, wo wir einen 



XJmgang um das Punktepaar J=0jl haben, 
ist die zugehorige Perm eine Neben- 
reducierte. Liegt eine Hauptreducierte vor, 
so wird auch die nach der einen oder 


andern Seite benachbarte Form eine solche sein. Da tritt die Pall- 


unterseheidung ein, ob von den beiden zugehorigen Kreisbogen des 
Ausgangsdreieeks keiner oder einer die imaginare co-Axe xiberkreuzt; 
ersteren Fall stellt Pig. 4^ vor, letzteren, wo ein Wendepunkt der 
Smith’sehen Curve eintritt, Fig. 4^. Es ist naturlich keineswegs aus- 
gesehlossen, dass Hauptreducierte auch in grosserer Anzahl auf ein- 
ander folgen. — Ubrigens gehoren den ambigen Classen offenbar 
solche reelle Zuge von h = 0 zu, die beziiglich der reellen (/-Axe sich 
selhst symmetrisch sind. Ein einzelner solcher Curvenzug wird, wo 
er auch die reelle J-Axe trifiFt, dieselbe entweder orthogonal schneiden 
oder dortselbst einen Doppelpunkt aufweisen. 
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Endlich haben wir in dem liier vorliegenden ZusammeDbange noch. 
der erweiterten Transformation Ordnung zu gedenken. Dieselbe 
kann, wie wir wissen, nur dann eintreten, wenn n — D quadratiselie 
Teiler enthalt und bestekt aus dem Inbegriff aller eigentlicben 

Transformationen der Grade Wir bemerken aber sofort: Indem 

tvir enoeiterte Transformation Ordnung m Grunde legen, wird die 
Gesamtheit der ursprunglichen und dbgeleiteten'^) Formen der JDetermi- 
nante D gerade in der Art ^ur Geltung Jcommen, ivie in unseren vorauf- 
gehenden Frdrterungen allein die nrspriinglichen Formen. Weiter unten 
wird llbrigens dies© erweiterte Auffassiing nocli sebr wiclitig werden. 


§ 3. tlbertraguDg der Smith’sclien Curve auf das Trans- 
f ormationspoly gon 

Betrachten wir J' und J als Cartesisebe Coordinaten (ohne darum 
complex© Werte dieser Grossen auszuscliliessen), so bedeutet f(J\ J) = 0 
eine ebene algebraische Curve, die man gelegentlicli als Modularcurve 
bezeiclinet bat. 1st insbesondere J' die Wurzel F = J{n€a), so ist 
die Modularcurve wecbselweise eindeutig auf dasjenige Transformations- 
polygon F^(n) bezogen, welcbes wir oben (p. 40 u. f.) ausflihrlicb 
untersucbten. Fiibren wir jetzt wieder: 


( 1 ) 


^7- d A’ d J J 

X— ^ , X— 


ein und denken dementsprecbend fiir den Augenblick aucb X und Y 
als eomplexer Werte fabig, so entspringt aus der Modularcurve durcb 
die einfacbe Collineation (1) die Smitb^scbe Curve h = 0. Letztere 
ist also nicbt nur irreducibel, sondern besitzt aucb denselben Grad 
und dasselbe Gescblecht, wie die Modularcurve, welcbes letztere 
iibrigens in Pormel (12) p. 51 allgemein bestimmt ist. Nun aber 
zeigte sicb friiber, dass es uberall nicbt das zweckmassigste ist, das 
Transformationspolygon auf das Modulsystem J\J zu bezieben; immer 
<>-ab es vielmebr einfacbere Moduln, in denen wir dann sowobl J wie 
J' rational darstellten. Die Frage, die sicb bier von selbst aufdrangt, 
ist diese: Wie werden sicb unsere auf die reellen Teile der Curve 
h = 0 beziiglicben Betracbtungen ausgestalten, wofern wir statt J, J' 
anderweitige Modulfunctionen des Transformationspolygons zum Ge- 
braucbe beranzieben? Indem wir aber unsere Betracbtung dement- 


*) Of. Diricblet-Dedekind, ZaJikntheorie. 1. c. 
[Neuere Untersucbung des Herausgebers.] 
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sprecheiicl Tom Ausgangsdreiecb der co-Halbebene in das Transforma- 
tionspolygon verlegen nnd dabei yorab von speciellen Moduln desselben 
ganz absebenj werden wir iiber die Bedeutung und die Gestalt der 
Smitli’schen Curve mehrere neue und elegante Gesichtspunkte ge- 
winnen. 

Vorbin batten wir die oft genannten Kreissegmente des Ausgangs- 
dreiecks dadurcb erzielt^ dass wir nach einander alle Wurzeln 

J{i%V{g))) neben Jim) stellten und flir jedes Paar diejenigen Punkte m 
des Doppeldreieebs 1 aufsucbten, welche conjugiert complete 
J{nV{(D))^ J(co) lieferten; dass dabei jedes Kreissegment nur von 
einem bestimmten Paare geliefert wird, entnimmt man leicht aus der 
Eigenart der Modulargleicbungl Offenbar werden wir ebensowobl zur 
Kenntnis aller Kreissegmente gelangen, wenn wir nur das Functionen- 
paar J(nc3), J(c 3 ) nebeneinander stellen, selbige nun aber durch alle 
Punkte 05 der Doppeldreiecke V von F^^n) der in Rede stebenden 
Vergleichung unterwerfen. Hiermit ist eine merkwiirdige Vereinfacbung 
erzielt: Die Kreissegmente sind nicht mebr alle liber dem einen Aus- 
gangsdreieck gelagert; sie sind vielmebr verteilt^ und zwar jedes auf 
ein ganz bestimmtes der 'ijjiji) Doppeldreiecke wobei sie sicb 
offenbar zu grbsseren, das Transformationspolygon durcbsetzenden 
Kreisbogen zusammenfiigen. Wir konnen das System dieser Kreis- 
bogen als die mtf das Folygon iibertragene Smith' sche Curve be- 
zeichnen und werden sogleich in demselben Sinne von einer a^^f die 
geschlossene Fldche F^^p iibertragenen Smith^schen Curve sprecben. 

Hier bietet sicb uns eine scbone Verwendung jener doppelt iiber- 
lagerten Dreiecksfiguren dar^ welcbe wir scbon oben (p. 42 u. f.) aus- 
flihrlicb bescbrieben haben. Das Transformationspolygon wurde durch 
die Substitution der Periode zwei: 

( 2 ) 

ill sicb transformiert (ef. (5) p. 42), und nun dacliten wir uns das 
Polygon F^ in seiner urspriinglicben Gestalt, sowie in der neuen W(Fy}) 
zur Coineidenz gebracht; die Dreiecke der einen Art (entweder die von 
CO Oder von 03 '= TF((o)) erscbienen dabei freilicb im allgemeinen an 
der Berandung von F^p zersttickt. Die solcberweise entspringende Ein- 
teilung von F^ weist im allgemeinen Kreisbogenvierecke auf; es konnen 
aber auch Dreiecke oder Fiinfecke oder endlicb Secbsecke auftreten, was 
wir hier des naberen nicht untersuchen wolien (vgL ubrigens Pig. 1, 2 
p. 42). Dabei sind dann die in Rede stebenden Bereicbe des doppelt- 
geteilten Polygons Fyj entweder frei oder einfacb oder endlicb doppelt 
scbraffiert. In dieser Figur treten nun jene oben besprocbenen, zur 
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reellen Axe orthogonalen Kreisbogen unmittelbar in Evidenz. In der 
That wird der einzelne solclie Kreis stets nur einfach schrafflerte Be- 
reiclie von durcbziehen; wo er einen Kreis der CD-Teilung fiber- 
schreitet, wird er immer zugleicL. einen Kreis der c»'-Teilung kreuzen; 
jener Kreisbogen wird also stets die Kolle einer Diagonale des ein- 
zelnen, von ihm durcbsetzten, einfacb schraffierten Bereicbs spielen, 
sofern er nicht zwei coincidierende Kreise der o- und co'-Teilung krenzt^ 
die vereinzelt immer auftreten*). 

In einem ganz nenen Lichte ersckeinen aber die soeben im Trans- 
formationspolygon gezeichneten Kreisbogen, wenn wir dasselbe zur 
gescblossenen Flache F^^p zusammenlegen. Wie wir scbon p. 44 be- 
merkten, kommt dieser Flache insgesamt eine von Transformationen 
in sich zii, die ans den Operationen 1, A, Wy WA besteht. Diese 
letztere WA ist eine Operation zweiter Art der Flache in sich und 
findet unter Zugrundelegung des Punctionssystems J", J' bekanntlich 
ihren analytischen Ausdruck im Ubergang von J, J' bez. zu J"', J. 
Eben als symmetrische Umformung der Flache in sich besitzt nun WA 
auf derselben eine gewisse Anzahl von Symmetrielinien, und offenbar 
werden dieselben von denjenigen Punkten der Flache geliefert, in 
welchen J und also auch J — J' ist. Letzteres aber war gerade 
die Definition der SmitKschen Curve: die auf die Flache F^j iiher- 
tragene Smith'sche Curve ist also schlechtweg das Aggregat der in Rede 
stelienden Symmetrielinien^^). Wollen wir dementsprechend das Resiiltat 
des vorigen Paragraphen in pragnanter Weise aussprechen, so werden 
wir sagen: Die Anmhl der Symmetrielinien j welclie der Transformation 
WA der Flache F^ in sich mhommen, ist gleich der Classenanmhl der 
ursprunglichen Formen positiver Determinante n. Natfirlich ist auch hier 
wieder ein erganzender Zusatz betreffs der sich selbst inversen Classen 
notig: Fine Symmeirielinie, die durch FcJcen J = 1 der auf F<xp ge- 
Michneten m-Teilung gelif ergiebt mehrere sich selbst inverse Classen; und 
^ivar ist die Zahl dieser Formclassen gleich der Anmhl der Teile, in 


*) Man vgl. die weiter unten far = 5 gezeichnete Tigur; auch wird man 
leicht in der zum Falle w = 6 gehorenden Fig. 1 p. 42 die Lage des einen hier 
die Smith’sche Curve wiedergebenden Kreises wahrnehmen. 

Man konnte hierbei den Einwurf machen, dass ja auch zwei verschiedene 
durch WA einander zugewiesene Punkte von ein und dasselbe Wertsystem 
y, J' tragen mochten. Punkte dieser Art kommen aber (wenn uberhaupt) auf der 
Flache nur vereinzelt vor. Die Schlussweise des Textes fiihrfc also sicher nicbt 
zu ihnen, da wir doch durch Identischsetzen von F und J gauze Linienzuge der 
F^ gewinnen. 
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tvelcJie die Symmetrielinie durcli die anf ihr gelegenen Eclcen bemchneter 
Art 0erlegf wird, 

Ubrigens wird man sogleicli sehen: Wo ancli iminer die anf die 
Flache F-q/ tibertragene Smitb’sche Curve eiue Ecke b der m-Teilung 
trifft, wird sie durch eine gleichartige Ecke der m'-Teiiung durch- 
ziehen. Verlegen wir einen solcben Punkt in die co-Halbebene zuriick, 
so wird J\(d) in dessen Umgebung ein zwei- bez. dreidentiges 

Punetionssystem sein. Der fragliche Punkt wird also auf dem Rande 
des Polygons Fqj liegen, und ihni wird eiue in der Tqj entlialtene 
elliptisclie Substitution der Periode zw^ei bez. drei zugehoren. Indem 
man leicht aucb. die Umkebrung dieses Satzes beweisen wird, ent- 
spring! unter Rticksicbt auf p. 50 z. B. das bemerkenswerte Resultat: 
Die An^dlil sich selbst inverser Classen nrsjprmglicher Formen der Deter- 
minante n ist identisch mit der An^ahl incongnienter Lbsungen der 
Congruent x ^~ — 1 , (mod. n). Aueh iiber die Gestalt der auf Fqj 
ilbertragenen Smitb^schen Curve gewinnen wir aus ibrer erkannten Be- 
ziebung zur Operation WA einige Angaben. So z. B. folgt, dass Tveine 
0wei Zilge dieser Curve einander iiberlzreimn oder berilhren konnen"^'), 

Ist nunmebr 0(03) eine mogliclist einfacbe Function der die 
jedocb auf der imaginaren co-Axe reell sein soli, und die uberdies 
nicbt durch die Operation W in sicb transformiert werden darf. Die 
„in der ;^-Ebene gelegene Sinitb’scbe Curve^^ entspringt dann einfach 
durcb Abbildung der Flacbe Fyj auf die j 0 -Ebene, wobei nattirlicb im 
allgemeinen dem einzelnen Punkte der letzteren immer mebrere Punkte 
von Fy} zugeboren. Indem wir jetzt 0{(o) und als 

voiles Modulsystem der einfubren, gelingt es ganz wie frtiher, den 
analytiscben Ausdruck flir die in der 0 = gelegene 

Smitbsche Curve zu gewinnen. Ist namlicb g(0', 0) = 0 die zwischen 
0' und 0 bestebende algebraiscbe Relation (mit reellen Coefficienten), 
so ist die fraglicbe Curve einfacb durch : 

( 3 ) p(| — iij , I + iff) = li{l, rf) = 0 

gegeben, da sicb docb die Operation WA wieder als Ubergang von 

0y 0' zu F,0 darstellt. 

*) Ubrigens wolle man nocb beacbten, dass sicb von bier aus der Riickgang 
zur ursprunglichen Smitb’schen Curve der J-Ebene aussert einfacb gestaltet. Wir 
braucben nur die im Raume gelegene Flacbe Fyj mit der auf ihr gelegenen Curve 
zur i/j-blattrigen Riemann’scben Flacbe uber der J’-Ebene zusammenzufalten, worauf 
dann die Smitb’scbe Curve durcb die verscbiedenen Blatter dieser Flacbe bindurcb- 
zieben wird. Hernacb lasse man alle Blatter mit ibren verscbiedenen Ziigen der 
Curve auf das unterste unter ihnen zurucksinken und kommt so offenbar zur an- 
fanglichen Figur zuruck. 
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Die eindeutige Beziehung der Curven Jo(^,rf) = 0 und h(X, Y)==0 
auf einander stellt man iibrigens leicht durcli esplicite Formeln dar. 
In der Tbat ist: 

( 4 ) 2 = B(J', J), / = R(J, J') 
und umgekebrt 

(5) J' = B'{0,/). 

Spalten wir also iiberall fur die Punkte der Smith'seben Curve reelle 
und imaginare Bestandteile aus einander: 

^ = I + i r, Z + z r) = R^{X, T) + iB,{X., Y) etc., 

so kommen einerseits die Formeln: 

( 6 ) l = B,{X,Y), ri^B,{X,T'), 

sowie aus (5) als Umkehrungen von (6): 

(7) Z = rj), Y= B/(|, 7}). - 

Besonders einfach gestalten sick natiirlick diese Verhaltnisse in 
den 14 Fallen des Geschlechtes ^ = 0, die wir oben (p. 52) zusammen- 
stellten. Da nehmen wir ^ jeweils als Hauplmodul, und es wird als- 
dann (3) in einfacbster Weise einen Kreis darstellen (indem dock 
zwiscken 0 und 0 ' eine lineare Gleichung bestekt). Es folgt: Bei den 
0 um Geschlechte p = 0 gehorendm Determinantm D = n gielt es ent- 
weder (falls ndmlich = — 1 (mod. n) Tceine Losungen lesit 0 t) nur 
0 wei einander inverse Classen, oder dber es gieit soviel sick selbst inverse 
Classen, als x^ = — 1 incongrumte Losungen hesiUt. Zum letzteren 
Falle gekoren die vier Determinanten D — b, 10, 13, 25, wo wir 
immer 0wei sick selbst inverse Classen haben; die ubrigen zehn Deter- 
minanten gekoren zum ersteren Falle. 

Man iiberblickt, welck’ reicke Ausbeute fur die Formen positiver 
Determinante kier aus den Modulargleickungen erster Stufe gewonnen 
warden kann, und die wirklicke Ausfiikrnng dieser Entwieklungen in 
zaklreichen Einzelfallen durfte sick urn so miikeloser gestalten, als 
namentlick in den Arbeiten von Hrn. Kiepert fiber die Transformation 
von J(co) ein sekr reickkaltiges numerisckes Material vorliegt, das 
wokl zum unmittelbaren Gebraucke geeignet ist. Wir werden jedock 
aus diesem Gebiete nur einige wenige Beispiele betrackten konneu; 
bevor dies indessen gesckiekt, mfissen wir aufweisen, wie sick die 
Formen negativer Determinante in unsere biskerige Tkeorie einordnen. 
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§ 4. EinfiiliTUiig der singular en Moduln erster Stufe 5^^®^ Ordnung 
und der Modulfunetion erster Stufe Hnico). 

Um vieles schoner nocli oder docla weitertragend ist die Anwen- 
dung, welche die Modulargleicliungen auf die Theorie der qiiadrati- 
schen Formen negativer Determinante gestatten. Wir kommen liiermit 
zu denjenigen Untersuchungsgebieten, welelie im Anscbluss an einige 
Bemerkungen Abel’s (ef. weiter unten § 8) allererst von Hm. Kron- 
ecker, und zwar nnter Benutznng der Modulargleicbungen ftir den 
Modul aufgedeckt worden sind’®). Indem wir aber, wie sell on 
einleitend bemerkt wurde, unsere Problem stellungen bier zuerst auf 
die erste Stufe bezielien, wollen wir von einer schon gelegentlich 
(am Scblusse des vorigen Kapitels) gegebenen Deutung der Modular- 
gleichung J") == 0 fur Transformation Ordnung ausgelien. 

Wir interpretieren die coinplexen Werte von J so wie J in einer und 
derselben Ebene; es sind dann offenbar jedem Punkte J insgesamt 
immer Punkte J' der Ebene durcb. J) — 0 zugeordnet, wie 
aueb umgekehrt jedem Punkte J' der Ebene ebenso viele J ent- 
spreeben. Was wir so in der e7-Ebene erbalten, nannten wir a. a. 0. 
eine Modular correspondenz; und zwar ist die bier vorliegende 
deutig, und das Entspreeben der Punkte J' ist ein vertausebbares. 
ZlfiSGT JE^TohlcW/ ssi fiwyi, detss wit di6j6'iiig&}% tf oMsfi'yidig ^ncicJicUy 

fur welche wenigstens einer der mgehorigen Funkte J' mit J coimidiert, 
und dass wir die JBedeutung dieser Funkte aufweisen^"^). 

Die fraglichen Punkte werden uns offenbar insgesamt gerade durcb 
die voile Auflosung der algebraiscben Gleicbung: 

( 1 ) mj)^o 

geliefert, wir finden also niebt mehr (wie oben bei der Smitb’seben 
Curve) in der J"- Ebene ganze Linienztige^ sondern wir gewinnen nur 
eine endlicbe Anzabl vereinzelt liegender Punkte. Die zugeborigen 
Werte F wollen wir unter Aufnabme der von Kronecker eingefuhrten 
Bezeiebnungsweise als singuldre Moduln benennen, des genaueren 

*) Die ersten beztiglicben Arbeiten von Hrn. Kronecker sind: p,Uher 
elUpUsche Functionen, fur welche complexe Multiplication stattfindet^^ Berliner 
Monatsberichte von 1857, ^Tjher die AnBahd der nerschiedenen Classen guadratischer 
Formen von negativer FeterminanW^ Crelle^s Journal Bd. 57 (1860). Es reilit sick 
daran eine Anzakl weiterer Arbeiten Kronecker’s, die zumeist in den Monats- 
beriebten d.er Berliner Academie veroffentlicbt warden; z. T. werden wir die- 
selben nocb weiter unten nambaft zu macben baben, 

**) Offenbar konnten wir aucb sagen, dass es sicb um den Durebsebnitt der 
Modularcnrve f{F\ /) == 0 mit der Geraden J' — J == 0 bandeln solle. 
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aber als si^guldre Moduln erster Stufe rf^^ Ordnung, Die algebraische 
Gleichung (1) beisse die Gleichung der singularen Moduln erster Stufe 
j^ter Ordnung; ibr Grad ist und sie weist durcbgebends reelle, 

rationale numeriscbe Coefficienten auf. Die Wurzeln von (1) mogen 
zum Teil conjugiert complex ausfallen; was aber die reellen Wurzeln 
angebtj so werden dieselben, wie man sofort siebt, als Coordinaten X 
vom Durcbscbnitt der X-Axe mit den reellen Zugen der Smitb^schen 
Curve h(X, T) = 0 geliefert^ und es kommt dabei jeder dieser Werte 
= X als Wurzel von (1) in der namlieben Multiplicitat zur Geltung, 
wie beim Scbnitt von h = 0 mit X = 0. 

Die linke Seite von (1), in Abbangigkeit von co betraebtet^ ist 
eine sebr merkwiirdige Modulfunction erster Stufe, die wir durcb G(cd) 
Oder genauer Gn{(o) bezeicbnen wollen. Dieselbe ist eine gauze ratio- 
nale Function von J und wird also im Ausgangsdreieck nur bei co = ioo 
in gewisser Multiplicitat unendlicb, wabrend die in jenem Dreieck zer- 
streut liegenden Nullpunkte von G(coi) diejenigen Stellen markieren, 
deren zugeborige J die singubaren Moduln sind. Wir sagen aber 
infolge der conformen Beziebung des Ausgangsdreieeks auf die J’-Ebene 
sogleicb genauer: Ist — v-fache Wurzel von (1), so ver- 

schwindet G{co) in cjq gerade v-facli, gemessen im Ausgangsdreieck (cf. I 
p. 586 u. £). Dieser letztere Zusatz wird fur etwaige Punkte co^ — ij q 
von Wicbtigkeit: messen wir fur sie das Verscbwinden von G(g>) 
direct in der co-Halbebene, so wird der Grad desselben gleicb der 
doppelten resp. dreifacben Multiplicitat der beziiglicben Wurzel von 

(1) sein. 

Bilden die 'ik Substitutionen co' = ein Eeprasentantensjstem 

eigentlicber Transformation Ordnung, so konnen wir die linke Seite 
der Modulargleicbung offenbar in der Gestalt scbreiben: 

— 1 

( 2 ) 


Fiir die Modulfunction erster Stufe G((d) ergiebt sicb daraufhin die 
Darstellung : 


( 3 ) 




0 (m) = IT { Jico) - J{Ph («>)) } . 


z ==0 


Hieran kniipft sicli sofort folgende wichtige Uberlegung: Soli fr im 
Punkte (Dg verselfwinden, so wird cso mit einer der i\) Zahlen JR,(<»o) 
aquivalent sein: (Dq = FjBi(®Q). Fassen wir Vlli in die Substitution 


Him) = 


(IG3 & 

cm ^ 


( 4 ) 


ad — he — n 
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SO giebt es eine bez. zwei oder drei Modulsubstitutionen welcbe der 
Gleichung VRi(a}) — ca geniigen^ je nacbdeni co ein beliebiger Punkt 
des Ausgangsdreiecks ist oder aber co — i oder endlicb w — q zutrifft. 
Scliieben wir die Besprecbung der beiden letztea speciellen Lagen 
von o zunacbst Mnaus land sckreiben nunmebr: 

(1) ^ co2 + (<Z-a)ro — & = 0. 

Dabei sind durcb Angabe der fraglicben singularen Stelle m und des 
zugeborigen Reprasentanten JR, die vier ganzen Zablen. a, h, c, d der 
Determinante n und des Teilers t bis aufs Vorzeichen fest bestimmt. 
Uber letzteres verfiigen wir so, dass c positiv wird. 

Im Anschluss an Gleichung (1) schreiben wir jetzt: 

(2) c — lR^ d — a=Qy + a = — & = 2? 

und fin den unter Gebrauch der hiermit eingefdhrten Bezeichnungen 
die fragliche singulare Stelle des Ausgangsdreiecks bestimmt (lurch 
die quadratische Gleichung mit ganzzahligen Coefficienten : 

(3) + + Pt = 0. 

Hier haben wir nun in (P, Q, P) eine reducierte quadratische Form, 
deren Teiler 0 ein Multiplum von r ist, und deren negative Determi- 
nante : 

1):=^^ A = Q^ — 4PR 

sich sofort aus 

(4) A = — Uc — (a — dy -= 4n — 

bestimmt; der absolute Wert \ic\ der Zahl tc geniigt hiernach der 
Ungleichung \%\ <C2y Als fragliches Oq und zugehorigen singu- 
laren Modul finden wir: 

/RN — Q A j( — Q + ^FA \ ^ 

^0 2 P ’ ^ \ ’ 

wir benennen letzteren jetzt auch wohl als einen mr Determinante 
— A gehorenden singularen Modul Ordnung. Inzwisehen ist, was 
man namentlich fiir spater festhalten wolle, bei dieser Art der Be- 
nennung der singularen Moduln gar nicht ausgeschlossen, dass eine 


Fiir die im vorigen Paragraphen unter (5) mit Tc bezeiclinete Zahl finden 
% — i]/ A 
^f/n 

sagen, um den Winkel <9’^ so ist derselbe durch die Gleichungen bestimmt: 


wir bier 


Dreht also jene elliptische Substitution, wie wir knrz 


O' 

cos — = 


< 9 - 


2]/^i 


FA 

2F^ 
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und dieselbe ZaM als singularer Modul Ordnimg aiisser zii — A 
noch zu einer Determinante — gehort. Solclies wM fiir den 
Modul (5) eintreteU; falls zwei gauze Zahlen f, % aus 

bestimmbar sind. Bei dieser Sacblage mussen wir genauer sagen: Deni 
eimelnen (durch Mitangabe des mgeJibrigen Beprdsentanfen wolil- 
charaMerisierten Ntdljounlde von Hnip) ivn Ansgangsdreieclo finden wir, 
so fern derseTbe nickt gerade co i oder q ist^ eindeutig eine geivisse posi- 
tive redueierte Form (P, Q, R) einer Determinante — A = — {4:n %“) 

mgeordnet, und es ist mgleich das Yor^eiehen der ZaM % aus den vor- 
liegenden Verhaltnissen^ ndmlich durch Rtj eindeutig hestimmtj die frag- 
liche Nullstelle ist der reprdsentierende PunU von (P, Q, R) und der 
singuldre Modul der dort stattfindende Wert von R 

Liegt jetzt zweitens der fragliclie Nullpuukt von En (co) bei o = i^ 
so konnen wir an Stelle der in (1) gebraucbten Substitution Y ausser- 
dem nocb TY gebraucben. Wir erlialten an Stelle des einzelnen 
Paars von Gleicbungen (1) jetzt die zwei Gleichungssysteme: 

\c, a / 

—a®® — a==0, 

V— a, d 



und demnacli die beiden Formen: 

UP, 0, P), P = c, =2a, 

\{P',0,P’), P'= — a=-Y, %'=2c = 2P, 

wobei wir nur im zweiten Falle P und % zugleich im Zeicbeu wecbseln 
wollen, falls a und c dasselbe Vorzeicben lia^n. Sollen die beiden 
Formen (7) identiscb werden, so muss c — -j- a und also n — 2(1“ 
sein 5 aber es unterscbeiden sicb dann offenbar % und % zufolge der 
gerade getroffenen Verabredung im Zeichen. Also das Resultat; Dem 
einzelnen bei m = i gelegenen Nullpunhte von Snip) sind stets mei im 
allgemeinen von einander verschiedene Formen (P, 0, P), (P ^ 0, P) 
mit bestimmtm mei mgehbrigen Zdhlen Z eindeutig mgeordnet; nur 
falls n das Doppelte ernes Quadrates ist, werden fur den (eigentliche 
Transformation meiter Ordnung darstellenden) Reprdsentanten 
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heide Formen identisch, wdhrend % 0 wei von Null verschiedene ent- 
gegengeseUte Zahlen sind. 

Soil endlict. der von R(p) gelieferte Nullpunkt der Function 
Snip) nach oo = p fallen^ so gelten fur B die Bedingungen: 

(9) 0 = — h — d — a y n = -j- CIO c^y 

und an Stelle des einen Gleichungspaars (1) treten die drei Paare: 


( 10 ) 


i? = I ^ -i- o(D e — Oy 

\Cy a --I- 0 /' 

UF = ^ — acj — ct == 0; 

+ ~(a + c)Q)^-~(a + c)G)-~(a + c) = 0; 

V \ W Cy 0} / 


wahrend wir als entsprechende Formen und Zahlen %\ 

|(P, P, P), F = Oy n^2a^Cy 

(11) (P^p;p'), +P' = — a, ±%^^a^2Cy 

l(P'', P", P'O; ±F' = — {a’^c)y +;,"=_a + (? 

liaben; in der zweiten Reihe gelten entweder die obern oder untern 
Zeichen und ebenso in der dritten Reihe; die Entscheidung hieriiber 
werden wir so treffen^ dass P' und P" positiv werden. Die Discussion, 
wann zwei oder alle drei Formen (11) identisch werden, ist wieder 
leicht zu Ende gefuhrt. Soil P = P' sein^ so erfordert dies o = a , 
da fiir o — — a in P eine Transformation erster Ordnung vorlage; 
a = c liefert aber : 



wo nun in B eine eigentliche Transformation dritfer Ordnung vorliegt. 
Man zeigfc weiter, dass P — P" sowie P' = P" auf die namlicbe 
Transformation zuruckfulirt Wir liaben also zusammenfassend: Jedem 
woMhestimmim, nach m = q enifallenden Null^imMe von Hnip) sind drei 
gewisse rechieierte Formen der Gestalt (Pj P, P) nebst eindeuUg mgeMrigen 
Zahlen n mgeordnet Diese Formen sind im aUgemeinen von einander 
verschieden; nur falls n ein dreif aches Quadrat isty werden fur die eine 
unter (12) geschriebene Transformation mei unter den Formen (11) 
identischy dber von der dritten verschieden; die m den gleichen Formen 
gehorenden Zahlen % sind ^ 0 und einander entgegengeseUt 
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Jetzt ist weseniliclij dass wir die Hermit gegebene Entwicklung 
■amkebren konnen; wir wablen irgend eine ganze Zabl k aus dem 
Bereicb — 2yn < % < 2]/^^; scbreiben A ~ An — and greifen 
eine beliebige reducierte Form (P, B) der Determinante — A auf. 
Durcli Auflosung der Gleichungen (2) nach a, d folgt alsdann: 



Welches eine ganzzablige Substitution der Determinante n ist. Gehort 


nun B nicht gerade zum Reprasentanten 


fV^h 0 \ 
\ 0 , Vn) 


, der bei rein qua- 


dratischem n dock fortgelassen werden sollte^ so giebt (13) eine ganz 
bestimmte, unter den Factoren von (10) § 4 auftretende Transforma- 
tion, Indem wir jenen speciellen Fall sogleicb nocb besonders be- 
tracbten wollen^ haben wir das Resultat: Jedes „8ystem^^ {B, Q, R, ^c) 
liefert einen NuUpunU von Sn; met versehiedene Systeme liefern im 
allgemeinen mei verschiedene NnllpunMe, die aber sehr woJil coinddieren 
Ihonnm; nur liefern die Systeme (P, 0, B, m je ^tvei, endlicli die 
Systeme (B, B, P, oc) m je drei denselben NuUpimJd, 

Nennen wir die Anzabl aller reducierten Formen, d. i. die Classen- 
ai'Wctlil fur die negative Determinante Z) = — A kurz H (A) und ent- 
scbliessen uns, diejenigen Classen, welcbe reducierte Formen der Ge- 
stalten (P, 0, P), (B, P, P) haben, ^-fach bez. ^-fach zu rechnen, 
so haben wir als Gesamfmhl v der Nullstellen von S«(co) im Ausgangs- 
dreieclc nnd damit als Grad v der Gleiclmng gn(J) = 0 der singu- 
Idren Moduln Ordnung: 


(14) ^ H(4^^ — 5c^), — 2]/^ < % < 2]/^, 

die Simme ausgedeJmt uber alle positiven und negafiven gamen Zaliien % 
des beBeichneten Intervalls. 

Nun die Erganzung, welche die Formel (14) im Falle eines rein 
quadratischen n erfordert: Soli in diesem Falle (13) eine eigentliche 
Transformation erster Ordnung vorstellen, so miissen offenbar alle vier 

Zahlen P, B, ^ durch ]/n teilbar sein : 

(15) P = P'-)/^, Q = Q'yji^ B^n'Vn, 5C = 0, +l/w. 

pHr k = Q ist A == 4w und also {F', Q', B') eine reducierte Form 
der Determinante — 4. Da gerade sein muss, so haben wir nach 
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I j}. 260 (AnmerkuDg) nur die eine Moglichkeit 0, was P'==it'=l 
zur Folge hat. 1st %= +yn^ so wird (P\ Q'j B') eine rediicierte 
Form der Determinante — 3; als solche findet sich einzig (1, 1^ 1). 
Wollte man also (14) olme weiteres auf qimdratisches n ausdehnen, 
so waren die drei Systeme 

I ((/«, Yii, Yu) , X = ^ Y'li, 

welclie insgesamt den Betrag — fur die rechte Seite Yon (14) liefern, 

zu viel gezahlt. Man kann nun Formel (14) einer leichten Modifica- 
tion unterwerfen, durcli welche diese Beschrankung ihrer Gilltigkeit 
aufgelioben wird. Wir dehnen namlich das Intervall fiir k auf 

— 2yn<%<i2yn aus (was natiirlich nur fiir quadratische n eine 
Neuerung ergiebt) und verstelien zugleich iinter H(0) den Bruch 

— ™ . Es entsjpringt dann als allgemein giiltiger Satz : Der Grad v 
der Gleichung (jn {J) — 0 ist: 

(17) V = ^ H{4:n — %^) — — 2 ^ a; 2 ]/», 

x = 0,+l,.. 

%mhd €n fur quadratische n die Einlieit, sonst immer die Null hcdeutet 

§ 6. Fmictionentheoretische Gradbestimmung der Gleichung gn(J) — 0. 
Die Classenzahlrelationen erster Stufe. 

Wir konnen nun aber den Grad v der algebraischen Gleichung 
gn(J)=0 noch in einer anderen Art bestimmen, und diese Grad- 
bestimmung wollen wir als eine functionentheoretische bezeichnen, 
insofern der Uberlegung eine functionentheoretische Schlussweise zu 
Grunde zu legen ist. Jener Grad v war gleich der Anzahl einfacher 
Nullpunkte der Modulfunction erster Stufe Hn{p) im Ausgangsdreieck. 
Im letzteren wird aber jSn{G)) ebenso oft unendlich als Null, und es 
liegen die Unendlichkeitspunkte, wie wir wissen, insgesamt bei co == 
Yereint. Wir haben also annahernd 
(1) lim En{G)) = c • , 

CO = t<» 

wo e eine von Null verschiedene Constante ist. Den hier auftretenden 
Exponenten — v konnen wir- nun aber durch directe Rechnung be- 
stimmen, wie wir jetzt zeigen wollen. 

Indem wir die friiher (p. 45) fur die Reprasentanten Bi zu Grunde 
gelegte Gestalt gebrauchen, haben wir fiir Hnip) die Darstellung: 
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(2) = U { J(«) - AD^n, 0£B<D. 

Die ZBlilen Ay D liaben hier alle 0(^^) den angegebenen Bedingungen 
geniigenden Systeme za durchlaufen mit der bereits in (2) angedeuteten 
Ausnabme, dass fiir rein quadratisclies n das System A—D—Yny JB=0 
fortbleiben soil. Filr den einzelnen Factor der recbten Seite von (2) 
gilt bei CO = too die angenaherte Darstellung: 

(3) 12^{e7((n) — ±-)j =^-1^ 

Derselbe wird also im Ausgangsdreieck bei co = ioo einfach un- 
endlich, so oft A^B ist (denn im Falie der Gleicblieit A = D = ]/^i 

2TCiB 

ist ja G ^ stets von 1 verschieden); fiir J. > D wird dagegen der 
Factor (3) an bezeichneter Stelle niiendlicli im Grade Fiir steben- 

des Ay D baben wir, den D zugehorigen Werten B entsprecliend, 
jedesmal D Factoren (3) zn beriicksicbtigen, von denen nar im Palle 
A — I) —Yn ein einzelner auszulassen ist. 

Aus diesen Angaben lasst sicb v jetzt in der That leicbt be- 
recbnen. Urn eine bequeme Ausdrucksweise zu baben, verstehen wir 
iinter d einen beliebigen Teller von Uy nnd zwar zunacbst d .< ]/n; 
man setze dann A = S, D = j, Die auf diese Combination beziig- 
licben Factoren (3) werden insgesamt im Grade JD == j imendlicb, bez. 
im Grade Q; — fiir d — Im ganzen werden also die Fac- 

toren (2) mit A ^ D iinendlicb im Grade ; 

— £n+ ^ 

WO die Summe fiber alle der angegebenen Bedingung genugenden 
Divisoreu d von n zu ffibren ist und genau die namlicbe Bedeutung 
bat wie am Scliluss des vorigen Paragraphen. Ist zweitens 8>y'n, 
so schreibe man wieder A = 8, D= j] da jetzt jeder Factor (3) in 
Grade unendlicli wird, so kommt den Factoren der einzelnen Com- 
bination A , D insgesamt der Grad 8 zu. MitUn gestattet die gesucMe 
Zahl V die Darstellung: 

( 4 ) 
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Mit der rechten Seite von (4) nelimen wir nuu nocli eine Heine 
Modification vor, Selbstverstandlicli ist: 

(6) 2 2^’ 

j (T < yn 

und andererseits: 

(6) + = 

<3 ^ |/w d ^ Yn 

WO unter wie bister, die Summe aller Teiler der Zahl n ver- 

standen ist. Die Formel (4) konnen wir also in die neuen Gestalten 
setzen : 

-- 2f + 2T + 2^-2!-‘- 

(3 i/w ^ ^ (3 <c 



Die in der Klammer eingeschlossene Zatl bedeutet den Ubersclinss der 
Summe derjenigen Divisoren von n, die > fAi sind, fiber die Summe 
aller derjenigen, die < ]/n sind; wir bezeiclmen diesen tlberschuss 
hinfort durcb. das Symbol V(n): 

(7) = 2!^' 

$ y^ d yn 

AIs Orad v der Gleichung gn{J) = 0 finden wir so endlich: 

(8) v = 0 (n) — Sn. 

Die ganze Zabl v ersclieint in dieser Formel aus wesentlich 
anderen Blementen zusammengesetzt als am Scblusse des vorigen 
Paragrapben; dort war v eine Summe von Olassenzablen quadratischer 
Formen, hier ist v durcb Teilersummen dargestellt. Daber bietet sicb 
jetzt der Gedanke dar, durcJi Elimination von v aus ieidm Formeln eine 
Zahlenrelation herstellen^ ^vele)le die Glassenmhlen an die Teilersummen 
Imiipft Die entspringende Gleichung lautet; 

(9) ^ H(4:n — — cb('w) -j~ Y(^), — 2yn ^ ^ ^ 2]/W ; 

1 , . . * 

wir bezeicbnen sie als GlassenmMrelation erster Stufe Ordnmig. 
Mit ibr baben wir eines derjenigen Resultate gewonnen, welcbe Herr 
Kronecker, wie wir andeuteten, durcb Betracbtung der Jacobfseben 
Modulargleicbungen abgeleitet hat. Das Ausffibrliebere bierfiber 
werden wir erst im folgenden Kapitel auseinandersetzen, wo allgemein 
von Glassenzablrelationen boherer Stufe die Rede sein soil 
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§. 7. Die bei eigentliclier Transformation Ordnnng 
anftretenden singular en Modnln. Betraclitiing derselben im 
Transformationspolygon Fyj (n) * 

Wir keliren zur eigentlichen Transformation Ordnung und 
damit zur Gleicliung fn{J^ J) = 0 zuruck, deren Wurzeln die eigentlich 
zur Ordnung gehorenden singularen Moduln sind, Fiir das 

Studium derselben konnen wir gerade wie oben bei der Smitb’schen 
Curve mit besonderem Vorteil das Transformationspolygon Ord- 
nung verwenden. Ebe wir indessen Merauf eingehenj sind ein paar 
Vorfragen zu entsclieiden. 

Furs erste werden wir die Frage zu untersucben baben^ welcbe 
unter den gesamten soeben bei der Ordnung betracbteten sin- 
gularen Moduln dieser Ordnung im genaueren Sinne „eigentlicb“ zu- 
zurecbnen sind. Die Formeln des vorletzten Paragrapben geben uns 
dariiber leicbt Aufscbluss. 1st fur ein einzelnes System (P, B, k) 
der grosste gemeinsame Teller der vier Zablen P^ P, % durcb (^q 
bezeicbnet^ so wird 0^ zufolge (13) p. 181 die vier Zablen 2aj 2dj h, e 
zugleicb teilen. Wir baben demnacb nur die beiden Moglicbkeiten 
= 1^ (Jq = 2. Da im Falle 0q = 2 sowobl Q und jc, wie andrer- 
seits 6 und c gerade sind, so sind notwendig a und d ungerade 
Zablen, und eben desbalb diirfen Q und % nicbt modulo 4 einander 
congruent sein. Weitere Bedingungen sind aber nicbt zu erfullen, und 
also baben wir die Regel: Unter alien im vorletzten ParagrapJmi an- 
gegehenen Systemen (P, B, Jiaden wir, sofern wir tins auf eigent- 
licJie Transformation lesclirdnlicn wollen, nur diejenigen mit 6^=1 ^lnd 
=: 2 heranzuzielien, dalei aber unter denen mit 0 ^ — 2 nur solclie, 
fur welclie Q = % 2^ (mod, 4) ist 

Eine zweite Untersucbung beantwortet die Frage nacb der 
Multiplicitat der einzelnen Wurzeln von /»(«/, J) =: 0. Hierbei wolle 
man bedenken, dass zwei Systeme (P, Q, B, %) und (P, Q, B, — 
mit nicbt verscbwindenden tc zwei mit einander coincidierende Null- 
punkte von Hn{c 3 ) liefern, und dass die beiden zugeborigen Reprasen- 
tanten gleicben Teller t baben. Solcbe zwei Systeme liefern also, 
wofern sie xiberbaupt fiir /^(P, P) = 0 in Betracbt kommen, stets eine 
Doppelwurzel dieser Gleicbung. Indessen sind bierbei die beiden 
Reprasentanten (8) und (12) § 5 auszuscbliessen, bei denen der 
Zeicbenwecbsel von tc allein nicbt immer auf einen neuen Nullpunkt 
von Sn fubrte. Sollen aber diese Reprasentanten „eigentlicbe'^ Trans- 
formationen Ordnung vorstellen, so ist offenbar n = 2 bez. n = 3. 
Diese Falle aber konnen wir leicbt direct erledigen und scbliessen sie 
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als particular von gegenwartiger allgemeiuer Besprecliung aus. Ein- 
fache Wurzeln werden wir demnacli nur von den Systemen mit % ~ 0 
erlialten konneii, iind da in diesem Palle die vorhin mit 6^ bezeiclinete 
Zahl direct den Teiler 6 der Form (P, Q, li) darstellt, so entspringt 
der Satz: Die einfachen Wlir^eln von fn{J^ P) = 0 Iwnnen hochstens 
von den nrsprunglichen Formen der Determinante — A = — An itnd 
von den Formen des Tellers 2 dieser Determinante geliefert %uerden. 

Aber die letzteren Formen geben, durch 2 geboben, urspriingliche 
Formen der Determinante — n, Sie vsTerden also im weiteren Yerfolg 
der Zalilen A = 4n ~ = An — A, ... (vom Factor 2 abgeselien) 

dann nochmals auftreten, wenu n — An — durcli ganBe Zablen % 
gelost werden kann. Dies ist der Fall^ wenn n ein dreifaclies Quadrat 
ist, und wir baben dann % = + Sollen aber iiberbaupt Formen 

vom Teiler 2 bei A == An fur fn{J, P) == 0 zur Geltung komtnen, so 
musSj wie wir saben, Q bei denselben das Doppelte einer ungeraden 
Zabl sein. Es ist also: 

A = 4n = AFB ~ — 4, (mod. 16) d. i. — 1, (mod. 4) 

iiberbaupt eine notwendige Bedingung fiir das Auftreten der in Rede 
stebenden Formen des Tellers 0 = 2. Zusammenfassend v?'ollen wir 
diese Resultate so aussprechen: Die einfachen WltrBeln von fn(J, P) = 0 
werden im allgemeinen nur von den ursjgrUngUchen Formen der Deter- 
minante — An geliefert, Fiir n — — 1 {niod, 4) liefern aueh noch die 
ursprilnglicJien Formen der Determinante — n einfaclie WurBeln^ ist 
jedoch n das Dreifaclie eines reinen Quadrats ^ so sind die bu diesen 
letBteren Formen gehorenden singuldrcn Moduln dreifaclie Wurzeln der 
Gleiclmng fn(J, P) == 0. 

Indem wir jetzt die voraufgebenden aritbmetiscben Bntwicklungen 
mit unseren anscbaulichen Hulfsmitteln in Beziebung setzen, verweilen 
wir zuvorderst einen Augenblick bei der in der P-Bbene gelegenen 
Smitb^schen Curve hn{X, F) = 0, bez. bei der mit jener collinearen 
Modularcurve fn{J\ P) = 0"^). Wir recapitulieren bier den Satz: Die 
Bii den ambigen Classen gehorenden singuldren Moduln J, und nur diese, 
halen reelle Werte; die im JBereiche eigentlicher Transformation Ord- 
nung eintretenden singuldren P dieser Art werden von den reellen Ziigen 
der Curve h^, = 0 ausgeschnitten, Hierbei ist das Auftreten von 
Doppelwurzeln der Gleicbung hn{X, 0) = 0, d. i. /^(P, P) — 0 aus 
der Gestalt der Curve hn — 0 sofort verstandlich. In der That 


*) [Der Abschluss dieses Paragraphen bringt eine neuere Dntersucliung des 
Herausgebers.] 



IV, 5. Aritlimetiscbe Anwenduugen der Modulargleichungeu erster Stufe. 187 

wurde letztere ja Yon der reellen J'-Axe iin allgemeinen in Doppel- 
punkten gesclinitten^ xmd nur da’ in einfachen, xyo die Curve gegen 
die reelle Axe orthogonal verliefj diese letztereo Pankte liefern uns 
offenbar die ambigen Classen vom Teller 6 — 1 bez. 2 und der 
Determinante D = — 4n. 

Der Ubergang zum Transformation spoljgon F^(^n) findet bier 
dnrcb genan dieselbe Uberlegung statt, wie vorhin in § 3 bei den 
Formen positiver Determinante. Statt namlicb im Ausgangsdreieck 
nacb einander alle Reprasentanten J' in Bezug auf ibr Identisch- 
werden mit J zu untersncben, betracbten wir einzig den Reprasen* 
tanten /'(oj) = J(n(D), diesen aber im gesamteii Transformationspolygon 
Ftp- 1st an einer Stelle von Fyj die Differenz {J{€o) — Jn{m)) Nnll^ 
so verscbwindet sie Polygon Fyj gemessen^^ dortselbst gerade ein-* 
facia; denn ware der fraglicbe Nullpunkt eine mit co — i ilquivalente 
Ecke, so ware dock ersiclitlicla die betreffende Stelle der gescblossenen 
Placlie F^ip nur von mvei Elementardreiecken umlagert. Die Nullstellen 
von fn(Jf J) liaben sich solcherweise im Folygooi Fy^ Oder cmf der Fldche F^ 
dermassen verteilt, dass dortselhst heme mei einfachen Nidlstellmi mehr 
mr Coincident hommen. 

Dieses Resultat ist fiir die ambigen Classen in Ubereinstimmung 
mit imseren friilieren SMzen aiber die auf iibertragene Smith'sclie 
Curve; die reellen Zilge derselben wiesen in der That auf F-^ keine 
Doppelpunkte mehr auf (cf. p. 172). XJberhaupt aber werdeu wir die 
ambigen Classen jetzt aus den doppelt eingeteilten Polygonen F-^p des 
§ 3 fur jedes n sofort ablesen; ibre singularen co sind ja offenbar 
die Kreuzpunkte, in welchen die Halbkreise der Formen positiver 
Determinante n die Kreisbogen der beiderlei Einteilungen von F^ 
durchsetzen. 

Die zu nicht- ambigen Classen gehorenden singularen co kommen 
im doppelt- geteilten Polygon F^ nicht mit derselben Leichtigkeit 
zar Evidenz. Solche Punkte werden im Innern freier oder doppelt- 
schraffierter Bereiche liegen und mussen naturlich immer zu vieren 
aus einander vermoge der Substitutionen W, J. IF hervorgehen. 

Urn aber diese Stellen unmittelbar aus den Figuren abzulesen, muss 
man sich in etwas ausgiebigerer Weise die Werteverteilung von J und 
J' auf F^ veranschaulichen, was wir hier indessen nicht ausfuhren 
konnen. 

Jetzt sei ^(co) eine' ganz beliebige zur gehorende Modul- 

funetion, die jedoch nicht bei Ausiibung der Substitution W in sich 
iibergehen soil. Dieselbe wird rational, und zwar unsymmetrisch, 
dureli J darstellbar sein: 
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(1) g = B{J , J) = , 

wobei wir reckts die rationale Function JR in zwei durcli einander 
dividierte ganze Fanctionen gespalten denken. Nach. bekannten Grund- 
satzen der Tkeorie der algebraiscken Functionen verscliwinden in 
alien melirfacben Punkten der Modularcurve fiJ\ </) = 0 die beiden 
ganzen Functionen zugleieh. Wir konnen die G^ aber immer 

so gewablt denken, dass sie in einer gewissen endlichen Reihe ein- 
faclier Punkte der Curve f{J', J) — 0 nicM zugleicli verscliwinden, 
Man riclite es hiernacli insbesondere so ein, dass gleicbzeitiges Ver- 
scbwinden von und G^ jedenfalls nicbt in jenen Punkten der 
Modularcurve oder des auf dieselbe eindeutig bezogenen Polygons 
eintritt, die von den oben eharakterisierten einfaclien Nullpunkten von 
/(J", J) = 0 lierrubren, Indem wir gleicb noch aus (1): 

( 2 ) 

ableiten, zieken wir die im Polygon verteilten, zur Ordnnng 
gekorenden singularen co keran. In alien solcken co, deren zugekorige 
J mekrfacke Wurzeln von f(Jy /) = 0 sind, muss Ii{J\ J) unter der 
Form erscheinen, so dass wir iiber die zngekbrigen Werte s' aus 
(1) und (2) nock nickts welter aussagen konnen. In alien solcken co, 
deren singulare Moduln J* einfache Wurzeln von f(Jf J) = 0 sind, 
kaben zufolge (1) und (2) die beiden Modulfunctionen ^(o) und 0 \g)) 
einen und denselben Wert, und zwar ganz unabkangig davon, wie wir 
s(m) gewaklt denken niogen. 1st ein specieller unter diesen 
letzteren Punkten, und sind ©q und TF(cuo) der gescklossenen Fip 
verschiedene Stellen, so konnen wir dock offenbar derart gewaklt 
denken, dass diese ITunction in den fraglicken beiden Stellen ver- 
scbiedene Werte aufweist. Das widersprickt aber direct unserem so- 
eben erkaltenen Eesultat, dass stets s'{cO(^) — ,^(W(c5q)) = 
soil, und also folgt der Satz: Diejenigen singularen ivelche su den 
einfaclien Wurseln von f{J,J)~0 gelidrenj sind, auf die gescMossene 
Fldche F,p in leschrielener Weise uhertragen, dortselhst Fixpunkte fur die 
durch W dargestelUe Transformation der Flache F^ in sich 

Diese Uberlegung lasst sick nun auck leiekt umkekren. 1st cOq 
einer jener Fispunkte, so ist W{g)q) beztiglick mit co^ aquivalent: 

_ ^ ^ 
ncOf, -j- 8 

Der Zaklwert berecknet sick also aus der Gleickung: 

na • n(p + yg) ■ + S = 0 , 
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und die zugehorigen Werte von A und % sind: 

A = 4.n — n\^ — yQ)\ = + >^(i3 — 

Schliessen wir wieder die particularen Falle n = 2, 3 aus, so folgt 
aus der Bedingung — 2]/n < % < 2 y^^ notwendig j3 == 7 ^ und also 
A = 4^^. Damit ist der Satz bewiesen: 1st 1^ 2 (mod. 4)^ 

{mit Ansnahme der partietilaren Falle n — 1, 2), so ist die Classen- 
anmJil der arsprunglichen Formen der Determinante D — — 4n gleich 
der Amahl der Fixpunkte^ welche die Transformation W der Fldche F^ 
in sich aufweist. Ist n~S, (mod. 4), ^oo wir jedocli der Kime halber 
vom Falle dbsehen^ dass n ein dr eif aches Quadrat ist, so ist die An^alil 
jener Fixpunkte identisch mit der Glassenanmhl ursprilnglicher Formen der 
Determinante D = — 4^, vermehrt um die Classenanmhl urspriingliclier 
Formen der Determinante D = — n, Dieser Satz schliesst sieb augen- 
sebeinlicb aufs direeteste dem p. 1 71 ftir die positive Determinante D — n 
gewonnenen Ergebnis an"^). 

Die Anzabl der zu W gehorenden Fixpunkte auf F^ ist tibrigens 
in niederen Fallen obne weiteres angebbar. So oft das Gescblecbt 
imserer Flacbe p = 0 ist, haben wir 0wei Fixpunkte; hierher geborige 
Anwendungen unseres Satzes haben wir fiir 

( 3 ) n = 4, 5, 6 , 1, 8 , 9, 10, 13, 16, 18, 25. 

In den Fallen p—1 baben wir stets vier Fixpunkte bierber geboren: 

( 4 ) = 11 , 14, 15, 17, 19, 20, 21, 24, 32, 36, 49. 

Ubrigens mogen wir zum Scblusse nocb betonen, dass wir fiir die 
praktiscbe Berecbnung der in Rede stebenden singillaren Moduln 
naturlicb stets auf eine moglicbst einfacbe Function der r^(«) zuriick- 
greifen. Nennen wjr dieselbe gleich wieder ^(o), so ist 


*) Indem solckeTweise zwei unter den Transformationen A, WA der 
Flacke F^ in sick eine interessante zablentbeoretiscbe Bedentung gewonnen 
baben, konnte man sicb nun ancb versucbt fublen^ fur die symmetriscbe XJmformnng 
A der F^ in sicb entsprecbende tJberlegnngen dnicbzufubren. Die festbleibenden 
Elemente dieser letzteren Transformation lassen sicb durcb eine nabeliegende 
geometriscbe Interpretation mit den reeBen Zugen der Modularcnrve f {I\ J)^Q 
in Beziebnng setzen; inzwiscben miissen wir nnterlassen , auf die aritbmetiscbe 
Bedentung der biermit gemeinten Betracbtungen naber einzugeben. 

**) Man stellt namlicb W unter Gebraucb des zugebdrigen Integrals erster 
Gattung bei zweckm’assiger Wabl desselben in der transcendenten Gestalt 
u — u dar, so dass als Fixpunkte im Parallelogramm der Perioden die vier: 


= 0 , 


2 ’ 


2 


auftreten. 

A 
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( 5 ) 


J — li , 0) ^ 0 ) ' 


0 ^)'- 




und es liefert die Losung der Gleichnngen 

( 6 ) /) Glip, - 0 , 

(7) ,) = 0, 

Yon welchen die letztere die zwisclien und 0 bestehende algebraisclie 
Relation ist, jedenfalls alle gewiinscbten Wertsysteme 0 ', 0 . Dabei 
werden freilich im allgemeinen auch nocli weitere^ unserem Probleme 
fremde Losungen 0 ', 0 auftretenj jedocb. ist in diesem Betraclit das Naliero 
jeweils durcli eine besondere Untersueliung festzustellen. 


§ 8. Geschielitliclies iiber die Gleicliung der eigentlich znr 
Determinante — A gehorenden singnlaren Modnln. 

Die eomplexe Multiplication der elliptischen Functionen. 

Bevor wir die Entwicklungen der voraufgelienden Paragraphen 
durcb Beispiele illustrieren, moge an dieser Stelle nocli eiii kiirzer 
Berielit erstattet warden iiber eine Reihe weiterer Fragen und Unter- 
sucliungen, die sicli aiif die singnlaren Moduln beziehen. Wir kniipfen 
etwa daraU; dass filr ^ = 0, 1, 2 (mod. 4) die einfaclien Wurzeln von 
fniJ, J) — 0 von den ursprlingliclien Formen der Determinante 
J) =3 — A == — 4zn geliefert warden, deren Classenanzalil wir durcli 
'}^(A) bezeicknen mogen. Ist aber (P, Q, E) eine ursjormgliche Form 
einer beliebigen negativen Determinante — A, so wollen wir den zu- 

geborigen singnlaren Modul j (^ — als j^eigentUch^^ 0 ur Deter- 

minante — A gehorig benennen. Haben wir also eine Determinante 
— A, welche einer der Bedingungen A = 0, 4, 8 (mod. 16) genilgt, 
so werden wir zufolge der gerade vorausgescbickten Bemerkung aus 

fj(Jf J) naeli bekannten Regeln das Product der Linearfactoren 

T 

absondern. Es wird eine ganze rationale Function gj(J) vom Grade 
92 (A) entspringen, die gleich Null gesetzt gerade die ri(A) eigentlieli 
zur Determinante A gehorenden singnlaren Moduln zu Wurzeln hat. 
Die Zahl A ist nun weiter infolge ilirer Gestalt (4PP — Q^) entweder 
durch 4 teilbar oder = 1, (mod. 4). In alien diesen Fallen mogen 
wir gj{J) in derselben Bedeutung brauchen, wie soeben in den Fallen 
A = 0, 4, 8, (mod. 16), dass ndmlkh die Gleiclnmg gj — 0 die eigentlich 
0 ur Determinante — A gehorenden singnlaren Moduln liefert Fixr die 
Gewinnung von gj(J) in den noch niclit erledigten Fallen gelten als- 
dann folgende Regeln; 
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Im Falle A = 12, (mod. 16) liefert die Absonderung der einfacben 

Linearfactoren aus J) zunachst gj(J) • aber die Function 

T T 

fjj^ 4 .(J, J) enthalt offenbar gj(J) nnd ist teilerfremd gegen gj(J)^ 
~ 16 T 

Dureh Abscheidung des gemeinsamen Bestandteils aus jenen beiden 
Functionen erhalten wir also gj(J) und gj{J) jedes fiir sicb. — Ist 

r 

A = — 1 (mod. 4), so braucben wir nur in den letzten Zeilen fur das 
dort gemeinte A jetzt A'=4A einzusetzen, und finden in jenem g'j^ 

das jetzt gesuchte — Eine Ausnabnie dieser letzten Regeln 

findet nur statt, sobald A das Dreifaclie eines reinen Quadrats ist: 
Da ist erstlich fiir A= 12, (mod. 16) gj{J) direct das Product der 
einfacben Linearfactoren von fj{J^ J); ist aber A — 1, (mod. 4), 

SO ist offenbar gj{J) das Product der dreifach in fj{J, J) entbaltenen 
Linearfactoren. — 

Fassen wir zusammen, so sind es in alien Fallen rationale Rech- 
nungen gewesen, welche zur Kenntnis von gj(J) fiibren, nnd also 
sebliessen wir: Die Gleichung g'ji(J) = 0 des Grades '}j(A) weist durch- 
gehends rationale numerische Coefficienten aiif. 

Die biermit begriindete Anordnung der singuParen Moduln nacb 
den Zablen A ist wobl die am meisten naturgemasse; nnd es ist darum 
aucb die Gleicbung g^iJ) — 0 (bez. die entsprecbend fiir den Jacobi- 
scben Integralmodul gebildete Gleicbung), welche das Interesse 
der Matbematiker seit lange im bohen Grade in Ansprucb genommen 
bat. Urn dies im vollen Umfange wiirdigen zu konnen, wollen wir 
noch kurz bistoriscb skizzieren, in welcb^ interessanter Beziebung 
einerseits die singularen Moduln zur Multiplication der doppeltperiodisclien 
Functionen, andrerseits aber im speciellen die Gleicbung gj(J) — 0 zur 
Composition der quadratischen Formen stebt. 

Ist n eine rationale ganze Zabl, so besitzt als 

Function von u jedenfalls die Perioden cui, co^ und stellt sicb deshalb 
als rationale Function von O 2 ) %) M.m. 

nennt den XJbergang von p(u) zu p{mi) Multiplication von p{u) und 
bezeicbnet n als den zugehoxigen Multiplicator. Daran scbliesst sicb 
die Frage: Giebt es ausser den ganzen rationalen Zablen n vielleicbt 
nocb weitere Zablen fi, die gleicbfalls in dem Sinne als Multiplicatoren 
fungieren konnen, dass eine rationale Function von p{u) und 

nnd Offenbar wird dies stets und nur dann der Fall sein, 

wenn sowohl wie ganzzahlige Verbindung von 0 ^, cog 

dar stellt; 
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( 2 ) 


(1) feOljL = = C?03i + <^0?2 5 

diese GleicliuBgen liaben wir also zu discutieren, imd zwar unter der 
Voraussetzung, dass hj Cp d in denselben ganze rationale Zalilen sind. 
Schreiben wir (1) in der Form 

(a f£)03j^ + 1)G), — 0 ^ 

ccji -\-{d — ii)(x)2 = 0^ 

so ist zunaehst eYident^ dass bei helieiig veranderliclien not- 

wendig & =*c = 0^ a d = sein muss; bier also werden wir zum 
elementaren, soeben erledigten Fall g = n zuruehgefubri Dies scbliesst 
aber nicbt aus, dass fur speciflcierte m aucb noch andere Lbsungen von 

(2) eintreteu kbnnen. Man mag geradezu die vier ganzen Zahlen 
a, 6, c, d willktirlicb auswablen (wo sie dann eine Determinante 
{ad — Jc) bilden^ die wir gleicb wieder n nennen wollen) und es wird 
immer moglieb sein^ zwei specielle ^ nebst zugeborigen : co^ anzugeben, 
welcbe (2) befriedigen. Wir baben offenbar ^ aus 


( 3 ) 




c j d — 


== 0 ; — g(a + d) -i- n 


0 


zu bereebnen und finden dementsprechend unter Aufnabme unserer 
bisherigen Bezeiebnungen a ^ d = A === 4n — u. s. w. fiir g die 
Werte: _ 

(4) ^ = ; 


wabrend sieb fur den zugeborigen Periodenquotienten: 

a — ^ ± ^V^ — ^ ± 

(5) CJ = ^ — 2p 

ergiebt. Damit 0 in der positiven Halbebene liegt, mussen wir (c als 
positiv vorausgesetzt) I/A positiv nebmen: 


( 6 ) 


% -4" ^ 

^ ^ f CO , 


vor allem aber siebt man, dass n eine posit^e Zabl sein muss, 
wabrend fur z die Bedingung — 2]/^<3f<2]/n gtiltig ist. Hier- 
mit ist voller Anschluss an die voraufgehenden Entwicklungen erreicbt, 
und wir formulieren den Satz: Neieu dcT gcwShvilichevh Ji/Lultiplication 
der doppeltjpeHodiscken Functionen gieM es noch eine sogenannte complexe 
Multiplication derselhen^ deren Multiplicatoren g eomplexe ZaJden der 
Gestalt (6) sind; aber die Multiplication vermoge des einmlnen solchen 
a tritt nicbt fur jeden helieligen Wert der ahsoluten Invariante J ein^ sie 
findet vielmeTir eimig fur die dem gerade wrliegendmt g> mgehorigen sin- 

gtdaren Moduln staft. 
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Die Existenz der complexen Multiplication ist von Abel entdeckt^), 
nnd was besonders bewunderungswiirdig ist^ Abel spricbt in der ge- 
nannten Abhandlung (1. c. p. 426) aucli bereits die wichtigste aritb- 
metiscbe Eigenscliaft der singularen Moduln aus, namlicli class Hire 
ZaMwerte durch Wiir^eUiehungen aus rationalen Zalilen herecJmet tverden 
Jconnen. Nach AbeFs Entdeckung baben Jacobi, Hermite, Eisen- 
stein u. a. wiederbolt das Problem der complexen Multiplication und 
der zugeborigen singularen Moduln beriibrt, inzwischen ist erst durch 
Hrn. Krone cker eine vollstandige Tbeorie dieser Moduln dureb- 
gebildet worden. Die Resultate Kronecker^s sind in einer langeren 
Reibe kleinerer Aufsatze in den Monatsbericbten der Berliner Akademie 
(seit 1857) veroffentlicht worden. Da es sicb bier aber mehr um kurze 
Mitteilungen als um ausfubrlicbe Darlegung der Tbeorie bandelt, so 
machte sicb das Bediirfnis nacb einer solcben wiederbolt geltend; uberdies 
kam nocb hinzu, dass sicb aucb Kronecker's Untersucb ungen auf den 
Modul P allein bezogen, so dass eine Dmarbeitung derselben unter 
Zugrundelegung der absoluten rationalen Invariante J an Stelle des W 
wiinscbenswert erscbien. Diesen Bedllrfnissen sind neuerdings etwa zu 
gleicber Zeit die .auf den in Rede stebenden Gegenstand beziiglicben 
Arbeiten der Herren Pick'^'’^) und Weber'^*^'^) gerecht geworden, etwas 
spater aucb die bierber geborige Abhandlung von Hrn. Sylowf). 

Trotzdem die in Rede stebenden Gegenstande zu den schonsten 
gehoren, zu denen die Wecbselbeziebung zwiscben Modulfunctionen und 
Zablentheorie bisber gefiibrt bat, ist es doch ganz ausgescblossen, dass 
wir dieselben bier in erscbopfender Weise bebandeln; wir warden sonst 
zu weit auf rein zablentbeoretiscbe Betracbtungen eingeben miissen. 
Ubrigens liegt bierzu beutzutage aucb um so weniger ausserer 
Anlass vor, als Hr. Weber in seinem wiederbolt genannten Werke 
uber jjElUptiscJie Functionen und algehraische Zalilen^^ unter Heran- 
ziehung ausgedebnter Entwicklungen liber Aritbmetik und Algebra 
die fragliche Seite unseres Problems allgemein zuganglicb dargestellt 


Man vgl. die ^Hedherches sur 2es fonctiom elUptiques^^ (§ 10), Crelle’s 
Journal Bd. 2 und 3 (1827, 28) oder aucb neue Auflage der y,GesammeIten WerJce^^ 
(Christiania" 1881) p- 377. 

‘^*) yflider die complexe Multiplication der elliptischen Eunctionen^^ Math. 
Ann. Bd. 25 (1885), sowie ebenda Bd. 26 (1886). 

^*'^) Theorie der eJliptiscJien FuncUonen^\ Acta Math. Bd. 6 (1885) und 

Bd. 11 (1888). 

t) „SuT la multiplication complexe des fonctions e2liptiques^% Lionville’s 
Journal, 4*® Eeihe Bd. 3 (1887); in den Untersuchungen Sylow’s ist indessen wieder 
einzig der Modul 7c® zu Grunde gelegt. 

Kloin-Pricke, Modulfunctionen. II. 


13 
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Mag es also hinreiclien, wenn wir auf einige Hauptresultate 
aufmerksam machen: 

Die 7} (A) eigentlicli zur Determinante — A gehorenden singulareii 
Moduln waren die Wurzeln einer algebraischen Gleicliuiig gj{J) == 0 
des Grades ^(A), deren Ooefficienten durchgeliends rationale Zahlen 
sind. Diese Qleichung ist im Eationalifdtshereich der rationalen Zahlen 
irredncihel und hleilt irreducibel, wenn wir die Qnadratwur^el atis der m- 
gehorigen Determinante ]/ — A als helcannt ansehen. Indem wir aber 
diese Quadratwurzel adjungieren, bekommt die Gleicbnng gj{J) — 0 
eine Galois’scbe Gruppe, die in wesentlieh anderer Gestalt in der 
Zablentheorie seit lange bekannt ist. Wir miissen, um dies dentlicli 
zu macben, etwas weiter ansholen. 

In der von Gauss hegriuideteji Composition der quadratischen Formen 
wird vermoge eines einfacben Algorithmus ans zwei vorgelegten binaren 
quadratiscben Formen eine dritte durch ,, Composition jener beiden^^ 
erzeugt^*). Nacb den Grundsatzen dieser Operation entspringt aus 
der Composition zweier ursprunglichen Formen (P^ Q, P), (P', Q\ B') 
der Determinante — A wiederum eine urspriinglicbe Form eben dieser 
Determinante, und (was besonders wicbtig ist) sofern wir zwei beliehige 
Formen aus bestimmten zwei Classen componieren, erbalten wir stets 
eine Form aus einer bestimmten dritten Classe. Man kann demnaeb 
von der Composition der Classen reden; irgend zwei unter ihnen 
werden jedesmal durcb Composition eine bestimmte dritte erzeugen, 


Dbrigens bezieben sicb die TJnteraucbungen des Hrn. Weber 1. c. keineswegs 
gleicbmassig auf die erste Stufe, wo sick ihm bei der Bereclinung der singularen 
Moduln J alsbald erhebliche Sckwierigkeiten entgegenstellten. Das zur tJber- 
windung derselbeu berangekolte Hiilfsmittel ist aber nicbt das oben von uns be- 
fiirwortete (dass man namlicb an Stelle des Modulsystems J, J' des Polygons 
das denkbar einfackste System desselben stellt); vielmekr berecknet Hr. Weber 
vielfack die singularen Werte der Wurzeln aus Jfc, 7c', insbesondere aber des 
Moduls ^yjclc' (indem er von den fur diese Gr()sse geltenden Modulargleickungen 
ausgekt). Auf die complexe Multiplication in ikrer Bedeutung speciell fur die 
Moduln erster Stufe gebt ubrigens in allerneuester Zeit Hr.‘Kiepert ein (Matk. 
Ann. Bd. 39). — Selbstverstandlick Vird fiir uns eine systematische Ausdehnung 
der Sdtze des Textes auf die Tioheren Siufen ein anzustrekendes ZieLsein; unter 
dies miissen sick dann alle jene particularen Entwicklungen fiber 7b^, etc. 

unterbegreifen. Einen ersten Ansatz in dieser Eicktung liefern die Entwicklungen 
des folgenden Kapitels uber Classenzaklrelationen kokerer Stufe. 

Disguisitiones arithmeticae ^ Artikel 234 oder Diricklet-Dedekind, 
Zahlentheorie (3^® Aufl.) p. 387 u. f. Man bemerke iibrigens, dass bei Gauss und 
Diricklet die quadratiscben Formen in der Gestalt (a, h, c) und niokt in der im 
Texte zu Grunde liegenden Gestalt (P^ Q, B) zur Geltung kommen. 
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und es zeigt sich insbesondere, dass diese dritte Classe unabbangig 
von der Reihenfolge ist, in weleber wir jene beiden ersten eomponieren. 
Hier haben wir offenbar einen langst gewobnten Begriff wieder- 
gewonnen: Die ri(A) Classen bilden gegenuber der Co7nj)osition eine 
GruppSy die wir hurz als jydie Gnippe der Composition^^ bemchnen; sie 
ist von der Ordmmg ->2 (A) und hat die besondere Eigenschaft^ dass je 
mmi Hirer Operationen mit einander vertausclibar sind 

Die Gruppe der Composition lasst sicb jetzt leicht in eine Pennnta^ 
tionsgrnppe der Wurzeln von gj(J) — 0 nmsetzen. Man denke sicli 
die ?2(A) Classen in eine erste Anordniing gebracht, dann aber nacb 
einander die Elemente dieser Reihe mit den ^(A) Classen componiert. 
So entspringen insgesamt r}(^A) Permutationen jener ersten Reihe der 
7j Classen oder (was auf dasselbe binanskommt) der >2 (A) Wurzeln 
von g'j ~ Of und diese Permutationen bilden offenbar eine mit der 
Gruppe der Composition holoedrisch isomorpbe Gruppe, die librigens, 
wie man siebt, genau einfacb transitiv ist. 

Es lasst sicb nun der Beweis fiihren, class die Galois^scbe Gruppe 
der Gleiebung gj{J) = 0 in der so gewonnenen Gruppe entbalten sein 
muss, sobald man ]/ — A als bekannt ansiebt. Da aber jede niclit 
mit der Gesamtheit zusammenfallende Untergruppe dieser Gruppe not- 
wendig intransitiv ist, andrerseits jedoch gj = 0 aucb nacb Adjunction 
von y — A irreducibel ist, so folgt aus bekannten Satzen der Algebra: 
Die Galois’ sche Gruppe der Gleichung g'j — 0 wird nach Adjunction 
von y — A identisch mit der Gruppe der Composition, Weiter aber bat 
sicb so ergeben: Die Galois^scbe Gruppe von g'j = 0 bestebt aus 
lauter mit einander vertauscbbaren Substitutionen; gj{J) = 0 gehort 
also m derjenigen Classe von GleichungeUy die man als AbeVscJie bc- 
0 eichnet Von den letzteren aber weiss man, dass sie durcb Wurzel- 
ziebungen losbar sind, und also entspringt bei der Natur der Coeffi- 
cienten von gj — O der Satz: Die Wurzeln von g'j — 0^ d, i. die 
singuldren Moduln der Deterininante — A lassen sich durch WurM- 
dehungen aus rationalen Zahlen berechnen, Hiermit ist jener funda- 
mentale Satz AbeFs wieder gewonnen, den wir denn aucb in den 
nacbfolgenden Beispielen bestatigt finden werden. — Mogen die biermit 
gegebenen Andeutungen die beziebungsreicbe Tbeorie der Gleiebung 
gj = 0 fur uns erledigen. 


Fur kleine Werte der Determinante ist ubrigens die Gruppe der Com- 
position scbleclitweg von cycliscker Structur; die niederste Determinante, bei 
weleber die Gruppe complicierteren Charakter aufweist, ist A — 243, vergl. die in 
Bd. II der Gauss’scben Werke p. 450 ff. mitgeteilte Tabelle. 

13 '^ 
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§ 9. Specificierting der bislierigen Resultate ftir n ~ 6 und n — 7. 

Die Gesamtentwicklxingeii des gegenwartigen Kapitels sollen liier 
am Schlusse desselben dutch ein paar ausgefilhrte Beispiele verdeutlieht 
werden. Wir betrachten etwa zunachst den Fall n ~ 5*, die ganz 
einfachen. Falle n = 2; 3; 4; von denen die beiden ersten in den 
voraufgehenden Paragraphen wiederholt zum Ausschluss kamen^ wird 
man nacb dem Muster der zu gebenden Darstellung leicht direct erledigen 
konnen. 

Das Transformationspolygon 1^(5) ~ Fq ist in Pig. 96 (I p. 635) 
dargestellt; und das doppelt-geteilte Polygon Fq findet man hierneben 
in Fig. 5. Es erscheint zweckmassig, die Variabele ca' — Tr(G)) gleicti 
wieder durch, cn selbst zu bezeichnen d. h. als oo-Teilung der Figur 5 



ca=^Q 
ms. 5. 


diejenige mit den Doppeldreiecken 8^^^ T zu verstelien; eine 

wesentliche Modification wird hierdurch nicht herbeigefulirt^ und wir 
gewinnen den Vorteil, dass weiterhin die reducierten Formen iinmer 
durch blosse Anwendung der Operation 8 gewonnen werden konnen, 
Wir fragen jeiizt erstlich nach den Formen der positiven Deter- 
minante D ~ 6. In Pig. 5 erblickt man erstlich den zur Hauptclasse 
fhhrenden Ereis; 
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( 1 ) x^ + y^ — b = 0, 

welcher links und reclits in den beiden mit co = i aquivalenten Stellen 
( + 2 + die Berandung des Polygons erreiclit. Dort wird sich 
nnter rechtem Winkel ein zweiter Kreisbogen ansetzeii, der zur rechten 
und linken Seite der Pigur in zwei Teile zerlegt erscheint. Als 
Gleichung des recliter Hand liegenden Kreisbogens ergiebt eine kurze 
Reclinung: 

( 2 ) 'if' — + 5 = 0 . 

Die bislang genannten Kreisbogen setzen sich zu einem geschlossenen 
System zusammen; weitere Kreisbogen aber kommen fur unsere Figur 
nicht in Betracht, was nach den Regeln des § 3 (p. 173) aus deni Urn- 
stande folgt, dass das Polygon Fq zum Geschlechte j) = 0 gehort. 

Es giebt hiernach fiir die positive Determinante D = 5 im ganzen 
mei Classen von (ursprilnglichen) Formen; die eine Classe umfasst 
0 e]in reducierte Formen, und darunter vier Hauptreducierte, die andere 
enthalt vier reducierte Formen, die alle Hauptreducierte sind; beide 
Classen sind ambig und sich selbst invers. Durch Zuriickwerfung der 
einzelnen Kreissegmente in das Ausgangsdreieck vermoge berechnen 
wir als die Halfte der Fornienperiode der Hauptclasse: 

(1, 2, -1), (1,1, -4), (1,0, -5) 

(], _i, _4), (1, -2,-1) 
und entsprechend fiir die andere Classe: 

( 2 , - 1 ,- 2 ), ( 2 , 1 ,- 2 ); 

dort haben wir urspriingliche Formen der ersten^ hier solche der 
meifen Art. 

Um die hierher gehorigen Formen negativer Determinanten zu 
erledigen^ werden wir zuvorderst die Schuittpunkte der beiden Kreise 
(1), (2) mit den Kreisbogen der Figur 5 feststellen. In das Ausgangs- 
dreieck zuruckgeworfen liefern dieselben folgende sechs Punkte: 


— 1 + i]/l9 
2 


2 ’ 




— 1 + 
2 


Hier haben wir die reprasentierenden Punkte fiir die samtlichen 
reducierten ambigen Formen der Determinanten — 20, — 19, — 16, 
— 11, — 4. Fiir A == 20 konnen nur 'g>q und % in Betracht kommen 
und liefern ersichtlich die Formen: 

(4) (1, 0, 5), (2, 2, 3); 
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fiir A == 19 liefert einzig der Punkt eine Form namlicli: 

(5) (1, 1, 5); 

waiter kommen fiir A = 16 die Piinkte Og, filr A = 11 der Punkt 
cOg iind endlich fiir A == 4 allein co^ in Betraclit; wir finden dem- 
entsprechend die Formen: 

((1,0,4), (2,0,2), 

( 6 ) ( 1 , 1 , 3 ), 

1 ( 1 , 0 , 1 ). 

Sollte es nun im Bereiclie der in Rede stelienden Determiuanten nur 
ambige Formen geben, so kamen fiir die Zahlen H(20 — oc^) die Werte: 

(7) H(20) = 2, H(19) = l, H(16)===1 + L 

H(ll) = l, H(4)==i. 

Unter diesen Umstanden batten wir H(20 — = 10 fiir die 

linke Seite der Cl assenzablr elation fiinfter Ordnung. In der That aber 
ist aucb 0(5) + ^(5) == 10, so dass wir voraufgebend bereits alle 
Formclassen der in Rede stehenden negativen Determinanten cbarak- 
terisiert baben. 

Endlicb berecbnen wir die singularen Moduln, welche zu den 
Classen (4), (5), (6) geborenj und zwar geniigt es bier natiirlicb, die 
singularen Werte des Hauptmoduls z{m) zu berecbnen'*^*), von wo aus 
die zugeborigen singularen J auf Grand von Formel (11) p. 61 ber- 
gestellt werden konnen. Setzen wir abgekurzt: 

Y(r) = + 22t + 125) (r^ + 4r 1)^ 

so ist nacb der eben citierten Formel: 


Die fraglicben Werte von t sind also die Wurzeln von 
(8) 125¥(r) — = 0. 


Hier spaltet sicb der Factor + 22r + 125) ab, der gleicb Null 
gesetzt die beiden Werte t = — 11 + 2i liefert; offenbar finden die- 
selben in den beiden Punkten ^ ^ Polygons Fq statt. 

Der zuruckbleibende Bestandteil von (8) ist: 



(^^ + 4r-l)^ = g + 


4 • 5 ^ 

T 



*) Gemeint ist bier selbstverstandlicb der zum Polygon der Dreiecke 1, 
8-^ , 8-'^ geborende Hauptmodui t(oo). 
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Diese Gleiclmiig sjDalten wir nunmelir iinter AusfuliruBg der Substitution 
r = 5]/5« in die beiden folgenden: 

125(s< + ~) + S0-l/g(t + i) - 2 - 0, 

welclie uns die riickstandigen aclit Werte r sogleicli ergeben. Bei der 
Frage, wie sicb diese Werte r auf die Ereuzungspunkte der Kreise in 
Fig. 5 rerteilen, wolle man bemerken^ dass die beiden Kreise (1) und 
(2) in dem zur r-Ebene zusammengebogenen Polygon JFg den Kreis 
^ ^2 _ 1^25 liefern. Auf diesem Kreise bat man also alle frag- 
licben Punkte t zu sucben, wobei eben aus den Zabiwerten dieser r 
ibre Abfolge auf dem Kreise und damit ibre Keibenfolge auf den Kreis- 
bogen der co-Halbebene sofort evident wird. Wir stellen das Resultat 
gleicb in Gestalt der nacbfolgenden Tabelle zusammen: 

k.|/6)-6l/6, _ _ 6>^, 

(9) Jr(+1 +2i) = — 2 + lli, t(+ 2 + *) = - 11 +2i, 

^(±l±iv5£)_7rf:2ij/l9, r(^^-±^) = -9T2iyiT. 

Im Falle n = 1 baben wir die Gleicbungen (12) p. 61 zu Grunde 
zu legen und benutzen ubrigens wieder statt der gewobnten Gestalt 
des Polygons JFg (cf. Fig. 104^ I p. 742) diejenige, die aus ibr durcb 
Anwendung der Modulsubstitution T bervorgebt. Obne die doppelt- 
geteilte Figur bier explicite beranzuzieben, scbliessen wir vielmebr wie 
folgt. Da aucb n = 1 zum Gescblecbte p = 0 gebort, so ist die in 
der Ebene des Hauptmoduls t gelegene Smitb^sebe Curve wieder ein 
Kreis ^ der sicb bier insbesondere (nacb (12) p. 61) zu 
berecbnet. Da iiberdies ( — 1) quadratiscber Nicbtrest von 7 ist, so 
liefert dieser Kreis nur eine (sicb selbst nicbt inverse) Classe von 
Formen positiver Determinante (bez. zwei, wenn wir die inverse Classe 
besonders recbnen wollen), welcbe als Hauptclasse der Determinante 
D = 1 ambig sein wird. Das Polygon Fq bat zwei mit gj = p aquivalente 
Stellen, wo nur zwei Elementardreiecke zusammenbangen. Dort wird 
also der zur Hauptform (1, 0, — 7) geborende Kreis die Berandung von 
Fq erreicben, und es scbliessen sicb beiderseits unter dem Winkel ^ 
zwei weitere Kreisbogen an, die durcb die Gleicbungen 

(10) 2{x^ + t/) + 14ir + 21 = 0 

gegeben sind. Insgesamt liefern diese Kreisbogen fur die allein 
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existierende Classe eine Periode Ton siebeii rediicierten Pormen, als 
welclie wir finden: 


(11) (1,0, -7), (1, + 1,-6), (1,±2, -3), (2, ±1,-3). 

Die Schnitipuntte der gekenazeiclmeten Kreiskogen mit den Sym- 
metriekreisen der Teilnng von Fg sind folgende vierzehn: 


( 12 ) 


i]/7, C3„ = 


7 -j-- i j/7 




-4" 1 -j- 3 i |/ 3 


m±, = ±l + iYQ, = «>±i = + 2+i/3, 

„ I ± ^ + ‘VE _ ± 6 + +6" 

CO+5 ^ (33^g 


Auf Grand dieser Zalilwerte finden sieli fur die negaiiven Determinanten 
A = — 28 “I" folgende reduoierte ambige Formen: 


(13) 


rA = 

28; 



(1,0,7), (2,2,4), 

A = 

27; 


«5 ; 

(1, 1, 7), (3, 3, 3), 

A = 

24; 

0>2, 

®e; 

(1, 0, 6), (2, 0, 3), 

A== 

12; 


®s; 

(1, 0, 3), (2, 2, 2), 

‘A = 

19; 

“s! 

(1, 

1, 5); A = 3; cjg; 


Anek kier giekt es nur ambige Classen, und wir lesen aus (13) ab: 
(14) H(28) = 2, H(27) = l + -;-; H(24) = 2, H(19) = l, 

H(12) = l + -^, 'h(3) = 1; 


in der That erbalten wir so fur die linke Seite der Classenzahl- 
relation siebenter Ordnung 14, welckes auck der Wert der reckten 
Seite ist. 

Die zu den Argumenten (12) geborenden singularen Moduln be- 
recb.net man genau in der namlicken Weise, wie vorkin bei h = 5. 
TJnter Riicksicktnakme auf die conforme Abbildung des Polygons F^ 
auf die T-Ebene ergiebt sick: 


( 15 ) 


«(®o)=='^, ^(e»») = — 7, t(co+i) = 5» j+ 

A 

z(a)±0 = - 5 + 61/2- qr.yrcs 4-21/^ 








■ 5 — 61/2 4: iys (5 — 2}/W) 
2 



IV, 5. Aritbmetisclie Anwendiingen der ModulargleichuDgen erster Sfcufe. 201 

Hier, wie in (9), findet man die obigen Angaben liber die aritb- 
metiscbe Natur der singularen Moduln bestatigt. — 

tJbrigens wiirde eine weitere Portsetziing dieser Einzelnnter- 
sucbungen, die wir bier abbrecben^ ancb bei den naclisten Werten 
von n beinen besonderen Scbwierigkeiten begegnen. Besonders leicbt 
mocbte sicb vermoge der Fig. 1 p. 42, so wie der bezilglicben Ent- 
wicklungen von p. 61 der Fall n = 6 eiiedigen; wir iiberlassen indessen 
die Durcbfilbrung dieser Untersuchnng dem Leser. 



Sechstes KapiteL 

Aiiweiidttiig der Ikosaedemodulargleicliungen auf die Tlieorie der 
ganzzaliligeii binaren quadratisclien Formen. 

Genau so^ wie vorsteliend die Modulargleieliuiigen zwiscben J und 
J'j koiinen wir jetzt irgendwelche Modulargleichungen hoherer Stufe 
mit der Theorie der quadratisclien biuaren Formen in Verbindung 
setzen^ und insbesondere yersucben, aus ihnen ClassenmMrelationen 
nach. Art der im vorigen Kapitel gewonnenen Kelation erster Stufe 
abzuleiten. Einige bistorisebe Angaben iiber letzteren Gegenstand 
mogen uunmebr am Platze sein. Wir deuteten bereits an^ dass Herr 
Krone cker bei seinen beziiglicben Untersuchungen die Jacobfscbeu 
Modulargleichungen zu Grunde legte. Hierbei gewann er neben jener 
Relation, die wir als Relation erster Stufe bezeicbneten, im Ganzen 
noch sieben weitere Classenzablrelationen, welcbe eine entsprecbende 
Bauart besassen, namlicb linker Hand eine Summe you Classenzablen 
und recbter Hand ein Aggregat yon Teilersummen aufwiesen**^). Die 
Versucbe, durch entsprechenden Ansatz nocb weitere Classenzabl- 
relationen zu gewinnen, blieben zunacbst erfolglos"^"^), und es lag die 

*) Vgl. die erste ausfubrliche Mitteilung in Crelle’s Joum. Bd. 67 (1857), 
so wie Berliner Monatsberichte von 1857, 1862, 1876. Die ersten Mitteilungen 
enthalten nnr Resultate, keine Beweise; wie man die letztex*en zu ftibren bat, 
wurde wobl zuerst von Stephen Smith im Teil VI seines ,,Meport on the theory 
of Numbers^^ in Bd. 35 der Reports of the Britisch Association (1865) entwickelt. 

^*) Indem wir J' ^ J in f(J'p J) = 0 setzen, bilden wir so zu sagen die 
Eesultante der Modulargleicbung f ~ 0 (die dem Transformationsgrad ent- 
spricht) und der zur Transformation erster Ordnung gebSrigen Grleichung J — JT' = 0. 
Man kann entaprechend die Eesultante zweier Modulargleichungen /■= 0, /*'= 0 
betrachten, die irgendwelchen Transformationsgraden n' zugehoren; man kann 
auch die Discriminante der G-leiclinng / — 0 untersuchen. Letzteres ist ins- 
besondere (fur den Fall der Jacobi’sclien Modulargleichungen) von Hermite ge- 
schehen (Comptes Eendus. Bd. 49, 1859: Sur la Theorie de equations modu- 
laires). Inzwischen zeigte Hr. Kronecker 1875 in den Berliner MonatsbericMem 
(1. c.), dass die betreffende, von Hermite gefundene Relation in der That eine 
lineare Verbindung seiner fundanientalen acht Eelationen sei. 
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Aiiffassung nahe^ class mit den von Hrn. Kronecker gegebenen acbt 
Gleicbungen das bier zuganglicbe Gebiet zunacbst ilberhaupt ab- 
gescblossen sei'**'). Die allgemeine Theorie der elliptiscben Modul- 
fanctionen^ wie wir sie bier vertreten, und die aus ibr fliessende Eenntnis 
zablreicber neiier Formen der Modulargleicbungen boberer Stufe bat 
diese Auffassung wesentlicb erweitert. Es ist das grosse Verdienst 
von Hrn. Gierster, in dieser Hineicbt die babnbrecbenden Unter- 
sucbungen gefubrt zu baben. In einer ersten Mitteilung in den 
Gottinger Nacbricbten von 1879*"^) bebandelt derselbe nnter den bier 
in Betracbt kommenden Gesicbtspunkten die Modulargleicimngen der 
regiildren Korper und erbalt so neben der Classenzablrelation erster 
Stufe (die bier zum ersten Male als solcbe explicit auftritt) je eine 
Ileibe von Eelationen zweiter, dritter, vierter, funfter Stufe, die in aritb- 
metiscber Hinsicbt durcbaus coordiniert erscbeinen. Bald darauf debnte 
Hr. Gierster seine Untersucbungen auf beliebige Modulargleicbungen 
von Primzablstufe, wie aucb auf Modularcorrespondenzen aus**^'*^'*’^). Bei 
letzteren aber zeigte sicb eine Complication. Es war nicbt scbwer, 
die in^ den zugeborigen Classenzablrelationen linker Hand auftretenden 
Summen von Classenzahlen allgemein binzuscbreiben, dagegen feblten 
die Mittel, um die auf der recbten Seite auftretenden zablentbeoretiscben 
Punctionen zu definieren. Es bangt dies mit der Scbwierigkeit der 
allgemeinen algebraiscben Darstellung der Modularcorrespondenzen 
zusammen, auf die wir scbon binwiesen, und deren Erledigung durcb 
Hrn. Hurwitz uns weiter unten im secbsten Abscbnitt ausfuhrlicb 
bescbaftigen wird. Hr. Hurwitz ist es denn aucb gewesen, wie wir 
spater nocb ausfiibren werden, der die in Rede stebende aritbmetiscbe 
Scbwierigkeit zuerst principieil iiberwunden bat und dadurcb den Aus- 
blick auf eine unendlicbe Reibe von Classenzablrelationen geoffnet bat, 
deren recbte Seiten freilicb zablentbeoretiscbe Functionen von steigen- 
der Compliciertbeit entbaltenf). Hr. Kronecker batte bereits 1875 

*) Vergl. hierzu die arithmetiscken Betraclitungen , welcke Hr. Kronecker 
1884 in seiner Arbeit ^ytlber hilineare Formen mit vier VariabeleW^ (Abbandlungen 
der Berliner Akademie) entwickelt. 

Tiber Belationen misclien GlassemaMen bindrer quadratischer Formen von 
negativer Determinante (spater abgedruckt in Bd. 17 der Math. Annalen p. 71 — 78). 

Vgl. die Mitteilung an die Miincbener Akademie vom Pebr. 1880 (ab- 
gedrnckt in Math. Annalen 17), so wie die ausfuhrlicberen Arbeiten in den Banden 
21 und 22 der Matb. Annalen (1882, 83), die alle nnter dem gleicben Titel (Tiber 
Belationen zwisclien Classenzahlen etc.) erschienen sind. 

t) Vgl. die Mitteilung in den Gottinger Nacbricbten vom Nov. 1883 y,Zur 
Theorie der Modulargleicimngen^^ , die Arbeit , fiber Belationen zioisclien Classen- 
zahlen bindrer guadratischer Formen von negediver Determinante'''' in Bd. 25 der 



204 


IV j 6. ClasssenzalilrelatiioDen fiiiifter Stufe, 


auf anclerem Wege ein specielles Merher gehoriges Resultat erlialten"^'), 
bei welcliem rechter Hand eine Summe complexer Teller von der 
Form a + auftritt; dasselbe rubriciert sicb jetzt niiter die sect- 
zebnte Stufe; ebenso findet eine Pormel Hire Bestatigung^ welclie Hr. 
Gierster ftir n — 7, 11 auf inductivem Wege gewonnen und 

in der complexe Teiler von der Form a + &]/ — 7 resp. a + 6]/ — 11 
anftreten. — Weitere liierlier gSIiorige Arbeiten werden wir weiter 
imten anfubren. 

Von den ausgedebnten liiermit beruhrten Untersuchtingen konnen 
nns bier selbstverstaudlicb nur diejenigen bescbaftigen, welclie sicb 
auf eigentlicbe Modulargleicbungen bezieben. Und unter diesen werden 
wir der Ktlrze balber nur einen einzigen Pall berausgreifen, der luis 
besonders interessiert, die 3Iodulargleichmge7^ des Ikosaeders. Wir baben 
uns oben, beim algebraiscben Studiuni dieser Gleicbungenj auf den 
Fall eines zu 5 relativ primen Transformationsgrades beschrankt. Die 
gleicbe Bescbrankung soil bier eingebalten werden, trotzdem Herr 
Gierster bereits aucb den Fall der durcb 5 teilbai'en Transformations- 
grade erledigt hat; wir^ werden uber seine bez. Resultate nocb am 
Scblusse des Kapitels einige Angaben macben. Ubrigens ubertrageu 
wir vorab die Theorie der Smitb^scben Curve auf den vorliegenden 
Pall der Ikosaedermodulargleicbungen. 

§ 1. Beziehxing der Modulargleichungen ftinfter Stuf© anf die 
binaren quadratischen Pormen positiver Determinante. 

Wenn wir die complexe J’-Ebene durcb die algebraiscbe Function 
secbzigsten Grades £ auf die ikosaedriscb geteilte Eugel der Variabelen 
g conform abbilden, so wird die Curve ]i{Xj V) = 0 der tT-Ebene 
(p. 166); um mit dieser bier wieder zu beginnen, sicb in eine algebraiscbe, 
auf der g-Kugel gelegene Curve libertragen. Jene erstere Curve war 
(sofern wir ibren imaginaren Bestandteil mit in Betracbt zieben) 
collinear mit der Modularcurve, und die Modulargleicbung erster Stufe 
fur eigentlicbe Transformation Ordnung^^*) zerfallt beim gekenn- 

Math. Aan. (1884), endlich den Aufsatz: „ti'ber die Classemahlrelationen und Modular- 
corresponden^en primzaMiger Stufe^^ in den Sitzungsbexicbten der Siichsiscben Ges. 
d. W. von 1885. 

*) In den Berliner Monatsberiebten. 

**) In der bereits genannten Arbeit in Bd. 22 der Math. Annalen. 

Wir setzen bier n sogleicb relativ prim gegen 5 voraus; nichts wiirde 
Mndern, ancb fiir durcb 6 teilbare n entsprecbende Entwicklnngen anzustellen, 
die nur nocb weniger einfdrmig ausfallen -wurden, als die Untersucbungen des 
Textesj auf die bez* Eesultate des Urn. Gierster kommen wir unten zuriick* 
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zeichneten tJbergaiig in 60 irreducibele Gleichungen funfter Stufe 
0 ~ • • •; ^) == 0^ welche alle aus einer unter ilmen 

cladurcli entstehen, dass wir bei unverandertem ^ auf die Ikosa- 
edersubstitutionen ausiiben. Entsprecbend muss also die auf der 
g-Kugel gewonnene algebraische Curve reducibel werden, indem sie in 
die secbzig irreducibelen Ourven: 

(1) — I + == 0? • ■ /ssCI — | + i9?) = o 

zerfallt. 

Von diesen Curven kommen fur die Formen positiver Deter- 
minante B — n einzig die reellen Ziige in Betracht; wir werden die- 
selben selir leicbfc auf dem Ikosaeder (Pig. 30, I p. 105) augeben 
konnen. Tn der That brauchen wir nur die im Ausgangsdreieck der 
Modulteilung gelegenen Kreissegmente der ursprunglichen Formen 
der Determinante B = n auf alle secbzig Doppeldreiecke des Ikosaeders 
abzubilden; dort werden sie sicb zu lauter stetig gekrummten Curven- 
ziigen an einander reihen, welche die reellen Teile der Curve (1) abgeben. 

Nicht jede Curve (1) weist reelle Ziige auf; man mochte vielmehr 
sofort als Bedingung angeben, dass die linke Seite der zugehorigen 
Modulargleichung §0 = 0 symmetrisch in g', g sein muss, und 
solches gilt, wie wir friiher fanden, fur n = + 1 (i^aod. 5) von fiinf- 
zehn, fiir + 2 nur von zehn unter den sechzig Modulargleichungen 
(cf. p. 123 u. f.). Dies ist wirklich in Ubereinstimmung mit der arith- 
metischen Abzahlung, die wir nun fiir die einzelnen Palle n = + 1, +2 
durchfiihren. 

Soli iiberhaupt eiue vorgelegte eigentliche Transformation 
Ordnung einen Beitrag liefern fiir einen reellen Teil einer Curve (1), 
so muss der erste Coefficient der Transformation mit dem vierten 
iibereinstimmen. Nun sind die sechzig zu den Gleichungen (1) ge- 
horenden Schemata der Transformation Ordnung 

(2) m) = = 1 , (mod 5). 

Fiir n=l haben wir in (2) die sechzig modulo 5 incongruenten 
Substitutionen, und unter denselben giebt es bekanntlich fiinfzehn 
mit (}Ci=di^ die den fiinfzehn Symmetriekreisen der Ikosaederteilung 
eindeutig entsprechen, Fiir n = — 1 kommen die mit = 0 

in Betracht; das sind die fiinfzehn Drehungen um die Kantenhalbierungs- 
punkte des Ikosaeders, die ihrerseits wieder auf die fiinfzehn Symmetrie- 
kreise durch die Gegeniiberstellung der Substitutionen: 
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in bekannter Weise eindeutig bezogen sind. Fiir n = + ^ kommen 
die Operationen mit in Betracht, nnd man bestimmt 

deren ZaU in beiden Fallen leiclit zn zehn. Indessen stelien dieselben 
in keiner ansclianlichen Bezieliung znr Ikosaederteilung*). 

Dieso Satze gestatten nnmittelbare Anwendung^ wenn wir jetzt 
die nrsprungliclien Formen einer durcb. 5 nicbt teilbaren positiven 
Determinante D = n betrefifs ihrer Aquivalenz bezuglich der Haupt- 
congruenzgrnppe fiinfter Stufe untersuclien. Fiir zwei relativ aqui- 
valente Formen (a, c), (a\ h', c') ist dabei stets a = a, V ~ 

c =c (mod. 5) und wir werden deinzufolge nicbt nur von modulo 5 
congruenten Formen , sondern gleicb von congruenten Formclassen 
sprecben konnen. Vereinen wir alle fiir das einzelne n congruente 
Classen in eine Abteilung, so giebt es deren offenbar zebn oder fiinfzebn 
verscbiedene, je nacbdem n quadratiscber Nichtrest bez. Rest von 5 ist. 

Im letzteren Falle konnen wir natiirlicb wieder die Beziebung zu 
den 15 Ikosaederkreisen berausarbeiten; Die Kreise der Modulteilung 
mod. 5 reduciert geben fiinfzebn Typen: 

y(x^ + -j- = 0^ 

und eben auf diese kommen aucb die reprasentierenden Halbkreise 
der Formen (a, h, c) mod. 5 zuriick, und zwar direct bei n = 1, wahrend 
wir bei n~ — 1 die Ooefficienten der letzten Gleichung erst noch 
mit dem Factor 2 verseben miissen. 

Wir scbliessen bier etwa fiir n = 1 gleicb nocb folgende Be- 
sprecbung an: Zeiebnet man die reelle g-Axe^ die in Fig. 30 (I p. 105) 
horizontal durcb die Mitte ziebt, vor den librigen Symmetriekreisen 
aus, so ist dadurcb eine unsymmetrisclie Anordnung aller Kreise in 
vier Systeme zu bez. 1^ 2, 4, 8 bedingt. Das erste System bestebt 
einzig aus der reellen ^-Axe, und ibr gebort diejenige Abteilung 
von Formen zu, welclie a = c = 0 baben. Weiter findet man in 
Fig. 30 zwei Kreise, welcbe die reelle g-Axe orthogonal kreuzen, und 
zu ihnen gehoren die beiden Formabteilungen mit & = 0. Es folgen 

vier Kreise, welcbe die reelle Axe unter den Winkeln + y kreuzen, 

*) In „Iko8.“ Kap. IT, 2 finden ubrigens beide Falle = + 1, +2 eine ina 
Raume entwiokelte geometrische Interpretation. Um diese Verhaltnisse fiir den 
im Texte ansgescblossenen Fall % = + 2 nock etwas naber anzudenten, so werden 
die fiinf in (7) p. 140 gegebenen Grossen , . . , zn Pentaedercoordinaten 
des gewolinliehen Ranmes gesetzt; dies ist desbalb zulassig , weil die Summe 
der identiscli Null ist. Man findet alsdann die zebn fur = y 2 im Texte 
cbarakterisierten Falle durcb eine tlberlegung, die wb bier nicbt naber ausfiibren 
konnen, den zehn Kanten des Coordinateninntaeders zugeordnet. 
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und ihnen zugehorig vier Formabteilungen mit = — 1. Den 

Schluss bilden acht Kreise, welcbe die reelle Axe unter den Winbeln 

+ V? schneiden, und denen die acbt Pormabteilungen mit 

— o — 5 

= -j- 1 entsprecben. Es liat desbalb Interesse, auf diese Verbaltnisse 

liingewiesen zu haben, weil wir spater fiir ^=1 (sowie aucli fiir 
n = — 1) insgesamt vier verscbiedene Classenzablrelationen fiinfter 
Stufe kennen lernen werden, welcbe den gekennzeicbneten vier Systemen 
von Ikosaederkreisen genau parallel geben*'^). 

Jeder Eormabteilung werden wir jetzt beim einzelnen n eine der 
10 bez, 15 Curven fhi^ — iri, | + = 0 zuweisen und iibrigens 

die Formen der Abteilung in Classen teilen, je nacbdem sie relativ 
aquivalent sind oder nicbt. Wir baben dann obne weiteres den Satz: 
Jede Abteikmg enthdlt soviel Formclassen der positiwn Determinante 
= als die mgehdrige Curve fk(^ — iri, | = 0 reelle ZUge 

aufweist. Unter zwei einander inversen Classen ist bierbei natiirlicb 
immer nur eine gezablt; sicb selbst inverse Classen aber treten desbalb 
nicbt auf; weil innerbalb der elliptiscbe Substitution en der Periode 
zwei sicb nicbt finden. Es wiirde iibrigens keine Scbwierigkeit baben, 
auf Grand des in der co-Halbebene gelegenen Polygons JFgg eine Tbeorie 
der reducierten Formen und der Formenperioden zu entwickeln. 

Man siebt; dass sicb soleherweise die bei der ersten Stufe fiir 
die positiven Determinanten entwickelten Satze obne Miibe iibertragen. 
Wicbtige Ergebnisse erzielen wir indes bei dieser Ubertragung erst 
fiir die Formen negativer Determinante. 

§ 2. tJberleitnng zn den Classenzahlrelationen fiinfter Stufe und 
Ansatze fiir ibre Bereehnung. 

Wie wir scbon in der Einleitung zum gegenwartigen Eapitel be- 
merkten, ist die wicbtigste Anwendung der Modulargleicbungen fiinfter 
Stufe diejenige zur Aufstellung der Classenzablrelationen fiinfter Stufe. 
Was wir unter diesen Relationen zu versteben baben werden, ist nacb 

*) Eine ganz entsprecbende Betracbtung gilt fiir w = + 2 im Raume J2g des 
in der vorigen Note genannten Coordinatenpentaeders der Alle zehn Kanten 
des Pentaeders zerfallen mit Riicksicbt auf eine unter ihnen in Abteilungen ; 

die erste Abteilung wird allein von der einen gerade ausgezeiclineten Kante ge- 
bildet; es reihen sicb weiter secbs Kanten an, welcbe jene erstere scbneiden; und 
endlicb bleiben fiir die dritte Abteilung nocb drei Kanten, welcbe die erste nicbt 
treffen. Dem entspricbt es, wenn wir spaterbin fiir die fraglicbenFalleM=4: 2(mod. 5) 
drei unterscbiedene Classenzablrelationen finden werden. 
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§ 6 des Yor. Kap. (p. 182) fast unmittelbar evident. Damals betraeiiteten 
wir die Function erster Stufe 




und fanden durcli Vergleichung ihrer Null- und Unstetigkeitspimkte 
im Ausgangsdreieck die Gleicbung: 

(2) 2 H(4n — — 2yn 5C jc ^ 

z=0, + ij .. 

d. i. die Glassenmlilrelation erster Stufe, Indein wir, wie soeben, auch 
weiterhin n als prim gegen 5 voraussetzen, fiihren wir in die Modiilar- 
gleichiing erster Stufe fiir erweiterte Transformation Ordnung 
f{J% J) = 0 fiir J' und J ikre rationalen Ausdriicke in und J ein. 
Dabei zerfallt diese Gleicliung in secbzig neue Gleicbungen 

/■oa; 9=0, ...,4(r, e) = o, 

deren linke Seiten wir uns wieder als Functionen von g geschrieben 
denken. Dabei ist denn zwar nieht direct 0 mii f(J’, J) 

k 

identiscli, aber es ist nieht schwer, die hier bestehende Bezieliuug 
explicite aufzustellen. Ubt man namlieli in Q auf die 60 

Ikosaedersubstitutionen aus, so entspringt durch Multiplication der 
seclizig Bildungen offenbar der Quotient von 


t) unci {r(r“ + nr - 1 ))'“"; 

k 

und dieser Quotient ist von 5' nur in der Weise abliangig, dass er 
bereits rational in J' ist. Durch leichte Fortsetzung dieser vScliluss- 
weise findet man: 


(3) 


fiJ', J) = 


0- JT^cr, s) 


{r(r” + - 1) + 

woraus sich durcli Identischsetzen von § und die Relation ergiebt: 


(4) c • t) == { Ks’* + n r* - 1) } • fiJ, J). 

k 

Statt nun f{Jj J) auf dem Polygon in Bezug auf Verschwinden 
und Unendlichwerden zu untersuchen, konnen wir auch zu gleichem 
Zweeke die reclite Seite von (4) vorlegen; immer wird dabei durch 
bekannte Uberlegung die Relation (2) entspringen, nur mit 60 multi- 
plicieri Jetzt aber konnen wir auf fur jeden in (4) linker Hand 
auftretenden Factor £) ins einzelne die Anzahl der Nullpunkte 
und andrerseits diejenige der Unstetigkeitspunkte abzahlen und ge- 
winnen durch Gleichsetzung beider Anzahlen insgesamt sechzigRelationen, 
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deren Summe dann nach dem, was wir gerade voraiissehickteB; not- 
wendig (2) ergeben wird. Die so entspringenden Relationen sind es nun^ 
tvelche wir als Glassenmhlrelationen funfter Stufe bemcJinen. 

Keineswegs brauchen alle sechzig Relationen von einander ver- 
scbieden zu sein; aber man bemerke docb, dass sie nicbt alle mit 
einander identiscb sein konnen. Es wird namlicb die in den Argu- 
menten von H auftretende Zabl = (a -{- dY fiir die einzelne Relation 
modulo 5 redueiert einen durch das Schema von fk{t} t) be- 
stimmten Rest lassen. Stets also werden wir wenigstens drei Relationen 
zu erwarten haben, den Werten = 1, 4 entsprechend. Wir 

setzen sogleicli hinzu, dass wir fur (y) = — 1 aucli nur drei Rela- 
tionen erhalten werden^ fiir 1 dagegen vier; hier geben 

namlicb bei = 4n die fiir diesen Fall zur Geltung kommenden 
Pormen (P, B) vom Teiler 5 zu einer besonderen Relation 
Anlass"^'). Die verschiedenen bei der einzelnen Ordnung n auftretenden 
Relationen ergeben dann naturlicb, mit geeigneten Factoren multipliciert 
und addiert, die Classenzablrelation erster Stufe. Der Charakter der 
ClassenzaMrelationen fiinfter Stufe wird liiernach sein, dass (2) in eine 
Beihe von Gleichungen dadurch gespalten wird, dass wir die H(A) mit 
modulo 5 congruenten A immer fiir sicli zusammenfassen. 

Indem wir auch bei alien iibrigen Stufen zu analogen Ergebnissen 
gefiihrt werden , wird man bemerken, dass jeder Stufenzahl m eine 
besondere und charakteristische Spaltung der durch (2) gegebenen 
Relation erster Stufe in eine Reihe von Classenzahlrelationen Stufe 
zukommt. Keineswegs wird behauptet, dass die Relationen der einen 
Stufe nicht aus denen anderer Stufen durch solche Zwischenentwick- 
lungen ableitbar seien, welche tiefer auf das Wesen der Classen- 
anzahlen eingehen. Aber man sieht, dass es undenkbar ist, durch 
einfache lineare Combinationen oder Vervielfachungen der Glassenzahl- 
relationen einer einzelnen Stufe m die entsprechenden Relationen 
irgend einer solchen Stufe m' zu gewinnen, die nicht ein Teiler von 
m ware. 

Die Ansatze zur Aufstellung der Classenzahlrelationen funfter 
Stufe gewinnen wir nun auf folgendem Wege: Eine einzelne unter 
den Modulfunctionen funfter Stufe /!•(£, t) wird jedenfalls nur in den 
Spitzen des Polygons Fqq unendlich werden konnen. Von diesen ab- 
gesehen, wir wollen dafiir kurz sagen „im Innem‘‘ des Polygons Fqq, 


Man vgl. die in geometriscber Gedankenverbindnng gebrachten Angaben 
des vorigen Paragrapben uber die Anzabl nnterscbiedener Classenzablrelationen. 
Klein-I’ricke, Modulfunctionen. H. 14 
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werdeia nur Nullpunkte von /*(?, 0 Betracht kommen: Unsere 
erste Aufgdbe isty die AnmJil dieser NullpunMe vermoge einer arithnetischen 
Untersuchung dtireh eine Classenmhlsumme darmstellen, Wir scUiessen 
hierbei anf Grund der Gleicbung (4) wie folgt: Im vorigen Eapitel 
(p. 181) wurden uns alle einfaclien Nullpunkte von f(J, J) durcli die 
Systeme (P, Q, B, x) geliefert, wobei die Sjsteme mit reducierten 
Formen (P, P, P) zu dreien^ die mit reducierten Formen (P^ 0^ PJ 
zu zweien denselben Nullpunkt lieferten, wabrend im ubrigen ein Null- 
punkt immer aucb nur von einem Systeme (P^ Q, B, x) berriilirte. 
Bei der Betracbtimg auf PgQ ist die Zalil dieser Nullstellen cDq den 
60 Doppeldreiecken von Fqq gemass zu versecbzigtacben, und es tritt 
in Ubereinstimmung biermit fiir diesel ben an Stelle der einen Gleicbuug 


CO 


0 


— Q -h X 
2 


• coq — JK 


^^0 + 


2 


gleicb das System der secbzig Gleicbungen: 
(5) 00 = 




-P • F,K) 




wo Vi ein System modulo 5 incongruenter Modulsubstitutionen durcb- 
laufen muss. Jetzt aber ist zu untersucben, me wir die gesamten mis 
dem AnsaUe (5) sicli ergebenden NullpunMe der linlcen Seite von (4) auf 
die 60 Factoren /* verfeilen milssen. In diesem Betracbt bemerke man, 


dass dem einzelnen Factor fk ein gewisses Scbema ^ zugebort; und 

in (5) liegt nun stets und nur dann ein Nullpunkt fiir diesen speciellen 
Factor 0 rechten Seite von (5) stehende 

Transformation Ordnung eben zu jenem Scbema gebort, 


d. b. falls die Congruenz bestebt: 




( 6 ) 


vr 


2 




Wir baben also die Regel: Uas einselne System (P, Q, P, x) liefert 


fur den Factor Q vom Schema 


D so viel einfache (he^. 


^-facile) NullpunMe, als es modulo 5 ineongruente Substituiionen 
Vi giebt, welche (6) befriedigen. — Gbrigens ist infolge der Gleicb- 
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berechtigUBg der secbzig Doppeldreiecbe von Fqq gar niclit erforderlicli, 
dass (Py Qj R) hier reduciert genommen wird; vielmelir diirfen wir zur 
Reprasentation der betreffenden Formclasse auch eine beliebige andere 
Form beranziehen, deren reprasentierender Punkt in irgend eineni 
von 1 versebiedenen Doppeldreieck des Polygons Fqq liegt. Wir 
werden von diesem Umstande gelegentlieb Gebraucb macben. Eine 
Specialbetraclitung erfordern diejenigen Falle (6)^ bei denen Trans- 
formation erster Ordnung vorliegt 5 wir werden dieselbe weiter unten 
zu erledigen baben. Fiir die Untersucbung der Nullpnnkte der 
Factoren fk im jjlnnern^^ des Polygons ist im Vorstebenden der Ansatz 
vollstandig gewonnen. — 

Die Untersucbung der g) in den mdlf indquivalmten Spitsen 
von geschiebt durch functionentheoretisclie TJberlegungenj und wir 
werden ims zu deren Durcbfuhrung vorab mit einer geeigneten Dar- 
stellung der /*(?, Q verseben miissem Nacb Analogie von (2) p. 183 
konnen wir die einzelne der secbzig Modulargleichungen fiinfter Stufe 
in die Gestalt setzen: 

(,) 

dabei durcblaufen A, B, JD der erweiterten Transformation gemass 
alle den Bedingungen AD = 0 ^B <iD geniigenden Tripel ganzer 

Zablenj Vjd ist eine der Congruenz J^odulo 5 ge- 

niigende Modulsubstitution, und die Modulsubstitution bestimmt 
das zur Gleicbung (7) gehorende Schema der Transformation. Die 
linke Seite von (7) ist nun nicbt direct fkiX, 0? sondern vielmebr der 
Quotient von fi'iX, S) ^nd derjenigen rationalen ganzen Function von 
welcbe im Aiisdruck von fi(Xi t) Coefficient der bocbsten 
Potenz von t' ist. Aber diese Function von £ kann offenbar nur in 
den Spitzen verscbwinden oder unendlieb werden; also wird der Uber- 
scbuss der Anzabl der Unstetigkeitspunkte fiber die Nullpunkte in den 
Spitzen fur g) genau derselbe sein, wie fiir 

( 8 ) 

und um diesen tjberscbuss ist es ja uns einzig zu tbun. Es wird 
also * gestattet sein^ unsere Abzdhlung an dem Producte (8) vor- 
guneJimen. 

Aber*^ aucb diese Functionen (8) benutzen wir direct nur in dem 
einen Falle Ft = Fq == 1 . Aus 0 = ^ konnten wir die 59 anderen 

Gleicbungen docb dadurch berstellen, dass wir allein auf die Ikosaeder- 

14 -*= 
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substitutionen ausiibten. Wir setzen demnach jetzt an Stelle der 
Grbssen (8) die secbzig Functionen funfter Stufe: 


( 9 ) 




und naerken uns iibrigens sogleich als das zii (9) gehorige Schema der 
Transformation nVf^ an. Indem wir nun aber die Producte (9) der 
Untersucliung in den Spitzen unterwerfen, wird dadurcli, wie man 
wieder leicht iiberblickt, im schliesslichen Resultat unserer Abzahlung 
keinerlei Modification bewirkt. Zur grosseren Deutlichkeit schreiben 
wir noeli Vk ansfiihrlicb und benutzen die wohlbekannte Wirkung von 
V/) auf g. So gewinnen tmr endlich als ex^lieite Gestalt der in den Spitzen 
m untersuclienden Modulfunctionen funfter Stufe: 


(. 0 ) 



Endlich sind noch ein paar specielle Bemerkangen hinzuzusetzen : 
Bei rein qiiadratischen n reclinen wir hier im Gegensatz zu der bei der 
ersten Stufe befolgten Massnahme den Factor 


(11) {5(F.to))_s(^)j 


im allgemeinen mit; derselbe wird in der That nur fiir 


( 12 ) 



: 


]/n , 0 

0 , l/n 


identisch verschwinden. Demgemass sehen wir einzig fiir dieses Schema 
vom Factor (11) ab, was wir in den Productzeichen der voraufgehenden 
Formeln durch den oberen Index andeuteten. Zufolge dieser Sach- 
lage miissen wir nun auch bei der an (6) ankniipfenden arithmetischen 
Abzahlung alle diejenigen Falle mitzahleu, bei denen eigentUche Trans- 
formation erster Ordnung vorliegt. Es ist namlich hierbei zu betonen, 


dass fiir das besondere Schema 


Vc, dJ 


0 , y«j 

Losungen Vi von (6) eintreten. Denn wir wissen schon aus den 
Entwicklungen von § 5 des vorigen Kapitels^ dass fiir den in Rede 
stehenden Fall die linke Seite von (6), durch Yn gehoben, eine der 
beiden Gestalten VV^TVi^ VV^GVi aufweist^ aber keine von beiden 
kann = 1, mod. 5 sein. Dass ubrigens die zur Geltung kommenden 
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Ordnungen 1 von (6) aus die zwei mogliclierweise in das Innere voii 
Fqq entfallenden Nullpankte von (11) in ricMiger Multiplicitat geben, 
verfolgt man leicbt ins einzelne^), Merken wir nns also^ dass auf 
Grund tmserer Verdbredimg nach Durchfilhrung der arithmetischen Ab- 
mhlung der Nullpunkte aucli fiir rein quadratische n heinerlei Ahmg 
anmbringen ist 

Die solcberweise begriindeten Ansatze bringen wir nun im Laufe 
der nacbsten Paragrapben zur Erledigung. 


§ 3. Aritlimetisclie Abzahlung der im Innern von gelegenen 
Nnllpunkte der 

Dm im Anscliluss an Formel (6) des vorigen Paragrapben die 
Abzahlung der im Innern des Polygons gelegenen Nullpunkte durcb- 

zuflibren, scbreiben wir ausfuhrlicb ^ , sowie 

( 1 ) -B = \, P^c,, 

SO dass die citierte Formel die Gestalt annimmt: 


( 2 ) 




Hierbei baben wir nns das Schema als fest gegeben zu denken, 

wabrend nacb einander alle Systeme (P, Q, Fj %) mit A = 4^ — • 
einzusetzen sind, wobei dann jedesmal die Anzabl incongruenter Sub- 

stitutionen ^ aus (2) zu bestimmen ist. Man schreibe jetzt erst- 

licb^ indem man unter e entweder -j- 1 odor — 1 verstebt, an Stelle 
von (2) ausfubrlicb: 

-f- e(aa -{- yb) 

cc\+ /3(?i = e{pa + dP), 

(3) i^ya^P- dc^-^eiac + yd),\ (mod. 5). 

yb^^ “p dd^ rrf: e{^c -p dd ) , 
ad — py =1 , 


*) Man muss dabei benutzen, dass die Operation T innerhalb der im 
ganzen mit vier Substitutionen vertauscbbar ist, U aber mit dreien. 

Fiir §§ 3 und 5 sind dem Herausgeber neben der Gierster’scber Arbeit 
in Bd. 20 der Math. Annalen insbesondere die einleitenden Paragrapben der 
bereits auf p. 203 genannten Hurwitz’schen Arbeit in Bd. 25 der Math. Annalen 
massgeblich gewesen. 
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Jetzt unterselieide man die beiden Falle, dass der Teller 0 von 
(P, Q, B) prim gegen 5 oder durch 5 teilbar ist. 

Im ersteren Falle, den wir zunachst bebandeln, durfen wir (P , Q, P) 
als reprasentierende Form ihrer Olasse so gewahlt denken, dass P~ Cj 
selbst prim gegen 5 ist. Alsdanu folgt fiir ^ und 6 aus der ersten 
und dritten Formel (3): 

( 3 — e(aa -f- yb) • cT^ — aa^-cT^ , 

(4) I _ _ 

1 d = e{ac + — y<^i • Cl S 

und durch Einsetzung dieser Werte in die drei andern Congruenzen (3): 


[{(«! + <k) — 1 («« + ^ 0 , 

(5) \{(a^ + d^) — e(a-{-d)}(ca-{-dy)~0, 

I + (<^ — cs)®)' ” — *5^1- 


Da n prim gegen 5 ist, so erfordern die ersten beiden Congruenzen 
(5) notwendig 4" <^i — c(® + ^) kommen damit beide zur Er- 
ledigung. Insgesamt ersetzen wir also die fiinf Congruenzen (3) durch 
die vier mit ihnen gleichwertigen: 


( 6 ) 


‘ ci^ *4 di = c{g/ -I" d) , 
cc? + (d — d)ay — by^ = ec^ , 

(3 = e(afl!4" 7b>) ■ , 

A = e(ac + yd) ■ cT^ — ya^ ■ cT^ , 


(mod. 5), 


die wir weiter unten des naheren zu discutieren haben. 

Ist nun zweitens (P, Q, B) vom Teiler 5, so ist a^^di, bj^ = c^ = 0, 
und da zugleich A = 4m — (Oj + d^Y = 0 ist, so ist in diesem Falle 
notwendig: 

(7) «! = di = + I/m , = Cl = 0, (mod. 5). 


Die Congruenzen (3) liefern demgemass f&r diesen Fall: 


( 8 ) 


yh ~ eccYn / 
^Ct S h r=:r 6^Y^ y 

^ ccc yd ^ eyYn , ’ t 
dd~ edYn , 
,ad — = 1 


(mod. 6). 


Bei der Discussion der Congruenzen (6) und (8) unterscheiden wir 
die nacWolgenden drei Falle; 
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I, A relativ prim gegen 5, 

II. A = 0, aier wenigsfens eine der Zahlen h, c prim gegen 5, 

III. A = 0; 6 = c = 0, a = d= + Yn . 

Im dritten Fall haben wir gleich nocb die Congruenz a = (^ = + Yu 
binzugesetzt, deren Giiltigteit man leicbt bestatigt; in der That liest 
man sie aus (8) nnmittelbar ab^ wahrend sie sieh ans (6) unter Eiick- 
sicbt auf A = 4>^ — (a dy = Oj ad = n ergiebt. Ubrigens siebt 
man leicbt, dass die Congruenzen (8) mir im Falle III besteben 
konneB; nnd umgekebrt folgert man fur den Fall III sofort aus (3) 
die Congruenzen (7). Zum Falle III gelidren also die Formen (P, Qj E) 
des Tellers 5 tmd nur diese^). 


Discussion des Palles 1. 


Hier bat man das Schema 



von 


verscbieden und zwar dergestalt zu wablen, dass nicbt 


0 , Y^^ 

(a + d'f = 4n wird. Alsdann ist iiacb (6^) die Zabl % E= e(a + d) 
auszuwablen; sie ist also auf eine bez. zwei Zablclassen modulo 5 
eingescbrankt, je nacbdem a d = 0 ist oder nicbt. . Im letzteren 
Falle ist e durcb % mitbestimmt, im ersteren wolle man sicb die 
nachfolgende Betracbtung sowobl fur e — + 1 wie fur e~ — 1 
durcbgefubrt denken. Nacb Bestimmung von e wable man nunmebr 
aus der einzelnen Classe der Determinante — A = — (in — eine 
geeignete Form (P, Qj B) und lose die Congruenz (Gg) d. i. 


(9) 


ca 


(d — ci)ay -- by^ = eP, (mod. 5). 


Wir werden sogleicb nocb zeigen, dass die Gesamtheit incongruenter 
Losungen y (sofern wir — a, — y und y nicbt als verscbieden 
anseben) 

(10) i[5-(f)] 


ist. Vorab folgere man weiter^ dass fur jede Losung y die beiden 
letzten Congruenzen (6) eindeutig ein zugeboriges Paar S liefern. 
Im Falle I ftnden wir also als Gcsamtmlil v alter gesuchten FullpunMe: 

(11) v_i[5-(f)]._2'H(4»-»*), 

wobei die game Zahl % ausser durch die bereifs in (11) angedeutete Con- 
gruem noch auf das Intervall eingeschrdnU ist: 


Natiirlich tritt III nnr fiir (yj = + 1 ein tmd wird uns da die beson- 

dere Classenzahlreiation liefern, welche wir vorbin (p. 206) der reellen J-Axe zu* 
geordnet dachten. 
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— 2]/n < % < 2'j/n . 

Wir betonen nocb, dass auch fiir a -j- d ~ 0 beide Vorzeichen 
% “ + (<z + <^) besonders zu zalilen sind^ weil doch bier neben 6 = 1 

noch e — — 1 zur Geltung kommen muss. 

Nacbtraglicb ist noch zu zeigen, dass die Anzahl der verschiedenen 
Losungen yon (9) wirklich dureh (10) gegeben ist. Haben wir aber 
b = c = 0f so ist A = — (a — dy quadratischer Rest, und in der 
That liefert (d — d)a'y ~ eJP in Ubereinstimmung mit (10) zwei ver- 
schiedene Losungen a, y. Sind nicht beide Zahlen &, c dureh 5 
teilbar, so sei etwa c prim gegen 5 (falls nur 6 prim gegen 5 ist, 
gestaltet sich die Uberlegung ganz analog). Wir finden dann: 

(12) ca = °^-y±yeeF{l + ^-^-f), 

und hier ist y stets nur so zu wahlen, dass (l + ^ 
dratischen Charakter mit cP iibereinstimmt oder dureh 5 teilbar wird. 
Die Einzeldiscussion dieser Forderung fiihrt fur A = + 1 auf zwei, 
fiir A = + 2 aber auf drei wesentlich verschiedene Losungen a, y, aber- 
mals in Ubereinstimmung mit (10). 

Discussion des Falles 11. Haben wir ein Schema, fiir welches 
(a + dy = An ist, wahrend nicht beide Zahlen b, c dureh 5 teilbar 
sind, so liegen der Fall II und damit die Congruenzen (6) vor. Es 
folgt erstlich = e(c» -f- ^Z) = + 2]/^ , so dass mit rich tig gewahltem 
% stets auch e bestimmt ist. Die zweite Congruenz (6) nimmt, je 
nachdem b oder c prim gegen 5 ist, die erste oder zweite der Gestalten 

\(by — ^e6P| 

(mod. 5) 

l(c« + -y-y) ^ecF] 

an, und man zieht daraus als notwendige Bedingung: 

(») (D-d). >*«»■ © = (!)■ 

Sind iibrigens b und c prim gegen 5, so folgt aus (a + dy = 4{ad — be) 
sehr leicht, dass b und c im quadratischen Charakter mod. 5 iiber- 
einstimmen. 

Nun zeigt man bei Gelegenheit der Einteilung der quadratischen 
Formen in Geschlechter*), dass in der einzelnen Olasse fur alle Pormen 


*) Cf. Dirichlet-Dedekind, ZaMentJieorie p. 313 (3. Aufl.). 
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mit Bicht durcb 5 teilbaren ersten Coefficienten P die Werte der 
Legendre’scben Zeicben libereinstimmend ausfalien. Sind alle 

gQ mogen wir die betreffende Classe als eine solcbe vom 

Cbarakter 4“ 1 bezeicbn-en., im anderen Falle als eine vom Cbarakter 
— 1. Je nacbdem 5 bez. c Rest oder Nicbtrest ist^ dtirfen wir nur 
Formen vom Cbarakter + 1 resp. — 1 zulassen. Fiir jede braucb- 
bare Form liefert aber (13), wie man sofort abzablt, im ganzen filnf 
verscbiedene Losungen a, y, 1st also hei einem diircli 5 teilbaren A 
H-j-i(A) die An mill der Classen vom Char alder + 1, H-_i(A) dagegen 
die Anzahl der Classen vom Cliarakter — 1, so findet sich im Falle II 
als Gesamtmhl v der dbmsdhlenden Nnllpmthte bes}. 


(15) 


V — 5 ^ J H-|-i(4n — vF) 

y- = ±'^VI' 

V == 5 H_i(471 — 

= + 2y'n 


~2yn<x<2]/n, 


je nachdem b be», c Best oder Niclitrest von 6 ist. 

Discussion des Falles III. Bei dem nun allein nocb bleibenden 


Schema 


liefern die Gongruenzen (8) fiir e den Wert 1 


''y-ii , 0 

0 , 

und sind damit von selbst fiir alle secbzig incongruenten Substitutionen 


erfullt- Die Zabl % ist wieder = + 2Yn zu wablen, und es kommen 
bier gerade die gesamten Formen der Determinante — — (so oft 

dies eine ganze Zabl ist) zur Geltung, falls wir diese Formen erst 
nocb mit dem Factor 5 multipliciert denken. Wir seben sofort: Die 
Gesamtmhl der im Falle III im Innern des Folygons obmimhlenden 
JSPullptmlcte ist: 


(16) v=^60 , -2yn<x< 2y« , 


wobei noch hmmmisetsen ist, dass alle H mit nicM gansmhligen Argu- 
menten den Wert Ffnll haben sollen, 

Hiermit ist die aritbmetiscbe Abzablung zur vollen Erledigung 
gebracbt. 
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§ 4. Brster Teil der fanctionentlieoretisclien Untersuclmug der 
hiico) in den Polygonspitzen. 

Aucli bei der fauctionentheoretischen Untersnchung der Grossen: 

A,B,D 

fa^ 6 \ _ / n8i, — 

\c, d) \— yiy ai / 

in den zwolf inaquivalenten Polygonspitzen o == ~ haben wir eine 
Reilie von Pallunterscbeidungen zn treffen. 

Wir betracbten in diesem Paragraphen nur erst die Spitzen : 

(2) fL^ioo ~ ~ 

w y > 5 ’ y. ’ 2y, ’ 


sie allein sind es, in denen das erste oder zweite Glied im einzelnen 
Factor von (1) zu verscliwinden oder nnendlicb zn werden vermag, 
und zwar liefern die ersten beiden Spitzen (2) jeweils fur die zweiten 
Glieder der Factoren (1) die Null- und Unstetigkeitspunkte, die dritte 
und vierte Spitze (2) aber entsprecbend fiir die ersten Glieder. Die 
Multiplicitat des Unendlichwerdens von hi in der einzelnen Spitze (2) 
ist naturlick immer im Polygon Fqq zu messen; Unstetigkeitspunkte 
negativer Ordnung sind selbstverstandlich Nullpunkte. — Des weiteren 
sondern wir liier die Falle g = — yi = 0 (mod. 5), wo die vier Spitzen 
(2) zu Paaren coincidieren , von den anderen c^O (mod. 5). Mit den 
letzteren Fallen , bei denen in (2) vier unterschiedene Spitzen vor- 
liegen, beginnen wir. 

Fiir c~ — yi^O nimmt (1) bei co = ioo angenabert die Form an : 




Hi) if), 


alle Factoren mit (-yj 1 sind endlich und von Null verschieden, 

A 

diejenigen mit =» — 1 dagegen nnendlicb wie r Verstehen 

wir also unter C bis auf weiteres immer irgend welche endlicbe, 
niclit- verscbwindende Constante und erinnern uns iibrigens, dass bei 
stebendem A, D die Zabl B uber ein Restsystem modulo D auszu- 
debnen ist, so folgt: 



A,ByI> 
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In Worten: JBei m = ioo wird hi fur 0 unendlich im Grade: 

A 

summiert Uber able Teller A von n. 

Statt hi(co) jetzt ferner bei oj = — zu untersucben, betracbte man 
hi{v 2 (.(o)) bei co ~ ioo"^). Dabei kommen jeweils als zweite Glieder 

der Produete (1) die Grossen S zmn Vorscbein; und 

man bemerke^ dass bier in den Argumenten ein Reprasentantensystem 
funfter Stnfe vom Schema sich einfindet. Dieses stellten wir 

aber sonst"^"^) in der Form ^2 ^ ^ ^ ^ dar, 

und es werden demgemass die Grossen 




[ 


(Avq (co) + 6B 


D 


)) and ?(< 




(Aco + 5 JB' 




)) 


von der Reihenfolge abgesehen identisch ausfallen. Wir haben also 
zufolge der Wirkung von auf ^ bei m —ioo gegenwartig 


( 6 ) 


jrj{c4+ 


2 \ 

abzuschatzen. Somit folgt ; Bei 0 = ~ wird \ fur im Grade 


w 12 '!^ + ( 1)^1 

A 

unendlich. 

Im dritten und vierten Punkte (2) ist das zweite Glied im ein> 
zelnen Factor (1) stets endlich und von Null verscbieden, wahrend 
das erste Glied in der dritten Spitze (2) verschwindet, in der vierten 
aber einfach unendlich wird. Es folgt: hi bleibt in der dritten Spitse 
(2) endlich und von Null verschieden, in der vierten liegt ein TJnstetigkeits- 
punM der Ordnung ^(n). 

Fassen wir jetzt zusammen, so entspringt das Resultat: Fur 
c^O modulo 6 wird hi{(o) in den vier Spitzen (2) im ganzen im Grade 

(8) «(„) + 1 21^ - (7) ^! + Y + (7) 'll - 21>(») 

A A 

unendlich. 


Die Substitution ist hier naturlich gerade in jener Bedeutung gebraucht, 
wie in § 2 allgemein Vj^. 

**) Man vgl. die oben p. 107 u. f. entwickelten Satze uber Reprasentanten- 
systeme. 
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Flir c ~ — = 0 (mod. 5) brauclien wir niir in den beiden 

Spitzen m = ioo, ~ zii untersuelien. Hier benutzen wir fiir die ersten 
Grlieder in den Factoren von (1) (nach I p. 615 (8)) die G-leichung: 



(cO + = 






wofiir wir auf Grand der in der zweiten Formel (1) angedeuteten 


Bezeiclinixngsweise aucli 




schreiben konnen. Fiir hi(a)) entspringt also die Gestalt: 


Untersuelien wir den hiermit gewonnenen Aiisdruck zunachst bei 


ii), 


>1 


CO 


( 10 ) 




ioo, so haben wir die Annaherungen : 

f"' (4)-+'. Tl{+‘ 

-1. n 


(j) 


f) 

S ^ T 


%inB ( D\ fD\ A 
^ 5D 

^i7tB/D\ f D\ A 


1. 


Hier bemerke man vorab, dass in keinem Factor die beiden 
Glieder mit einander identiscb ausfallen konnen. Solcbes wdrde nur 
moglicli sein^ falls 


^ = D = y«, = d~±Vn, 


I TtB fVn \ 


2 lit 


ba^ 


tiseben n und beim Sebema 


ausgescblossene Factor vor- 


ware. Dann batten wir^ da n prim gegen 6, auch J5 == 0^ & = 0; 
ct = c? = + Yn (mod. 5) ; es wurde also gerade der bei rein quadra- 

''Yn, 0 

0, l/n^ 

liegen. Zahlen wir librigens bei der Abschatzung des Unendlicbwerdens 
von (10) die Combination A — D = Yn, j5 == 0 im gekennzeichneten 
Falle mit, so ist offenbar im fertigen Resnltat bei (y) = 1 nocb eine 

Einbeit zu addieren, bei = — 1 aber zu subtrabieren. Hiervon 
riihrt in den unten stebenden Formeln der Bestandteil rin ber, der im 
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der Einheit gleicli sein soil. 


allgemeinen gleicb Null^ jedoch fur rein quadratisclies n beim Schema 

]/w, o' 

0 , yVi 

Im einzelnen Factor von (lOi) giebt fur = — 1, sowie fiir 
= -|- A das zweite Grlied den Ausschlag fiir das Yer- 

balten des ganzen Factors, fur (y)=4'lj -4 > JO aber das erste. 

Einen entsprechenden Satz stellt man fiir (lOg) ohne Schwierigkeit 
auf. Indem aber immer D Factoren beim einzelnen Paare A, D auf- 
treten, ist ofifenbar die Multiplicitat des Unendlicbwerdens von (10) 


(11){ 


(4) 


«'• (4) 


+1. 


A<D 


4ZI 

Z) 




2 jUJi 
D 


D 


Statt \ (co) bei C3 


zu nntersuehen, werden wir wieder 


hi(v 2 {(o)) bei co = ioo untersuchen. Hierbei wahle man v^==l (mod. n), 
wodurch der Vorteil erreicht wird^ dass die Transformation 

direct auf ° mit denselben A, JB, B zuriickkomnit. Es tritt 

demnach jetzt an Stelle von (9) ofifenbar die Formel: 


n • (4) ■ r ®<“) - © ■ ■ 


(12) V(®) = ± 


Als Annaherungen bei o = ioo finden wir demgemass: 


(13) 


( 1 %i7tB j D\ / Ii\ A 

.D UlbO 


(4) — 1 , V- + Ji i-‘^^ - (4) ® ‘^1 ■ 

deren Discussion sich im einzelnen wieder gerade so gestaltet wie 
diejenige der Formeln (10). ^Wir finden als Ordnnngen des Unendlich- 
werdens : 
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(14) 


ly, 6. ClassenzaMrelationeu fiinfter Stufe. 

+ -i-2'l^+ (y)l^- 

A> D 

(I)— 1. 

A A<D 


A> D 


Wie in Formel ( 8 ) werden wir auch hier wieder die Multiplici- 

2 

taten des Unendlichwerdens vom einzelnen hi bei o — ioo und 03 ^=-^- 

zusammenfiigen. Es eTupfielilt sich dabei^ neben deu bisberJgeii d>(?^), 
V(n) von ^wei neuen mhlentlieoretischen Fimctionen Gebraucb zu maclien; 
die wir durch die Formeln : 

(15) Y±i(«) = 2^ ± 1 (^j 

D>A 

definieren. Im zweiten Gliede des einzelnen Suminanden hat natiirlich, 
wie bislang immer, A die Bedeutiing von und wir brauchen im 

ubrigen Sn in demselben Siniie wie im vorigen Kapitel (p. 182 u. f.), 
wonach Sn fui^ i^^in quadratische n gleich 1 , sonst stets gleich Null ist. 

Jetzt setze man n zuvorderst als quadratiscJien Rest von 5 voraus, 
so dass A und D im quadratischen Charakter ubereinstimmen, und 

addiere erstlicli fiir = 1 die beiden Zahlen (11) und (14). Wir 
finden als Summe nach eiuigen leichten Umgestaltungen: 

(>6) 

i)>il D> A 

1 st zweitens (I-) = — 1 ; so ergiebt sich entsprechend: 

(17) ^ {-^ + + ^ {-^ + (t)^ 1 “ 2V+i(w). 

b'^a b>a 

Noch einfacher wird das Resultat bei qitadratischen Niclitresten n. 
Indem wir hier das sehon oben erklarte Zeichen H^(n) wieder benutzen 
(cf. (7) p. 184); kommt uriabhangig vom quadratischen Charakter von 
d durch Addition von (11) und (14): 

(18) cbO^) + ¥(n), 
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Fassen wir also zusammen: Die m c = 0 gehorendeii FuncUonen hi(co) 
werden in den Spitmi (2) ^usammengenommen in den naclifolge^iden 
Graden imendlicli: 


(19) 


fur (l) = 4- 1 , 2 (m) , 


§ 5. Zweiter Teil der UntersTiolnirig der liiico) in den 
Polygonspitzen. 


In den ruckstandigen aclit bez. zelin Polygonspitzen konnen 
jedenfalls fiir das einzelne hi{(xi) keine Unstetigkeitspnnkte mebr vor- 
koinmen-, dagegen mogen sehr wohl nock Nullpnnkte auftreten, 
Solclie wtirden davon lierriibren miissen, dass in einer Spitze die 

beiden Glieder g(T^*(c»)) nnd einzelnen Factors 

nnseres Produetes Ihip) zwar endlich und von Null verscbieden, 
jedocb mit einander libereinstimmend ausfielen ; die Anzabl derartiger 
Nullpnnkte von hi baben wir jetzt noch festzustellen. 

Die Durclifiibrung dieser Aufgabe erlei'chtern wir uns nun be- 
deutend durcli die folgenden Massnabmen. Erstlicli ziehen wir nicbt 
direct die Gestalt (9) p. 212 von li{co) zur Untersucbung beran; wir 
betracbten vielmehr: 


( 1 ) = h{vr\<o)) = IJ { - tmoy))}, ^J) 

und lassen^ wie bisber, aucb wobl kurz die unteren Indices i in der 
Bezeicbnung des gerade vorliegenden Schemas sowie bei 7^* fort. Die 
Function hi ist alsdann nur in den Spitzen y mit y ^ 0 (mod. 5) 

zu untersuchen. Solcbe Spitzen, von denen das zweite Glied eines 
Factors (1) unendlicb wird^), bleiben dann scbon von selbst ausser 
Betracbt, insofern wir nur nacb denjenigen Spitzen sucben, in welcben 

niit identiscb ansfallt. 

Im weiteren werden wir nns das Beprasentantensystem Rk 
moglicbst zweckmassig wablen. Die Braucbbarkeit der Reprasentanten 


dereu naher Beziehung zur Spitze & = ioo . 


*) Wir wissen aus vorigem Paragraphen, dass in zwei gewissen Spitzen fiir 
die in Bede stehenden zweiten Glieder lauter Null- bez. Unstetigkeitspunkte 
liegen, indem Jceines dort endlich und von Null verschieden ist. 
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Wollen wir also Untersuchungen am Punkte diirclifuhreB , 
wahleu wir uns erstlicli eine zugeliorige Modulsubstitutioii: 


( 2 ) 


co' = v(g)) — 


+ — I? 

— yco + a 


SO 


und. liaben dann als zweekmassigstes Reprasentantensystem fur erweiterte 
Transformation erster Stufe; 


(3) 


Av{Gi) B Aca' B 
5) — ? 


AD = n, 0£B<D. 


Um daraus ein System fiinfter Stufe vom ricbtigen Schema zu ge- 
winnen, mxissen wir vor jede Transformation (3) nocli eine speciell 
gewahlte Modulsubstitution Vk derart vorsetzen^ dass: 


(4) 


Bjc(co) 


V + \ ^ l A'Gjco) + B \ ^ 

CO ^jc ^ ' cco 


(mod. 5) 


erfiillt ist. Demgemass haben wir an Stelle von (1) ausfuhrlicher; 
(5) AD^n, 


man uberzeugt sich iibrigens leicht, dass der im Falle eines quadra- 


tischen n beim Schema 


fV^, o\ 

\0 ,Vn) 


auszuschliessende Reprasentant 


wieder durch A = I) = '\/n ^ 18 = 0 gegeben ist. 

Wir nehmen jetzt vorab an, ein einzelner Factor von (5) ver- 
schwinde in der Spitze und wollen dann gleich erst feststellen, 

welche Multiplicitat dieser Nullpunkt aufweist. Zu dem Ende schreiben 
wir unter Riickgang auf (2) den fraglichen Factor in der Gestalt: 


( 6 ) 




yco' HP 




und haben ofifenbar sein Verschwinden bei co' = ioo im Polygon 
Fqq zu bestxmmen. In der Spitze = ioo wird tibereinstimmend 
der Wert fiir das erste und zweite Glied von (6) der endlichen Zahl 

^ gleichkommen. Zufolge der Eigenart des sich gegeniiber 
den Modulsubstitutionen selbst linear zu substituieren, ergiebt sich aber: 


(7) 


^/ otco" ^ 

+ A'|:(co') + l^ 


£ (y M-’ + ) 
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nnd liier "bedeiiten die Coefficienten A, B, wie aucli gewisse ratio- 
nale Combination en funfter Einheits wurzeln ^ wie aus der Structur der 
Ikosaedersubstitutionen liervorgeht, Wir gewinnen aus (7) sofort 


( 8 ) 




= Ar 


, 1 . 


2i7tJB A 
3 . ^ 5Z> ^'5Z> ^ 


Man setze nun den Fall, auf der recbten Seite von (8) sei der 
Minuend mit dem Subtrabenden identiseb. Dann ist A = D — f/n und 
also n ein i^eines Quadrat- da aber n prim gegen 5 ist, so wiirde welter 
bei der Bedeutung der A, B fur S der Wert 0 entspringen. Aus 
A = B wiirde sicb endlicb vermoge (7) die Congruenz (mod. 5) 


ergeben**^), so dass naeb (4) das ’Schema 


vorliegen wiirde; 


0 

0 , Yn^ 

bei diesem aber baben wir gerade von AL = D = Yn, JB — 0 Abstand 
genommen. Hiernacb ergiebt ein Blick auf (8) das Eesultat: Ver- 

schwindet ein Factor von (5) in der Spifjse co — ^ ? so ist die Multi- 
plicitdt dieses Nullpunhtes gleich 1, so oft A D ist , jedoch gleicli 
^ j falls A <.D mtrifft. 


Bei Abzablung der jetzt in Rede stebenden Nullpuntte werden 
wir ein neues zablentbeoretiscbes Symbol braucben, welebes wir bier 
gleicb vorber erklaren, um weiterbin die Entwicklung nicbt zu nnter- 
brecben. Wir definieren dasselbe durcb: 


(9) ■ X„(«) = ^^ + 0«-iy5r; 

A< D, A^±v 


dabei ist v als eine ganze gegen 5 prime Zabl gedacbt, und es ist 
1 fiir rein quadratische n, falls zugleicb v = + Yn ist^ sonst 
soil jedocb stets = 0 sein. Setzen wir iibrigens sogleicb binzu, 
dass es uns spaterbin gelingen wird, die in (9) definierte zahlen- 
tbeoretiscbe Function durcb die bisberigen auszudriickem 

Soil nun ein Factor von (5) bei -co = — verscbwinden, so miissen 

^ und ^ relativ aquivalente Spitzen sein. Pur 

Zabler und Nenner des letzten Brucbes berecbnet man iibrigens aus 
(4) die Zablen akA bez. y^A, und deren grosster gemeinsamer Teller 


Mit Rucksickt auf die Gestalt der Ikosaedersubstitutionen („Ikos.“ p. 4p) 
folgert man namlicb aus A — B sofort aucb A' = B'. 

Klein-Fricke, Modulfimctioneii. II. 


15 
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is't offeiibar A. Die relative Aquivalenz jener ratioiialen reellen Punkte 
kleidet sieh also . explicit e in die beiden Congruenzen: 

'(10) ajtcc + hy = eAcCj CkU + chy = eAy , (mod. 5), 

in denen e entweder gleicb + 1 'oder — 1 . ist. Hier konnen wir die 
Zablfen ajcj Ck, d% direct durcb-die vier ZaHen b^ c, d des vor- 
liegenden Schemas ersetzen und haben also an Stelle von (10) das‘ 
System der Congruenzen: 

(a — eA)a-\-by = 0\ _ 

ccc + \d—eA)y = o\ 

zu discutieren.- Bemerkenswert an (11) ist, dass die Zahl B ganz 
ausser Betracht bleibt; mit einem verschwindenden Factor von (5) 
ftnden wir deren also gleicb D, indem B bei stehenden A, JD eiii 
voiles Restsystem modulo D zn durcblaufen hat. Nehmen wir obiges 
Resultat tiber die Miiltiplicitat der Nullpunkte hinzu, so folgt oflPenbar: 
Bei gegebenem Schema wird jeder mdglichen Losung von (11) in ganmz 
Zahlen A, a, y, von denen die erste Teller von n nnd die leMe pirn 

gegen 5 ist, ein B-facher resp. A-facher NullpiinM in der SpiUe ^ ent- 
sprecJien^ je nacJidem A'^B oder.A < B ist. 

Sollen die Congruenzen (11) zusammenbestehen, so muss 
(a — eA){d — eA) ~ bc^n -- eA(a + (^) + ~ 0 



eirfullt sein. Hier heben wir einerseits durcb A und folgern: 

(12) J. + D = e(a + d) , (mod. 5), 

andrerseits entspringen unter Gebrauch der friiheren Bezeicbnung 
A ~ 4n — (a + dy fiir A und B die Congruenzen: 

I e A 3 (^a d) "[Z A | 

Ud = 3 (r« + ^) + ]Z A J 


(13) 


(mod. 5) . 


Durcb Einsetzung des fiir eA gefundenen Wertes nehmen die filr a, y 
vorliegenden Congruenzen (11) die neue Gestalt an: 

{3(a — 0 + l/A}a+'5j/= 0| 

(14) . I (mod. 5). 

ccc [2 (a — d) -\- y^]y = OJ 

In (13) und (14) gelten zugleich entweder die oberen oder die unteren 
Zeichen. Vor allem ist biermit evident geworden: Nur solclie Schemata, 
bei denen A durch 5 teilbar oder guadratischer Rest von 5 ist, liefer n 
NullpunMe fraglicher Art; die iibrigen bleiben Mer gan 0 ausser Betracht 
^ ,Zur naberen Discussion der Congruenzen (13), (14) sind wieder 
mebrere Falluiiterscbeidungen notig. ,Wir setzen 
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I. A = +lj (mod. 5) . 

In diesem Falle haben wir fur die oberen Zeicben in (13) und 


(14) im ganzen zwei Punkte — , namlich: 


2{d — a) + yA 


d — d -|- 2yA 


und als zugeliorige Werte von A und 2): 

(16) eA = ^a + d) + YA, eD = 3(a + - l/A, (mod. 5) ; 

fiir die unteren Zeichea erlialtea wir entspreeliend: 


2 (d — a) — VA 


d — 2]/A , 

2c ’ 


(18) eJ. = 3(a + 2) — j/A, eD = 3(a + <^) + ]/A^ (mod. 5). > 


Unter den vier in (15) und (17) gefundenen Spitzen ^ sind zufolge 

(I) keine zwei einander relativ aquivalent. Fair die einzelne Spitze 
(15) sind nun alle Teiler A von n heranzuziehen, welche der Be- 
dingung (16) geniigen, und zwar muss nacli einander e — + 1 
e = genommen werden. Dabei ist iiber diese Teller A die Summe 

^A+ 

^ A d<C,Y^ 

zu bilden und selbige doppeli zu nebmen^ da wir in (15) zwei ver- 
scbiedene Spitzen baben. Einen voliig gleicben Ausdruck, bei dem 
jedocb A und D den Congruenzen (18) genoigen myssen, finden wir 
fill* die Spitzen (17). Indem wir zusammenzieben und die in (9) vor- 
bereitete Bezeichnungsweise einfiibren, entspringt das Resultat: Im 
Falle I finden sich in den Polygonsjpit^en insgesamt nocli 

^^dia + d)PY\^) ” 1 " + 


einfacTie NullpimMe von hi{co), . 

IL A.= +1; C = (mod; 5). 

Man gebe auf die Congruenzen {11) zurtick^ aus deren zweiter 
sicb Ae^d ergiebt; *da docb y prim gegen 5 sein soil. Die erste 
Congruenz (11) giebt damit (a — dl)a + = 0, und es ist (a — d) 

sicber prim gegen 5, weil sonst A = 0 sein miisste. Wir'gewinnen 
nur zwei Punkte: 




mit eA = d, eD^a, 


15 ^ 


( 20 ) 
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Man zahli daranfliin leieht al)^ dass im Falle II an Nullpimlden frag- 
liclier Art von lh{p) insgesamt 

(21) * 2Xa(n) + 

aiiftreten. 

IIL A = 0, und wenigstens eine der Zalilen 1), c^Q (mod. 5). 
1st erstlicli so folgt wie vorliin eA~d, und die erste 

Congruenz (14) erfordert (a — d)^Q (mod. 5).. Andrerseits ergiebt 
— A = ((:« + ^)2 — 4ad ^ 0 

offenbar a = d, so dass im Falle III Jceine Losungen eintreten, wofern 
c = 0 ist Fiir c^O geben aber die Congmeiizen (14) die beiden 
Losungen : 

( 22 ) . 

Fur A = 0, c ^ 0, (mod. 5) finden sich liiernacli im gamen 

(23) 4X^-(n) 

Nullpunkte gesucliter Art. 

Endlich bleibt nocli: ^ 

IV. A = 0, l) = c = 0j d ^Yn , (mod. 5). 

Durcb. eA = Yn sind die Congruenzen (11) sofort fur alle zelin 
jetzt in Betracbt kommejiden Spitzen — erfullt. Indem wir nocb auf 

den Pall eines rein quadratischen n Eucksiclit nehmen^ ergiebt sich 
hier als gesnchte Zdhl der Nullstellen: 

(24) 20X^00 

§ 6. Zusammenstellung der Eesnltate der auf die Polygonspitzen 
■beziigliclien TJntersuchungen. 

Die beiden im vorigen Paragrapben gebrauchten Teilersummen 
Xi(w) und lassen sicb, wie scbon angedeutet, durcb die 0, V, 

darstelleUj und you diesen Pormeln werden wir Kenntnis nebmen^ ebe 
wir die Resultate der beiden Yoraufgebenden Paragrapben in iiber- 
sicbtlicber Form zusammenstellen. Etwas ausfiibrlicber wie oben ist 
die Definition der beiden X^ gegeben durcb: 

X^(g^) == ^ A + iSnY'^ ( 1 + (^) } ? 

A <; "j/w , A^ + l 

A-K Yn, +2 




IV, 6. Classenzahlrelationen funfter Stufe. 


229 


Nun folgen aus cler Definition der Symbole <t>j ¥ einerseits und ¥+1 
andrerseits oline weiteres die Formeln: 

(2) 0(5O‘- M'OO = 2^ ^ + a^yii, 

A < Ya 

( 3 ) = 2 2 (f) A + e,]/n ■ , 

A <y^ 

und Her entspringen durcli Addition und Subtraction offenbar direct 
die Anzalilen 4Xi(n) bez. 4X2(n). Es ist demgemass 

(4) 4X,(70 c|)(n) - ¥(n) + ¥^^^ — ¥^j.^ , 

womit die gewiinscbte Darstellung geliefert ist; wir werden vermoge 
derselben die Xr aus den Endresultaten ganz entfernen. Noch bemerke 
man, dass aucli zwischen ¥, ¥, ¥+1 eine Relation bestebt, die man 
aufs leicbteste zu 

(5) (^(n) + ¥0^) = ¥4.l(^^) + ¥_i(?^) 

bestimmt; dieselbe ist weiterbin immer dazu benutzt, den Resultaten 
die denkbar einfacbste Form zu geben. 

Wir wollen jetzt die A'nzabl der im vorigen Paragrapben be- 
tracbteten Nullpunkte tabellariscb znsammenstellen und reiben im 
einzelnen Falle recbts immer aucb gleicb die Zabl einfacber Unstetig- 
keitspunkte daneben^ wie sie § 4 ergiebt. Wir sondern nocb die beiden 

FHle = — 1 und == -|- 1 xmd bemerken, dass zufolge 

A = An — (^ + im ersteren Falle notwendig A ^ 0 ist. Es 
ergiebt sicb nacb leicbten Zwischenrecbnungen: 

I. (|i) = _ 1 ^ A = + 1 , (-mod. 5) 

(6) ' c^O, 24) -2V, 20, 

(7) e = 0, 0-0, 0 + 0. 

II. (|) = + 1, A = +l, (mod. 5) 

(8) ■ c^O, 20-20 + 20_^^p20^^y 20, 

(9) , = 0-0 + 0_^^^-0^j^^, 20^^y 
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III (|) = + 1, A = 0, (mod. 5) 

(10) c = 0y keine Nullpuiilite; 2W ^yj-y 


(11) . c^O, 0- Y + 20, 

(12) l = c = 0, 50-5Y + 5Y^^p6V_^^j-lOa„, 


20 


-(?)■ 


Was die Beweise dieser Formeln anlangt, so werden einige Be- 
’merkungen geniigen. 1st n Nichtrest, so sind A und D von ver- 
ffchiedenem qnadratisclien Charakter, so dass Formel (19) p. 227 in 
diesem Falle 4Xi + dXg liefert; das ist aber gleich 2<1> — 2¥. 
Ebenso er.ledigt sich (7). Ist sowoU A wie n qnadratischer Best, so 
ist zufolge — (a + c?)^ ^ A + ^ notwendig a d=0 und also 
]/A = + 2'l/n 5 es folgt also (8) vermoge (4) aus (19) p. 227. Ist 
iiberdies nocb. c = 0y so ergiebt ad = n fur a und d die Werte 
a = — (7 = + 2]/^^; biernacli folgt (9) aus (21) p. 228 und (19) p. 223 
Ftir die drei riickstandigen Formeln (10) bis (12) bemerke man etwa 
nocbi, dass bei A = c = 0 notwendig a = d= + ]/n sein muss. 

Man bezeicline weiter den TJberscb.uss der Anzahl einfaclier Un- 
stetigkeitspunkte iiber diejenige einfacker Nullpunkte in den zwolf 
Polygonspitzen durcb v. Fur die Falle A = + 2 ist alsdann diese* 
Zabl V direct durcb. die in § 4 berecbnete Anzahl der Unstetigkeits- 

punkte gegeben; ftir A = 0, +1 mtissen wir jeweils die in obigen 

Formeln (6) bis. (12) neben einander stehenclen Zablen von einander 
abziehen. Hierbei reduciert sich die Zabl der unterschiedenen Falle 
sebr bedeutend; in der That finden wir nnter Rucksicht aiif (5): 

(13) A = + ^5 v==2(i>{n), 

(14) (f)=— 1, A = + l; v = 2'V{n), 


(15) (|)=+1, A = ±l; 

(16) A = 0, & Oder c^O; 

(17) A = 0; 6 = c = 0; 


v = — 20(i*) + 40^^^ (m), 

^ = 20_^^)(^), 

a, = _lO0(n) + 120 ,^.(n) + 10£;. 


Hierbei moge yielleicht nocb die eine Bemerkung Platz finden, dass 
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bei A = + 2 notwendig c prim gegen 5 ist. — Die Untersuchnng 
der Functionen /^,(g>) in den zwolf inaquivalenten Polygonspitzen ist 
solclierweise zum gewiinschten Abscbluss gebraclit. 


§ 7. Das Systena der Class enzahlrelationen fiinfter Stnfe. 
Die Olassenzahlrelationen dritter Stnfe. 


Die ganze Zalil die wir soeben als Uberschuss der ZaH der in 
den Polygonspitzen gelegenen Unstetigkeitspunkte iiber die Anzalil 
der ebenda gelegenen Nullpunkte des einzelnen definierten, muss 

identiscli sein 'mit der in § 3 ausgedriiekten Zahl v einfaclier Nnll- 
punkte von im Innern des Polygons, insofern wir dock in den 

\{p) Modulfunctioneu fiinfter Stnfe habeu. Indem wnr die beiden filr 
dieselbe Zalil v auf verscliiedenen Wegen gefundenen Ausdrllcke 
einander identiscli setzen, entspringen nunmebr die Classenmlilrelationen 
fiinfter 8tufe, deren Ableifcung der Gegenstand nnserer Untersuchnng war. 

Am einfachsten fallen diese Relationen fiir quadratische Nicht- 
reste n ans, wobei wir hbrigens auch noch = 2 und = 3 sondern 
wollen. Wie wir schon gelegentlich bemerkten, entspringen in beiden 
Fallen nnr drei Relationen, bei deren Anfstellung man jetzt nur noch 
zu beachten hat, wann A Rest und wann Nichtrest wird. Wir ftnden 
fur* n = 2: 

3 ^ H(4n — = 20(^0, 

m ■ 3^H(4 m->c^)='2cD(«), 

2^y\{4:n-^) = 2W(7i), 

•J !=±2 

Ivor an sicJi fiir « = 3 die folgenden drei Belationen reihen: 


( 2 ) - 


r. = ±0 

2^H(4n — = 2V()0, 


3^H{4:n — %^) = 2cf)(«). 

2 


Sollea dnrcli Combinatioa der Eelationen (1) oder (2) die Classen- 
zaUrelationen erster Stufe hergestellt werden, so muss berueksichtigt 
werden, dass wir in § 3 alle durcb 5 teilbare % doppelt zaUten. Will 
man sie nur einfacb zablen, so ist in den ersten Gleicbungen (l)j (2) 
die linke Seite noch mit dem Factor 2 zu behaften. Addieren wir 
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nun z. B. im Falle (1) die zweite und dritte Gleicliung mit 2 bez, 3 
mnltipliciert zur ersten hinzii, so entspriugt in der That auf der linken 

^ — %^) und rechts 6c|> -j- 6¥; wie es nacli der Classen- 

zablrelation erster Stufe sein muss. 

Piir Nichtreste n ist es folgenlos^ wenn wir statt der bisher 
giiltigen TJngleicliungen — 2]/^ < % < 2]/?^ jetzt wiecler, wie im 
vorigen Eapitel; 

( 3 ) ~2]/n£K^ + 2Vn 

als Interyall fiir die ganze Zalil x vorsclireiben. Dagegen wire! dies 
bei rein quadratiseben n in den Fallen A = 0, d. i. ftlr die Formelri 
(15) und (16) p. 217 von Belang. Wir wollen Merbei in Ubereinstimmung 
mit p. 182 die Erklarungen abgeben: 

(4) H(^0) = -~-tV, H+i(0) = 0, H_i(0) = 0. 

Alsdann bleiben auch jetzt noch die Pormeln (15) p. 217 unverandert 
erkalten; Formel (16) p. 217 muss aber, auf das Intervall (3) bezogen, 
offenbar recliter Hand das Zusatzglied 10 erhalten; selbiges wird 
sicli gegen 10 auf der reck ten Seite von (17) p. 230 gerade fort- 
keben. Wir finden so erstUeh im Falle n ^ + 1 ganmi die folgenden 
vier nnterschiedenen Glassemaldrelationen: 

+ 12Y-iOO; 

^2 H+iC4k ^ %-) = 5 - 5^-) = 2V_i(n), 

y-~±2 y~±2 

^2 = 2cD(m), 

“ Hh 1 

2 ^ H(4:n — %“) = — 2 0(n) + 4Y+i(»2). 

y~±Q 

Daran reihen sich fiir den Fall n = 4: (mod. 5) die Eelationen : 

60 2* H = - lO0(n) + 12 V+i(w), 

y=±i 

5^H+i{4n — %^) = 5^ H_i(4w — %-) = 2V+i(«), 

>' — + 1 ^^±1 

d ^ H{4:n - = 2(t>{n), 

y=±2 

^2 — = — 2<t>(n) + 4Y_i(w). 

I ^=±0 
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Auf ein interessantes zahlentheoretisclies Gesetz liat dabei die 
zweite Pormel (5) bez. (6) gefuhrt, Wir mussten fiir diesen Fall bei 
der arithmetischen Berecbniing von v unterscheid^n, ob h (bez. c) Rest 
Oder NicMrest von 5 war (cf. Formel (15) p. 217). Die functionen- 
theoretisclie Bestimnmng von v ergab in beiden Fallen den nanilicben 
Zahlwert. So ergiebt sicli der Satz: Sondern imr tinier alien H(A) 
Classen einer durch 5 teilharen Determinanfe — A die Classen eines 
dnreh 5 teilbaren Teilers vorah atiSj so zeigen die zuriiclMeibenden Classen 

mir Hdlfte den Cliarakfer = + 1? andern Edlfte = — 1 . 

Ubrigens werden wir imter diesen Umstanden das 60-faclie der 
linken -Seite der Classenzalilrelation erster Stufe von (5) (oder (6)) aus 
dadurcb erlialten, dass wir zur ersten Gleicbung die zweite, dritte und 
vierte, bez. mit 24, 20 und 15 multipliciert, binzuaddieren. In der 
That findet sich so, wie es sein muss, rechter Hand (unter Benutziing 
von (5) p. 229): 

- lOcb + 12y^i + 48¥^i + 40ct) - 300 +.60¥4 .x = C0(cl> + Y). 

In den urspriingliclien Formeln des Hrn. Gi erster (Math. Ann. 
Bd. 17) ist der Summationsbuclistabe % in den Classenzahlsummen, wie 
wir des Vergleichs halber annierken wollen, auf positive Zahlwerte 
eingeschrankt. Es fallen dadurch die Sumnien immer gerade halb so 
gross aus, als auf den linken Seiten der Relationen (1), (2) und (5), (6). 
Daher riihrt es, dass diese Formeln nur erst dann mit den GiersteFschen 
Relationen in voller Ubereinstimmung sind, wenn wir rechter Hand 
allenthalben durch 2 heben. Mogen wir die GiersteFschen Resultate 
fiir die durch 5 teilbaren n (die wir nicht noch eingehend betrachten) 
so umschreibeh, dass wie in den bisherigen Formeln, gleichmassig 
die positive!! und negativen Zahlenwerte zu durchlaufen hat. Es sind 
dann die beiden folgenden Relationen: 

^ H+x(4m - = 20(m) + 40(1) + 4yQ , 

^ (l) H(4w — = 4 (J(j2), 

welclie Hr. Gierster fiir die durch 5 teilbaren n gewonnm hat Hierbei 
ist n = 5‘“m, m^O (mod. 5) gesetzt, und 0 ( 1 ^), V(v) sollen immer 
dann die Null bedeuten, wenn v keine ganze Zahl ist. In der zweiten 
Relation hat % alle positive^ und negativen ganzen Zahlen zu durch- 
laufen, fiir welche das Argument von H positiv ausfallt, und endlich 
definiert Hr. Gierster das Symbol 6(n) durch: 


( 0 - 
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<H) = -2’f(T) + (T)l-^> ^D = n, A<D. 

Unter den iibrigen von Hrn. Gierster flir die niedersten Stufen 
berechneten Relationen scbliessen sicli denen der funften am immittel- 
barsten diejenigea der dritten Stnfe an; sie sind unter Gebrauch nnserer 
Bezel clinnngsweise die folgenden: 

I. n ~ — *1^ (mod. 3) 

2 ^ H^in — = 2(i>{n). 

II. n = l^ (mod. 3) 

12 2 H (^-) = 4¥(n) - 20(«), 

±1 

• 4 ^ H (4:11 — «-) =5= 2<P(n) + 4Y(m), 

2^H(4n — k®) = 2cD(«). 

X= + 0 

Gegentiber der ersten Stnfe ist endlicb. nocb. sehr bemerkenswert, 
dass sich. die Zahlen H(A) auf recurrentem Wege aus den Eelationen 
einer einzelnen hoberen Stnfe berechnen lassen; so iverdm 0, JB. hereits 
die funf Formeln- (8) und (9) eine vollstandige Definition der Symtoh 
H(A) einscJiUessen. Die Recbnnng bat dabei den Weg *zn gehen, class* 
jedesmal der hocbste Term auf der linken Seite der einzelnen Formel 
(8) und (9) (d. i. derjenige mit moglicbst niedrigem k) dureb die 
■iibrigen Glieder und die recbte Seite ausgedriickt wird. Man hat dabei 
die Zabl A modulo 12 zu untersebeiden und muss bei A = 0, 11 die 
dritte Relation (8), (9), bei A = 3, 4^ 7, 8 hingegen bez. die viei4e, 
fGnfte, zweite und erste Relation zur Ver-wendung bringen. Man kann 
auf die Weise eine grosse Reibe von Anfangswerten H(A) leicht be- 
recbnen und die gefundenen Zahlen zu neuen Bestatigungen aller mit- 
geteilten Classenzablrelationen benutzen. 


( 8 ) 


(9) 


Die Transformationstheorie der elliptischen Punetionen und ihre 
Anwendung auf die Arithmetik bringen wir hiermit zum vorlilufigen 
Abscbluss. Wie sich die kiinftige Portsetzung zu gestalten hat^ liegt 
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auf der Hand. Wir werden fiir die allgemeine Tlieorie der Modular- 
correspondenzen (cf. p. 154) neue Gesiclitspnnkte und Htilfsmittel 
keranbringen miisseii; um aucb liber das Gebiet der Hauptmoduln 
binaus eine derart einfacbe Anscbauung unserer Gegenstande zu ge- 
winnen, wie wir sie jetzt in der Theorie der Modulargleicbiingen erbalteh 
baben. Aber bierzn sind^ wie wir bereits andeuteten, neue allgemeine 
' functionentbeoretisebe Entwicklungen erforderlicb, welcbe liber den 
Ansatz des Abscbnitts III binausgreifen. Indem wir uns vorbebalten^ 
bierauf in Abscbnitt VI zurtickzubommen, bringeh wir mit Hiilfe der 
inzwiscben gewonnenen Transformations- und ' Teilungsgrossen jetzt 
zunacbst das in Bd. I nocb nicbt Yollig erledigte functionentbeoretisebe 
Grundproblem’ fiir das Gebiet der Congruenzgruppen auf allerdings 
indirectem Wege zum Abscbluss. 



Filnfter Absclinitt. 


Aiialj tisclie Beliaiidliiiig des faiictionentlieoretisclieii Grruiidproblems 
- fur die Oongruenzgruppen. 

Erstes Kapitel. 

Eiuf fill rung in die Tlieorie der elliptisclieu Normaleurveii 
^ter Ordmmg Gn> 

Bei der Auflosung des functionentiieoretisclien Grundproblems im 
dritten Abschnitt batten wir selbst nacb der Einscbrankung auf die 
Ooiigruenzgruppen in den Resultaten noch keineswegs denselben Grad 
der Allgemeinbeit erreicbt wie bei unseren gruppentlieoretisclien TJnter- 
sncbungen am Abschluss des zweiten Abschnitts. Die directen Scblusse 
der reinen Rieinann’scben Tbeorie der algebraiscben Functionen gaben 
uns bei den hoberen Stufenzablen nocb nicbt die binreicbend ein- 
dringenden Hulfsmittel; nnd wir verspracben^ erst vermoge der vorauf- 
gebend entwickelten Tbeorie der Teilung und Transformation unser 
gewiinscbtes Ziel erreicben zii konnen. In der That sind nns ja nun 
diese beiden letzteren Massnabmen zu einer ergiebigen Quelle fiir die 
Bildung von Modulfunctionen boberer Stufe aus solcben niederer Stufe 
sowie aus doppeltperiodiscben Functionen geworden^ und wir werden, 
um das riickstandige Ziel zu erreicben, aus der Gesamtbeit so ent- 
springender Grossen geradezu nur einen ganz geringen Teil berauszu- 
greifen braucben. 

Bei der in dieser Hinsicbt zu treffenden 'Auswabl sowie aucb be- 
treffs des einzuscblagenden Weges lassen wir uns durcb den Plan 
leiten, dass wir in einem ersten Teile unserer neuen Entwicklungen 
die Betracbtung der elliptisclim Normalcurven Ordnung^) in den 
Mittelpunkt stellen wollen. Das ist einer unter mebreren moglicben 


^ Cf- I p. 567; man ver^leicbe atisserclem nochmals das Citat auf Seite 23 

des Torliegenden Bandes, 
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Wegen^ und es wird uns obliegen, seine Zweckmassigkeit dnrch den 
Erfolg zu belegen. Immerhin wolle man fur den Gebrauch der ellipti- 
scben Normalcurven scbon jetzt folgende zwei Gesicbtspunkte als mass- 
geblicb eracbten: Die Betracbtnng der Normalcurven setzt voraus, dass 
wir neben den Grossen cOi , Oo vorerst auch nocli mit der Variabelen n 
(d. i. mit dem Integral erster Gattung) arbeiten wollen; und man wird 
in der That noch erkennen, wie erfolgreicli der Gebraueh des selbst 
fiir Fragen der reinen Theorie der Modulfunctionen ist^ falls wir die- 
selben auf analytiscliem Wege beantworten wollen. Zweitens aber: 
Wenn wir die durchzufuhrende Betraehtung gewisser doppeltperio- 
discher Punctionen erster oder hoherer Stufen (cf. p. 5) in das Ge- 
wand einer Theorie der elliptischen Normalcurven kleiden, so hat das 
in erster Linie den ■ bekannten Zweck, dass wir vermoge der • geome- 
trischen Eedeweise einer Reihe von Vorstellungen ein organisches Ge- 
fiige geben, auf welches wir Wert legem 

Bs handelt sich fiir uns iibrigens nur mehr urn eine Einfuhmng 
in die Lehre von den elliptischen Normalcurven, Sowohl der durch- 
gebildeten geometrischen Theorie dieser Curven konnen wir nicht 
ausfiihrlich’ nachgehen, wie auch namentlich die Verwendung der 
Normalcurven fur einen systematischen Ausbau der Theorie der doppelt- 
periodis6hen Functionen ausser Betracht bleibt; gleichwohl wollen wir 
doch am Schlusse des Kapitels kurz skizzieren, in welchem Sinne die 
Betraehtung der Teilung und Transformation Ordnung an die ellip- 
tische Normalcurve’ Ordnung geknupft werden konnte. 

§ 1. Die Definition der elliptisclien Normalcurve Ordnung 
und die eindeutigen Transformationen derselben in sich. 

In Band I p. 568 hatten wir belreits vorlauflg die elliptische 
Normalcurve Ordnung von der ebenen Curve dritter Ordnung des 
Geschlechtes jo == 1 aus nlit Hulfe der Brill- Noe theFschen Begriffs- 
bestimmungen definiert; indessen wird es gut sein, wenn wir hier noch 
um einen Schritt weiter zuriickgehen. Wir knupfen etwa an die 
drei Veranderlichen a, denken iei steliendm Wertm von 

die Ebene Her complesen Grosse u mit der zu gehorenden 

Parallelogrammteilung versehen und bilden vorlaufig ein einzelnes unter 
diesen Parallelogrammen durch irgend eine zugehorige doppeltperio-* 
dische Function Grades erster Stufe auf eine m-blattrige Riemann- 
sche Fla%he des Geschlechtes p == 1 ab, die wir in ublicher Weise 
Fm. nennen (cf. I p. 536 u. f.). 

Man wahle nun auf der Flache Fm irgend ein System von n Punkten 
ausj so giebt es nach I p. 551 insgesamt gerade (« — 1) linear-unab- 
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liangige ^^-wertige algebraisclie Functionen der Placlie^ welclie an den 
bezeichneten n Stellen je einfacb • nnendlicb werden. Etwas genaner 
ausgedriickt heisst dies: Jede algebraiscbe Function der die an 
der einzelnen jener n Stellen entweder einfacli unendlicb wird oder 
endlich bleibt,* im tibrigen aber auf der Fm allenthalben endlich ist^ 
lasst sicb linear in {n — 1) speciellen Functionen dieser Art darstellen. 
Diese letzteren sind dabei linear- unabhangig zu wablen; und indeni 
wii* sie nun als Cartesiscbe Coordinaten eines Eaumes i von 
(n — 1) Dimeusionen anseben (cf. I p. 556 u. f.), wird durcb sie die 
Fiacbe F^ wecliselweise eindeutig auf eine eigentlicb im Bn—i ge- 
legene Curve Ordnung Cn bezogen, welcbe eben unsere elliptische 
Normalcurve ist. 

Um bier aber sogleicb das Hulfsmittel der bomogenen Coordinaten 
beranzubolen^ geben wir auf die Variabele u zuriick und stellen unsere 
gerade gewablten {n — 1) linear-unabbangigen Functionen der Fm nacb 
I p. 157 als ebenso viele Quotienten ^-gliedriger ^-Producte dar, wobei 
in den' Nennern iiberall das gleicbe Product auftritt. Hier werden wir 
alsdann den (n — 1) Producten der Zabler als das eine Product der 
Nenner coordiniert anreiben, um in dm Formeln: 

n 

( 1 ) Xi = Ci 0{u — aii), i=l,2, n _ 

die getmnscMen homogenen Coordinaten des Raumes Rn-i tesiUm. Da- 
bei sind die Ci von u unabbangige Grossen^ und es hat die Summe: 

* « 

(2) s=^aa-, 

k = l 

welcbe man als Residuensumme des Productes Xi bezeicbnet, einen von 
i unabb’angigen Wert, der tibrigens bis auf ganzzablige Vielfacbe der 
Perioden durcb Auswabl jener n Stellen der Flache Fm gegeben ist. 
Indem wir jet^f u ein ein^elnes PeriodenparalMogranmi uberstreicJien lassen, 
wird der dutch (1) definierte Runlet Xi des Raumes Rn—i die gescMossene 
Normalcurve Gn gerade vollstdndig heschretben*)- 

Beim Gebraucb der bomogenen Coordinaten kleidet sicb der Rie- 

Es ist dies der Ansatz, vou welchem Hr. Klein in seiner der Mtincbener 
Akademie am 3. Juli 1880 vorgelegten Note j, Tiber unendUcli viele Normal formen 
des elUptischen Integrals erster Gattung^^ (abgedruckt Math. Ann. Bd. 17) allererst 
ansging; eine ausfubrlickere EntwicMung dieses Ansatzes ist gegeben in der im 
vorigen Absebnitt unter dem gekurzten Titel „ Normal ciirven“ lianfig genannte 
Abhandlnng Klein’s, welcbe den bier nnd weiter folgenden Darlegungen des Textes 
zn Grande liegt. 
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mann-Roch^selie Satz liber die Auzahl linear-uDabliaDgiger Functionen 
mit jenen anfanglicli gewahlten n Unstetigkeitspunkten in folgende 
merkwiirdige Form: Jedes n- gliedrige 6-Prodnct von der Fiesiduensiimm^ 
s, das wir etiva x' nennen mogen, ist linear iind liomogen in den n linear- 
imdblimgigen d-Prodiicten Xi darstellhar : 

(3) X -= cc^x^ + ^2^2 + • • • + , ■ 

woiei die Goefficienten at von unabhdngig sind'"^). Der somit formulierte 
Satz, der im folgenden immer wieder zur Verwendung kommt^ ist 
bereits lange, bevor durcb Riemann xind Rocli das allgemeine Theorem 
gewonnen wnrde, Yon Hrn. Her mite aufgestellt worden**^’^’) und soli 
dieserhalb als Hermite'scher Satz bezeichnet werden. Der Beweis des 
in .Rede stehenden Satzes wurde naturlich ursprunglieh in rein ana- 
lytisclier Weise erbracht, unci zwar ergab er sich einfach aus dem Um- 
stande, dass in der Reihenentwicklung der allgemeinsten '9'- Function 
Ordnung von gegebener Residaensumme die n ersten Goefficienten 
vbllig nnbestimmt bleiben, wahrend mit ihnen alle folgenden eindeutig 
bestimmt waren. — 

^ Den Zahlwert der Residaensumme s hat man offenbar nur bis auf 
ganzzahlige Vielfache der, wie schon bemerkt, fest gegebenen Perioden 
cjj, £^2 zu nehmen. Indem man aber s auf ein Periodenparallelogramm 
eingeschrankt denbt, giebt es eben den' wechselnden Werten des s ent- 
sprechend immer noch unendlich viele Normalcurven On, fiber deren 
gegenseitige Beziehung wir uns des naheren zu unterrichten haben. 

Zu dem Ende gehe man von der allgemeinsten rationalen Trans* 
formation der Piemann’ sclien Fldclie Fm in sich aus und bemerke, dass 
dabei das Integral erster Gattung u notwendig eine ganze lineare Sub- 
stitution : ... 

u = -|- c • . 

eriShrt. Uber die hier auftretenden Goefficienten &, c lassen sich leicht 
erschopfende Angaben machen> und dies ist eine wichtige, jetzt vorab 
von uns zu losende Aufgabe. « 

Lasst man u eine Periodenbahn auf der Fm beschreiben, so niuss 
ein Gleiches von u, gelten, d. h. es mfissen die Gleichiingen bestehen: 

^^2 = 7^1 ^^27 

wo wir unter y, d vier vorerst.noch gar iiicht rraher bestimmte 

Stimiat die Residuensumme von x* mit $ nur bis auf ganze Yielfacbe der 
Perioden uberein, so werden nack I p. 157 erst die producte der x mit einem 
gewissen Exponentialfactor lineare Function en der von der Gestalt (3). 

Man, seke Hermite’s Brief an Jacobi vom August 1844 in Crelle’s Journal 
Bd. 32 ode-r auck Jacobi’s gesammelte Werke Bd. II p 102. 
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ganze' Zahlen zu yerstelien liabeii. Das Zusammenbestehen dieser zwei 
Gleicliungen erfordert aber als notwendige Bedingung: 

(4) W %1) (ad — ^y) = 0, (% = c; + d), 

so class h Wurzel einer ganzzabligen quadratiscben Gleichung .mit dem 
bocbsten Coefficienten 1 ist. Eben diese namlicbe Porderung ist aber 
an Tt"'^ zu stellen^, da aucb unigekebrt u mit u Periodenwege bescbreiben 
wild; es ist demgemass: 

(6) aS — ^y=-l, h= 

Man setze bier zunacbst den Fall^ dass y — 0 ist; alsdann ist 

(6) ^ == '-j” 2 , h = -^2 1 ^ liz *4“ ^ j 

walirend o keiner Einscbrankung unterliegt. Ist demgegeniiber y^O, 
so erbalten wir fiir den Periodenquotienten den particularen Wert: 

« + 6 

CO = — 

y 

Soli aber der bierdureb angezeigte Punkt co der positiven cj-Halb- 
ebene augehoren, so darf h nicbt reell sein, und also werden wir 'fur 
diesen zweiten Fall y'^0 nur die beiden Moglicbkeiten % = 0 und 
% zu verfolgen baben. .Ibnen entsprecben die beiden parti- 

cularen Formelgruppen: 

(7) x = 0f + ^ CO = - 

(8) = ih y II = + 4" Cj + 4“ c, 

a -{- 

CO = 

y 

Diese beiden letzteren Falle treten also nur ein^ falls die Invariante 
bez. den Wert Null bat^ d. i. nur im barnionischen bez. aquian- 
barmoniscben Falle (cf. I p. 12). 

Auf der anderen Seite uberzeuge ijian sicb^ dass alle bis jetzt ge- 
fundenen Pormeln + c, und zwar bei ganz willkiirlicb bleiben- 

dem Cy aucb wirklich Transformationen der Flacbe in sicb darstellen. 
Zu diesem Zwecke wolle man die betreffende Substitution des u auf 
ein einzelnes Periodenparallelogramm ausub’en und wird finden, dass 
dasselbe von ,,erlaubter Abanderung^^"^) abgeseben gerade in sicb trans- 
formiert wird; dabei wablt man in den beiden particularen Fallen der 
Formeln (7) und (8) das primitive Periodenpaar zweckmassiger Weise 

Diese Ausdrucksweise besitzt bier denselben Sinn nnd die gleicbe fnnc- 
tionentkeoretisclie Bedentnng wie ina zweiten Abscbnitt (vgl. z. B. I p. 280 ). 
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so aus^ dass das Periodenparallelogramm gleicliseitig wird und die 
Winkel ~ bez. aufweist. 

A o o 

Geben wir nun gleicb wieder vom Periodenparallelogramm bez. 
der Placlie Fm zur Normal curve zuriiek, so entspringt der Satz: Die 
elliptisclie Normalcurve Gn gestaUet tmendlicJi viele eincleiitige Tmnsforma’- 
tionen in sich; im allgemeinen sind dies diejenigen Transformationeny 
ivelcJie sich in der transcendenten Gestalt: 

(9) li = e 

darstellen; im harmonisehen und dquianharmonischen Falle aler Jmmnen 
m (9) noch die Siihstitutionen : 

(10) u = + iu + e les. u' = + u c 
himii; die Constants c Ueibt hier allenthalben unbestimnit 

Durcli vorstehende Betrachtung wird nun gerade die Frage naeii 
der gegenseitigen Beziebung der Normalcurven getroffen, welcbe bei 
einem und demselben Periodenverbaltnis : CO 2 den wecbselnden Werten 
der Residuensumme s entsprecben. Fiibren wir namlicb unter Bei- 
bebaltung der in denFormeln (l)und (2) gebraucbten Bezeicbnungsweise 
die Transformation u' = u c aus, indem wir dabei c im speeiellen 
aus nc = s berechnen und — c — a'ljc setzen, so sind die 

n n 

(11) = aF[ 0 (u - aa) = a JJ (m - aa) 

A = I k=l 

nacb den allgemeinen Satzen.tiber die Functionen der Flacbe Fm mit 
rationalen ganzen bomogenen Functionen Gi . . .) der ursprung- 

licben Xi proportional; und andrerseits stellen die Xi^ wie man siebt^ 

n 

er-Producte mit der Residuensumme Null, a'ik — 0, vor. Indem wir 

k=i 

also das Coordinatensystem fest denken, wird die durcJi u—u-{‘C 
angemgte Transformation der Normalcurve in sich durch 

X]^ i X 2 c • * • I Xn =? Gi (xi^ i G 2 (x^ r • • • ! Gji (x^ 
dargestellt, und auf diese Transformation hommt also der volhogene 
Wechsel der ^Residuensumme zurilck. 

Zugleicb gebt bieraus bervor, dass wir unsere Betracbtung nicbt 
im Wesen bescbranken, wenn wir iiber die Residuensumme (2) von 
vornberein in particularer Weise verfiigen; wir schreiben in diesem Sinne 
fortan filr dieselbe etwa den Wert Null vor. 

Unter den Transform ationen der Normalcurve Cn in sich giebt es 
immer einige, die in einfacbster Weise Gollineafionen sind, Um sie zii 
finden, uben wir n fru c aus und erhalten als Residuensumme 

Klein-I'ricke, Modiilfunctionen. H. 16 
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fiir die entspringenden Xi zunachst + nc, indem ja 6{ — tt) =* — 
ist und die Residaensumme der Xi Null sein sollte. 1st jetzt + nc 
ein ganzzahliges Vielfaclies der Perioden, so lassen sicli die xl, iudem 
wir sie mit eiuem gemeinsauien Exponentialfactor verseheu (cf. I p. 157); 
wieder als ^-Produete mit s = 0 darstellen; nur in diesem Palle; 
dann aber auch stets, lassen sich. die Xi mit n linearen bomogenen 
Verbindungen der nrspriinglichen Xi proportional setzen. Sclireiben wir 
also == + ftGjg (wobei wir offenbar die ganzen Zahlen X, ^ auf 

das Intervall 0, 1, . . ., ()^ — 1) einscbranken konnen); so entspringt der 
Satz: Die elUptiscJie Normalciirve Ordnung gelit, den 2n^ Suhstitutionen: 

(12) ^ -] 

entsprechend, durcli 2n^ ColUneationen des Baunies Rn-^i iv^ sicli selbsf 
ubeTy und es sind dies die einzigen derartigen ColUneationen, falls weder 
noch g^ verschwindef'^y Diese Collineationen bilden eine Gruppe G 2 n‘^} 
in welcher die oben (p. 3 u. £) betrachtete eine ausgezeiclinete 
Untergruppe des Index zwei ist*^*). 

§ 2. Geometrische Polgernngen iiber die Normaleurven Gn 
vermoge der Methode des Projicierens. 

In Bd. I p. 560 n. f. baben wir bei den Normaleurven beliebiger 
Geschlecbter p eine Art geometriseber Deduction erwabnt, die man als 
Metbode des Projicierens und Scbneidens bezeiebnet; und die insbe- 

*) Im Falle des Versebwindens von oder wacbst die ZaH der Colli- 
neationen der in sich ersichtlich anf 4^^^ bez. 6n®. Vom letzteren Falle baben 
wir bei n ^ 3 bereits in I p. 686 n. £ eine Anwendung zu macben gebabt. 

Weitere Untersuebungen tiber die eindeutigen Transformation en (9) der 
in sicb bat nacb der geometriseben Seite bin insbesondere Hr. Segre ange- 
stellt; 2 . B. ziebt derselbe diejenigen im gelegenen Regelflacben (n — 

Ordnung zur naberen Betraebtung beran, deren Erzeugende jeweils die geraden 
Terbindungslinien zweier einander durcb die grade vorliegende Transformation 
zugewiesenen Punkte der sind. Im Falle w == 4 gewinnen wir fur jede Trans- 
formation eine Regelbacbe 2^®^ Grades, auf welcber die G^ gelegen ist. Docb 
vgl. man das Nabere in der I p. 568 citierten Arbeit Segre’s. Zablreicbe in 
gleicber Riebtung liegende Untersuebungen anderer Geometer konnen wk niebt 
besonders verfolgen. Ubrigens darf wobl nocb bemerkt werden, dass die Colli- 
neationen der Curve Ster Ordnung in sicb zuerst auftreten in der Arbeit von 
Klein, ,^TJber eine geoynetrisclie Interpretation der Mesolmnten algebraisclier Glei- 
cJmngen‘% Matb. Ann. Bd, 4 (1872); vgl. insbesondere p. 353 u, f. daselbst. Hieran 
reibt sicb zonaebst weiter der Aufsatz von Harnack, ITber die Darstellung der 
Maumcufve vierter Ordmmg erster Species durch doppeltperiodisclie Functionen, 
Matb. Ann. Bd. 12 (1877). 
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sondere von den niodernen italienisclien Geometern zur Anwendung 
gebraclat ist. Wir werden bier durcli Uberlegungen dieser Art obne 
Miihe eine Reihe von Aufscbltissen fiber die elliptischen Normalcnrven 
ableiten konnen. 

Bei fest gegebenen Werten Og (oder^ nocb besser gesagt^ bei 
gegebenen giebt es im Sinne des vorigeu Paragraphen fiir die 

projective Auffassung im wesentlicben nur eine einzige Normalcurve 
die eigentlich im Mn—i gelegen ist. Man projiciere jetzt die On 
von einem Punkte des Bn—i auf eine durcli diesen Punkt nicbt bin- 
durchgebende Ebene des Bn—ij d. i. genauer gesprocben: auf einen im 
Mn—i gelegenen linear en Raum von (n — 2) Dimensionen, der 

das Projectionscentrum nicbt entbalt. Zwei Falle baben wir bierbei 
zu unterscbeiden, je nacbdem namlicb das Projectionscentrum auf der 
On selbst gelegen ist oder nicbt. AIs Projection fmden tvir im ersfen 
Fall die Normalcurve Gn-^i des im meiten Fall dber eine ellij)- 

tiscJie Ourve Gn der Ordnung des Baiimes Bn-^%^ 

Der fraglicben Massnabme werden wir leicbt eine analytiscbe 
Grundlage verleiben und damit den eben ausgesprocbenen Satz be- 
legen. Wir wablen zu dem Ende das Coordinatenpoljeder der oCi 
derart^ dass das Projectionscentrum in die Ecke 

0/^ O/Q • • * == iT/j — 1 ““ 0 

zu liegen kommt^ wabrend die gegeniiberliegende Seite = 0 die Pro- 
jectionsbasis Bn ^2 sein soil. Die fraglicbe Projection bestebt dann ein- 
facb in der Abstreifung der Variabelen nnd Deutuug der ubrigen 
als bomogener Coordinaten des Liegt dabei die zum Projections- 

centriim gewablte Ecke auf der On und kommt ibr der Wert ti = a 
des Integrals zu, so baben die (;n — 1) ersten <?-ProdLicte Xi den Factor 
a (it — a) gemeinsam. Indem wir also ibre Verbaltnisse als bomogene 
Coordinaten des Bn — 2 deuten, konnen wir den gemeinsamen Factor 
(ii — a) fortbeben und baben dann tbatsacbbcb nur nocb mit 
(n — l)-gliedrigen o'-Producten zu tbun. Im anderen Falle (dass nam- 
licb das Projectionscentrum nicbt auf der Gn gelegen ist) bleiben die 
a?!;...; oOn—i ^-gliedrige (?-Produete und werden also aucb im Bn— 2 
das Periodenparallelogramm der t^-Ebene auf eine Gn der Ordnung n 
abbilden. 

Bei der soeben vollzogenen Projection von einem Curvenpunkte 
aus baben wir iibrigens stillscbweigend die Voraussetzung gemacbt, 
dass derselbe kein mehrfacber Punkt der Gn sei. Indem wir aucb 
weiter an einer dementsprecbenden Wabl des Projectionscentrums auf 
der Gn festbalten, mogen wir die Gn—i in die Gn—2 des Bn-^, diese 
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in die (Xz — 3 des u. s. w. projicieren^). Letzten Endes kommen 

wir solcherweise zur des , zur des und endlich zur doppelt 
iiberdeckten Geraden mit vier Verzweigungspunkten (cf. I p. 568). Hier 
haben wir nun folgende geometrisch evidente Uberlegung: Da die ebene 
C 3 des Gesclilecbtes p = 1 weder doppelt zahlende Curvenzuge nocli 
auch mebrfacb.e Punkte aufweist, so konnen solche auch bei der C 4 
des jRg, bei der des J ?4 u. s. w. nicht eintreten: Die elliptisclie Normal- 
curve Cn des Bn—i weist also weder doppelt mlilende Zuge noch uberJiaupt 
mehrfache Ptmhte auf; einen Satz, den man natiirlich aucli analytiscb. 
als eine Eigenscbaft der n-gliedrigen (?-Producte Xi aussprechen kann. 

Einen Augenblick verweilen wir nocli bei dem Falle, dass aucli 
Projectionen Yon Punkten, die nicht auf der Curve liegen, mit zur Aus- 
fulirung kommen. Da werden wir, allgemein zu reden, elliptisclie Curven 
Ordnung im Raume Bv von v <in — 1 Dimensionen erbalten. Um- 
gekelirt bemerkt man aber aucb aufs leicbteste (durch. Betracktung 
der zugehorigen ^-Producte), dass jede in einem Bv gelegene elliptisclie 
Curve On einer Ordnung n'> v 1 als Projection der einen Gn des 
Bn^i angeseben werden kann. Diese allgemeinen elliptiscben Curven 
des Bv mit einer Ordnung >^'4" 1- treten nun an Einfaclibeit in mekr- 
facker Riicksickt kinter der einen diesem Raume Bv angekorenden 
Normal- Gv+i zuriick. Erstlick ist gar nicht ausgescklossen, dass jene 
Curven mekrfacke Punkte aufweisen mogen, ein Umstand, der fur v — 2 
sogar notwendig auftritt. Auf der anderen Seite aber bemerke man, 
dass es auck fiir den projectiven Standpunkt selbst sckon bei n = p-i- 2 
nickt mekr nur eine, sondern unendlick viele wesentlick versckiedene 
elliptiscke Curven im Bv giebt, was man vermoge einer kleinen Zwischen- 
betracktung durck die Willktir des frei im Bv^i zu waklenden Pro- 
jectionscentrums zu begriinden kat. — 

Endlick verwenden wir die Metkode des Projicierens mit Vorteil 
bei der Discussion einer algebraiscken Darstellung der Normalcurve 
Ordnung. TJm eine solcke zu Wege zu bringen, bilden wir uns 

die quadratiscken Verbindungen der Xi und bemerken, dass 


*) Diese auf einander folgenden Massnakmen lassen sich iibrigens auch in 
einen Schritt zusammenziehen; so z. B. werden wir die beiden ersten Projectionen 
zusammengenommen auch als eine Projection der von der Polyederkante 
== ajg = • • • — — 0 auf den durch — 0 dargestellten linearen 

Bn—z auffassen. Man mache sich diese Verbaltnisse am Beispiele der C4 deut- 
lich; die Tetraederkante, von der aus wir projicieren, muss dabei eine Secante 
der sein, um als Projection der auf die gegeniiberliegende Tetraederkante 
die letztere in doppelter Tiber deckung zu erbalten. 
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dieselben 2?2-gliedrige (J-Producte der Residuensumme Null vorstellen. 
Nach dem Hermit e'sclien Satze konnen also unter ilinen hockstens 27i 
linear-unabliangige Grossen vorkommen, wabrend sick durck diese die 

iibrigen ^ Prodncte XiCCj, linear darstellen lassen. So entspringen 

linear-imdblidngige homogene Melationen zweiten Grades misclien 

A 

den 0 ),* tvir werden dieselben als ebenso viele FldcJien meiten Grades des 
lln^i deutenj axif deren jeder die On gan^ gelegen ist Tkatsachlick wer- 
den wir weiter nnten 2n linear- unabkangige 2w-gliedrige <5'-Prodiicte 
auf dem gekennzeiekneten Wege gewinnen und konnen daraufkin die 

quadratiscken Relationen unmittelbar kinsckreiben. Es ist 

interessant sckon kier zu bemerken, dass diese Relationen nicht nur, 
wie wir sckon andeuteteia, von einander linear-unabkangig sind, son- 
dern dass auch xmigekehrt jede neue qiiadratisclie delation mir eine lineare 

Combination jener ^ Gleichungen ist Auck letzteren Umstand 

folgert man leickt aus der linearen Unabkangigkeit jener zunackst 
gebildeten 2n o' -Prodncte"^). 

Man kann nun vermoge der Meikode des Projicierens den Beweis 
erbringen, dass die eben genannten ^ Fldchen gweiten Grades die 

Normaleiirre Ordmmg rein ziim AtisschniU bringen. Man setze nam- 
lich, die Flack en katten ausser der On nock einen weiteren Besiand- 
teil gemeiuj und wende nun Projection von einem Punkte der On 
aus an. Um zu besckreiben, was kierbei aus den Flacken zweiten 
Grades wird, kleiden wir die leickt zu bewerkstelligende analytiscke 
Deduction sogleick in ein geometrisckes Gewand. Wir fassen die 

^ ~ jj , Flacken als Individuen eines ^ ^ -fack unendlicken 

linearen Systems solcker Flacken auf und finden in diesem insbeson- 
dere ein ^ n ^ -fack unendlickes iineares System von Kegeln, 

deren gemeinsame Spitze das Projectionscentrum ist. Nur diese Kegel 
liefern nack Ausfiikrung der Projection im E «_2 ein System von 

~~ linear-unabkangigen Flacken zweiten Grades , weicke nun 

ikrerseits im Sinne unserer Annakme die Curve aus- 

sckneiden werden. Hier wolle man beackten, dass diese letztere Curve 
jedenfalls die gesamte Projection des Durckscknitts On + 0^^^ der 

*) In derselben Weise liessen sick auck die cubiscken^ kiquadratiscken etc. 
Relationen zwiscken den x bekandeln. 
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Flaclien 2^*^^ Grades im J?«_i anfweisen mass, imd dass eben deslialb, 
wofern ein Teil wirklicb yorkommt, jedenfalls aucb eia Curvenzug 
(j(n~i) anftreten muss. Die namliche Uberlegung wiederhole man bis 
zum Raume herab, wo jetzt offenbar zwei Flacben zweiten Grades 
mebr als eine gemeinsam baben miissten, sofern ein Zug wirk- 
lich. anftreten sollte. Indem man aber weiss, dass die elliptisclie 
Normal-G 4 des der vollstandige Durchscbnitt zweier Flacben zwei- 
ten Grades ist, ergiebt sicb jetzt umgekebrt nnsere obige Bebaiiptung 
betreffs des reinen Ausscbnitts der On- 

§ 3. Das kanonisclie Coordinatensystem der Gg nnd seine Ver- 
allgemeinerimg fur die G^. 

Die Bedeutung, welcbe den elliptiseben Normalcurven fiir die 
Probleme der Teilung und Transformation zukommt, wird dadurcb 
begrtindet, dass wir besonders charakteristiscbe Coordinatensysteme 
fiir die Darstellung der On zu Grunde legen konnen. Wir werden in 
diesem Sinne gut tbun, bier zunachst einige der gebraucblicben Ooor- 
dinatensysteme der ebenen Gg in die Discussion zu zieben imd be- 
ginnen mit der Betrachtung der woblbekannten Gleicbnngsform 

die wir aber sogleicb unter Einfuhrung der bomogeuen Coordinaten: 

(1) = p' :p\l 

in die bomogene Gestalt umsetzen: 

( 2 ) — 433 / + = 0 .«=) 

Die Hermit geschriebene Gleicbnngsform der Gg beisse die hanO’ 
nische, einen Namen, den wir zugleicb auf das ihr zu Grunde liegende 
Coordinatensystem ubertragen. Indem wir sogleicb den geometriscben 
Sinn des kanoniscben Coordinatensystems bescbreiben wollen, moge 
man vorerst nocb bemerken, in welcH naher Beziebung die kanoniscbe 
Gestalt (2) zur linearen Invariantentbeorie der ternaren cubiseben 
Formen stebt. Eine Form dieser Art besitzt bekanntermassen zwei 
Invarianten, die man naeb Aronbold, welcher sie auffand, durcb S 
und T bezeicbnet. Die erste unter ibnen ist von vierter, die andere 
von secbster Dimension in den Ooefficienten, und man findet ihre voll- 
standigen Ausdriicke z. B- in den Salmon^scben Yorlesungen iiber 

*) Indem man iibrigens auf die Formeln (3) in I p. 157 zuruckgebt, stellen 
sick die kier auftretenden x. mit gewissen dreigliedrigen (y-Producten proportional 
dar, womit formeller Ansckluss an das Gleickungssystem (1) des vorletzten Para- 
grapken gewonnen ist. 
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hohere ebene Cm*veii. Berechnet man nun filr die Form (2) die beiden 
fraglichen Invarianten, so kommt: 

(3) S=-±g„ 

cs Sind also von nnmerisclien JBestandteilen dbgesehen unmitielhar die hei- 
den AronhoM sclien Invarianten, tvelclie die Coefficienten unserer Icanoni- 
selien Gleichimgsform dbgeben. Will man Gleicbnng (2) nocli so um- 
formen, dass nur nocli die absolute rationale Invariante J allein in 
den Coefficienten auftritt, so wende man zu dem Zweck die Trans- 
formation an: 

(4) : x.^ = {g.} ■ ■ y^ : (g^ ■ . 

Die Gleicliung ( 2 ) nimmt daraufhin die Gestalt an: 

(5) yiy& — ^yi + {y^yi + y%) = O- 

Uberall siud es kier nur die rationalen Invarianten (cf. 1. p. 3 u. f.), 
welclie in den Coefficienten unserer Gleichungen (2) und (5) auftreten. 
Man balte Meran im Gegensatz zu spateren Entwicklungen fest, wo 
wir aucb. wieder irrationale Invarianten als Gleicliungscoefficienten 
antreffen werden. Vor allem ziehe man aber aus der Rationalitat der 
Coefficienten von (2) sogleicb. den nacbfolgenden Scbluss: Eine helieiig 
vorgelegte elUptiscJie lasst sicli nur duveh eine eimige Gleichung der 
hanonischen Gestalt darstellen; denn es sind eben die Coefficienten der 
letzteren rational in denjenigen der urspriinglichen Gleichung. Man 
wird im Anschluss hieran gleich fragen, durch wieviele unterschiedene 
lineare Transformationen eine vorgelegte allgemeine Gleichungsform 
der G 3 in die kanonische Gestalt iibergefuhrt wird: Offenlar giebt es 
insgesamt acJit^ehn derartige Transformationen^), dem Dmstande ent- 
sprechend, dass die O 3 durch achtzehn Collineationen in sich ubergeht. 

Bei dieser Sachlage muss es fur die Normalcurve dritter Ordnung 
immer achtzehn verschiedene kanonische Coordinatensysteme geben, 
die insofern mit einander gleichberechtigt sind, als sie alle aus einem 
unter ihnen durch die Collineationen der G^^ entstehen. Es ist hier- 
mit noch keineswegs behauptet, dass es nun auch achtzehn unterschie- 
dene kanonische Ooor&mdiiQiidreiecke giebt; vielmehr kann das einzelne 
unter ihnen sehr wohl bei einer in der enthaltenen Gv mit v > 1 
in sich libergehen, Wir konnten in diesem Betracht sehr leicht ana- 
Ijtisch das Nahere feststellen; inzwischen gelangen wir durch eine 

*) Im Fade //g == 0 und 0 ^ = 0 wird es in analoger Weise ersichtlich 36 
bez. 54 lineare Transformationen einer allgemeinen Grleichungsform in die kano- 
nische Gestalt geben. 



248 


V, 1. Einfiihrung der elliptisdaen Normalcurveu. 


geometrisclie Betraclitung des kanonisclien Systems nocli zu einem besse- 
ren Uberblick. Dabei ist nun sofort zu seheU; dass = 0 eine 
Wendetangente unserer Curve ist, deren Beriibruugspunkt in der Ecke 
x^ — Xq = 0 liegt, und dass die zu diesem Wendepunkte gehorende 
harmonische Tolare durch = 0 dargestellt ist. Um die Bedeutung 
der dritten Dreiecksseite zu finden, scbneide man die Cg mit dem vom 
fraglichen Wendepunkte ausgebenden Geradenbiiscbel — ^^x^ — 0. 
Unter diesen Geraden giebt es vier Tangenten der Cg, deren Parameter 
^^ 2 , % sich, wie man leicbt berecbnet, aus 

(6) >«3(43C3® — = 0 

bestimmen. Mit Riicksicbt auf I p. 17 u. f. ergiebt sick also, dass 
durch ^^2 = 0 die lineare Folare der Wendetangente = 0) in Bemg 
anf die drei anderen Tangenten (6) dargestellt ist. Da eine ebene Cg 
des Geschlechtes p = \ neun Wendepunkte hat, so gieht es auf Grund 
unserer geometrischen Analyse insgesamt neun Ivanonisclie Coordinaten- 
dreiecJw. Ein jedes unter ihnen muss demnach bei einer G^ unver- 
andert bleiben. Diese G 2 ist auch wieder geometrisch von vornherein 
zu erkennen, denn die zum Wendepunkt X 2 = x^ — 0 als Centrum und 
zur harmonischen Polare x^ = 0 als Axe gehorende harmonische Per- 
spectivitat (cf. I p. 709) muss offenbar die wie das Coordinaten- 
dreieck der Xi in sich iiberfuhren. 

Die neun harmonischen Perspectivitaten der Cg in sich sind ofpen- 
bar diejenigen Operationen der (r^g, welche sich in der transcendenten 
Gestalt u — — u c darstellen. Insbesondere gehort = — u zum 
Coordinatendreieck (1), und es stellt sich diese Transformation alge- 
braisch in einfachster Weise durch Zeichenwechsel des x^ bei unver- 
anderten x^, x^ dar. Die ubrigen neun Transformationen: 

(7) W = -j ^ “ 

der Cg in sich, welche fur sich eine Untergruppe Gq der G^g bilden, 
werden sich in den Xi durch solche lineare Substitutionen darstellen, 
deren neun Coefficienten (abgesehen freilich von der Identitat u = u) 
durchgehends von Null verschieden sind. Es ist ein Leichtes, fiber 
diese Coefficienten nahere Angaben zu machen. Wir bezeichnen dabei 
die p- und ^'-Function des besonderen Argumentes (7) durch pz,p.(u) 
und nnd haben nun offenbar die beiden Ansatze: 


( 8 ) 




Cl p'(u) + C^p{u) + C3 ^ 




&lp'M + hp(^) + \ 

OiP'iu) + Csp(u) + C3' 


wo die a,-, 6,-, Cj von u unabhangige Coefficienten sind. Um z. B. die 
ii, Ci zn bestimmen, bemerke man, dass 
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(9) p;., ^ (ti) • { Cj p' (ti) + P 00 + <^3 } ““ F' 00 ^2 F 00 — 63 == 0 

unabhangig von erfiillt seiii muss, Entwickelt man also die linke Seite 
von (9) in eine Eeihe nach ansteigenden Potenzen von ti^ wobei fiir 
FW; F'0'0 die Pormeln I p. 149 (1), fur F^.,/^00 ^ber die Tajlor^sche 
Entwicklung: 

(10) F-^-j/'OO ^ F^).« 4” F^i« + ' ' * 

Anwendung fincleP^O? der Coefficient jeder einzelnen Potenz 

von ti in der fur (9) entspringenden Reihe identisch verscbwinden; so 
erbalt man lineare Gleicliungen zur Bestimmung von bi^ Ci. Uberdies 
beaclite man^ dass nicbt nur das Quadrat von F^(^0 und rational 
in fOO; 927 9z ist, sondern dass vor allem die samtliclien boberen Ab- 
leitungen • • • ganz und rational in f(« 0? F'00;^2 j ^?'3 dargestellt 

werden konnen. Indem ein analoger Gedankengang offenbar auf die 
erste Gleicbung (8) Anwendung findet, lassen sicb die Coefficienten 
a, b, c als rationale ganze Punctioneu von und den beiden be- 

sonderen Teilwerten p\^ darstellen. Von f^,/i lassen sicb alle 
boberen Potenzen als die erste, von px^^ alle boberen als die dritte 
entfernen (cf. Formel (3) p, 16); bat man diese Recbnung durcbgefuhrt, 
so sind die Coefficienten jeder der Gleicliungen (8) bis auf einen alien 
gemeinsamen Factor eindeutig bestimmt. 

Die elementare Durcbfiibrung der liiermit skizzierten Recbnung 
fiibrt auf die nacbfolgende, sogleicb wieder bomogen geschriebene 
Substitution: 

7tXi == Sf^/I * 4F2/i(12F2/4 ^2) * ^2 

^ 9 ‘ 6 ) ‘ % } 

jtX2 = SpXfxpxfi 4 ( 4 f ^,« ^92Pht 4 " 4 ^ 3 ) • X 2 

+ (4^2F'^ + 24^3Fv + 9 ^) ‘ ^^3 . 

Ttx^ = 8 f^/£ ' 4“ 4(12Fji/i ^2) * ^2 

— 4(4fIu — g^pxi. 4- 2 ^ 3 ) ■ iTg , 

wobei unter 7t der Proportionalitiitsfactor verstanden ist. Indem wir 
nun nocli der Combination I = g, — 0 in (7) die identiscbe Substi- 
tution der Xi zuordnen, liefern uns die verscbiedenen Werte A, g ins- 
gesamt neun Substitutionen, welcbe eine Gruppe bilden. Naturlicb wird, 
falls wir durch Combination zweier solcben Substitution en eine dritte 
Operation der Gq wirklicb herstellen wollen, ein ausgedehnter Gebraucli 

*) Mau vergl. die im vorigen Abscbnitt p. 12 eiogefiibrte Bezeicbnungsweise 
der Teilwerte. 
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von denjenigen algebraischen Relationen zu machen sein, welche filr die 
fiir gauze Modulformen dritter Stnfe, in Giiltigkeit sind. 
In entsprechender Weise kommen die speeiellen Teilungsgleicliungen 
selbst znr Anwendung, falls wir die Gleichiing (2) thatsaehlich durck 
die Substitution (11) in sicli selbst llberfubren wollen. 

Die Verallgemeinerung des kanoniscben Co ordinatensy stems fiir 
die Normalcurven u. s. w. lasst sicli in mehrfacher Art erreiclien. 

Iminer liegt nur der Nacbdruck darauf^ dass wir ausscbliesslicb mit 
den rationalen Invarianten oder, um es gleicb. anders zu sagen, mit 
Grossen erster Stufe zu thun haben wollen. Dies erreiclien wir z. B., 
wenn wir fiir die On des als Cartesiscbe Coordinaten 

p"{u)j . . zu Grunde legen"^); dass diese Grossen auck wirk- 
lick linear -unabkangig sind, erkennt man leickt aus den Anfangsr 
gliedern der Reikenentwicklnngen nack tL Es werden dann z. B. die 
beiden linear -unabhangigen Flacken zweiten Grades, welcke die Raum- 
curve vierter Ordnung als Diirckschnitt kaben, durck die beiden Glei- 
ckungeu 

2/'~12p^+^,==0, 

dp ^ ^PP + 2 ^ 2 ^ ~ ^ 

gegeben sein, in deren Ooefficienten ausser numeriscken Bestandteilen 
nur die Invarianten entkalten sind. An Stelle von (8) treten 

jetzt die Gleickungen; 

px.^^W etc. 

Die Bemerkungen fiber die Ooefficienten der Gleickungen (13) ilber- 
tragen sick vom Palle n — d ker okne weiteres, wie man denn ofifen- 
bar auck ganz allgemein bei der elliptiscken Normalcurve Ordnung 
wiederum entsprechende Verkaltnisse antrifft. Wir kaben ubrigens 
um so weniger Veranlassung, kierbei nock ausfuhrlicker zu verweilen, 
als das kanoniscke Ooordinatensystem fiir unsere spateren Zwecke der 
engeren Modultkeorie nickt entfernt eine gleick wicktige Bedeutung 
besitzt, wie das nun zu bespreckende „singulare^^ System. 

§ 4. Das singnlare Coordinatensystena fiir die Normalcurve 
Erste Einfdlining der Grossen 

Mit Rticksickt auf sein Verkalten gegeniiber der Modulgruppe 
konnten wir das kanoniscke Ooordinatensystem der Normalcurve 

Etwas anders iet die VerallgemeineruDg des kanoniscben Coordinaten- 
aystems in ^Normalcurven^ § 7 dnrcbgefuhrt. 

Man vergl. bier die nocb mebrfacb zu nennende Arbeit von Hrn. Biancbi, 
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Ordnung aucli als dasjenige der ersfen Stufe bezeielinen. Es hat sich 
aber des weiteren gezeigt, dass man hi libersichtlicher Weise ein 
anderes Coordinatensystem fur die aufbauen kann, welches eine 
gleich innige Beziehung zur Stufe aufweist; wir werden dieses 
neue Coordinatensystem als das singuldre benennen. Im Falle n == 3, 
den wir wieder zunachst besonders betrachten, haudelt es sicli einfach 
um die sogenannte Hesse’sche Normalform der Curvengleichuug. Die 
letztere lautet bekanntlicli; 

( 1 ) Zo' + = O5 

wir haben dabei die Coordinaten, wie es hinfort allgeinein bei Zu- 
grundelegung des singulareii Coordinatensystems geschehen mag, dureh 
den Buchstaben X bezeichnet. 

Um an dieser Gleicliung die allgemeinen Uberiegungen von § 1 
und § 2 zu specialisieren, so bemerte man zunachst, dass sich die (r^g 
aller Collineationen der Cg in sich unter Zugrundelegnng der Xa ausser^t 
einfach darstellt. Es wird namlich (1) erstlich bei den sechs Per- 
mutationen der welche eine Untergruppe Gg bilden, in sich iiber- 
gehen, ausserdem aber bei der aus XJ — Q^Xa entspringenden 
welche mit der Gq zusammen die G^^ bilden wird"^). Man sieht, dass 
das Coordinatendreieck der Xa ditrcli alle acM^ehn CoTlineationen der G^^ 
in sich transformiert wird^ und eben deshalb miissen die neun Schnitt- 
punkte desselben mit der Gg, von denen iibrigens zufolge leichter 
Rechnung keine zwei coincidieren, ein System von neun Punkten der 
Cg bilden, das durch alle in Rede stehenden achtzehn Collineationen 
in sich iibergefuhrt wird. Man wird sofort vermiiten, dass wir hier 
mit dem System der neun Wendepunkte der Gg zu thun haben, und 
beweist solches in der That auf Grund bekannter Satze tiber Curven 
gter Ordnung durch Berechnung der Hesse^schen Curve von (1), fiir 
welche wir die Gleichungsforni gewinnen: 

+ z/ - . ZoZ, Z, = 0. 

Es ist nun ein bekannter Satz aus der Theorie der ebenen Curven 
dritter Ordnung, dass sich die neun Wendepunkte auf vier Weisen 
durch je drei gerade Linien ausschneiden lassen, und man benennt 
diese vier Tripel von Geraden als die vier Wendedreieeike der Gg. Indem 

das Dreieck der Xa zu ihnen gehort, finden wir vor alien Dingen das 

m— 

liber die Xormdlformen dritter und fdnfter Stufe des elliptischm Integrals erbter 
Gattung, Math. Ann. Bd. 17 (1880). 

Die Specialfalle = 0 und = 0 lassen wir Mer der Knrze lialber ausser 
Betraoht. 
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Eesultat, dass unser singuldres Coordinatendreiecli der 0^ ernes imter vier 
coordinierten ist Wir konnen daraufhin leicht die Anzahl aller singu- 
laren Coordinatensysteme selbst 'bestimmen, indem wir abzahlen^ wie- 
viel Substifcutionen XJ = CaX^ aiis (1) wieder eine Gleicbimg derselben 
Gestalt lierstellen. Offenbar aber darf man zu solcliem Zwecke erst- 
licb jedes mit einer beliebigen multiplicativen dritten Einlieitswurzel 
versehen^ was fiir die Quotienten der Xa neun Moglicbkeiten giebt. 
Combinieren wir dieselben mit den seeks Permutationen der Xaj so 
entspringen bei festliegendem Dreieck nock 54 versckiedene Systenie, so 
dass die Gesamtmlil oiler singiddren Coordinatensysteme fiir die Normal- 
curve dritter Ordmmg sich m 216 lerechnet. 

Statt kier iibrigens Yon 216 Coordinatentransformationen zu reden, 
konnen wir ein erstes System auck festkalten und nnn die entspringen- 
den 216 Substitutionen als eine Gruppe G 21 Q von Collineationen der 
Ebene auffassen. Indem dann ( 1 ) bei einer Untergruppe in sick 
selbst ubergekt^ entspringen insgesamt zwolf untersckiedene Glei- 
ckungen (1), d. h, der Coefficient a ist eine mdlfivertige Grosse"^). Urn 
die nakere Bedeutung derselben aufzudecken^ stellen wir die nach- 
folgende Betracktung an. 

Wenn wir von einer vorgelegten allgemeinen Gleickungsform der 
Gg durck eine der 216 Substitutionen zur Hesse’scken Normalform 
geken, so wird dabei a jedenfalls eine komogene Function nullter Di- 
mension der urspriinglicken Coefficienten werden. Stellen wir also 
gleick fest, dass a als mdlfwertige Function der absoluten Invariante J 
allein letrachtet werden Imnn. Des n*akeren gelingt es leickt, alle zwolf 
Werte a in einem unter ihnen auszudriicken. Erstlick werden bei 
der G 54 , welcke das Coordinatendreieck der Xa in sick transformiert, 
offenbar neben a selbst nock die beiden Werte d = qo, d — 
treten. Weiter aber miissen wir vom Dreieck der Xa den Ubergang 
zu einem zweiten Wendedreieck finden und merken zu dem Ende als 
die Coordinaten Xa der neun Wendepunkte an: 

(2) (0,-1 , pO, (^>^0 ,-l); v = 0 ,l,2 . 

Schreiben wir also z. B. 

(3) ^ . Za' = Xo + ; 

*) Die bei dieser Aaffassung eintretenden zwolf Curven Cg gehSren ubrigens 
alle dem sog. syzygetischen Busckel -an, das sich aus Grundcurve und Hesse- 
scher Curve linear zusammensetzt (vgl. Clebsch-Lindemann, Vorlesungen iiber 
'Gm'mePrie I p. 505); im harmonischen Falle werden jene zwolf Curven zu je zwei, 
im Equianharmonischen zu je dreien identisch. 
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SO liaben wir offenbar im Dreiect der ILa wiecler ein Wendedreieck. 
Aber die Colliiieation (3) ftibrt Yon (1) zur neneii Gleicbung: 

X,® + + 6 = 0, 

und da die letztere wieder die Hesse^sclie Noraialform bat, so geliort 
die Operation (3) der an. Eine neue Gestalt des in Rede steben- 
den Coefficienten lese man aus der letzten Gleicbung ab und gewinnt 
nun sofort als dessen samtliebe zwolf Gestalten: 


( 4 ) 


a' — 


d — • 


1 — g/ 
1 — |- 2 


Da baben wir nun die zwolf Tetraedersubstitiitionen wieder ge- 
wonnen, wenn aucb nocb nicbt direct in der Gestalt von I p. 615. 
Um die letztere zii erbalten, kann man entweder 


( 5 ) 



Oder 




1 

2 


setzen, welcbe doppelte Moglichkeit offenbar in dem Dmstande be- 
griindet ist, dass die Tetraedergruppe nicbt nur in sicb, sondern aucb 
in der Oktaedergruppe ausgezeichnet entbalten ist. Wir bebaupten 
nun, dass fiir uns die zweite Formel (5) die zutreffende ist, dass also 
der Coefficient a, mit dem Factor — 2 versehen, als FtmcUon der ratio- 
nalen Invariante Jy direct die Tetraederirrationalitdt | in der von tins 
seiner ^eit gewdJilten Fixierung vorstellt Man findet namlicb als Aus- 
drticke der Invarianten Sj T im Anschluss an die Form (1) (cf. Sal- 
mon 1. c.): 

S = a- r=l— 20a^ — 8a^ 

Recbnen wir dies vermoge der zweiten Gleicbung (5) aiif | um und 
recurrieren auf (3) p. 247, so ergiebt sicb: 


j _ us^ + 8)3 

J—l (|6_20P— 8)®^ 


womit in der That die Tetraedergleichung (I p. 104 (1)) wiedergewon- 
nen ist. 

Die (rgie, welcbe wir soeben als Oollineationsgruppe der Xa ge- 
wannen, entstebt zufolge des gerade erbaltenen Ergebnisses, abstract 
genommen, durcb Combination der der Collineationen von in 
sicb mit der nicbt-bomogenen Tetraedergruppe G^^. Man wolle be- 
merken, dass solcberweise gerade diejenige G^j^^ erzeugt wird, die wir 
oben (p. 2 u. f.) fiir die Betracbtung der elliptiscben Functionen dritter 
Stufe zu Grunde legten. Indem wir namlicb die mit der einzel- 
nen Substitution der Periode zwei: u — — n combinieren, entspringt 
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eine mit der homogenen Tetraedergruppe Iioloedriseh isomorplie 
Gruppe. Hierzu liat dann noch die Gq der Operationen 

, , XCO^ + 

H = -w -j - - 

O 

zu kommeB, nnd das ist im wesentlichen gerade diejenige Gruppe Gq, 
urn welche es sicli a, a. 0. aucli liandelte**^*’). 

§ 5. Darstellung der bei der anftretenden Xa dnrcli d-ProduLCte 

und transformierte d. 

Die am Schlusse des vorigen Paragraplien liervorgetretene Be- 
deutung der Tetraedergruppe fiir das singulare Coordinatensystem der 
63 soil jetzt aucli ausserlicli dadureli zur Evidenz gebracbt werden, 
dass wir fiir die Xa Darstellungen in der Gestalt (1) p. 238 wirklicli 
herstellen. Da wir mit (s-Produeten der Residuensumme Null arbeiten 
wollen, so bekommen die neun Wendepunkte der C3 die transcenden- 

ten Argumeute u — ^ und man kann den einzelnen Wende- 

punkt durcb das Symbol (/l^ ft) cbarakterisieren. Immer solclie drei 
Wendepunkte werden dann auf einer geraden Linie liegen^ fiir welche die 
Summe der drei wie aucb. die der ft durch 3 teilbar ist, und es 
lassen sicb daraufbin leicht die vier Wendedreiecke der Gg durcb. eine 
eigenartige scbematiscbe Zusammenstellung der Symbole (A, ft) cba- 
rakterisieren ^'^). Sofern wir nun an der tiblichen Fixierung des Haupt- 
moduls !(») festbalten wollen, ist durch die zweite Formel (5) § 4 
bereits ein ganz bestimmtes unter den vier Wendedreiecken zum Co- 
ordinatendreieek der Xa herangezogen^ und wir behaupten^ dass wir 
das richtige treffen, indem wir: 

(1) ^^t) — ' Cfl; (5^O;0 ^^) 1 (^) ^0c2 (^) 

schreibeu; wo die die im vorigen Abscbnitt Kap. 1 (p. 23) zu 

Grunde gelegte Bedeutung baben. 

Man bemerke namlicb, dass das biermit eingefiibrte Xa(u) als 
Function von u im Periodenparallelogramm nur an den drei Stellen 
(«, 0), (ccj 1), (cCj 2) verscbwindet. Indem wir aber statt der einfacben 
^-Function gleicb die gebraucben, sind in (1) gegeniiber dem 

*) TJnter Gebraucb der X^, Xg lemen wir in der G^iq eine nene ternare 
Gruppe linearer Substitutionen kennen, wie wir eine solclie ternare Gjes a-m 
Schlusse von 1 bei der 7*®^ Stufe erhalten batten. Diese Ggig ist explicite wobl 
zuerst von Hrn. Camille Jordan aufgestellt worden in der Abhandlung uber end- 
liche Gruppen ternarer linearer Substitutionen im 84*®^ Bande des Crelle’sehen 
Journals (1878). 

Of. Cl eb 8 cb- Linde maun, Vorlesimgen uber Geometrie I p. 507. 
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friiheren Ansatze (1) p. 238 nocli gewisse Exponentialfactoren hinzage- 
kommeB. Solches ist ja ohnedies erforderlich, da in (1) die Residuen- 
summe nnr erst bis auf Vielfacbe von cDq mit Null identiscb ist. 
Dass aber die Quotienten der durcb (1) definierten Xa tbatsacblicli 
um wie <332 periodiscb sind, belegt man sofort auf Grund der For- 
mel (7) p. 24. Endlicb beweisen wir auf gruppentheoretischeni Wege^ 
dass die durcb (1) begriindete Auswahl unter den vier Wendedreieeken 
gerade mit der friiheren Pixierung der Grosse | iibereinkommt. Es 
sind namlicli die vier innerbalb der 6 r ^2 gieicbberecbtigten Unter- 
gruppen G 3 eindeutig den vier Wendedreieeken zugeordnet, und zwar 
in dem Sinne, dass bei der einzelnen Gg das zugeborige Wendedreieck 
in sich iibergebt, wabrend die drei anderen cyeliscb permutiert wer- 
den. Dies ist so gemeint, dass z. B. durcb die Substitution S der 

Wendepunkt fi) — in A -f" tibergebt; unci nun 

u 

iiberzeuge man sicb, dass gerade das Dreieck der durcb (1) gegebenen 
Xa der aus S' entspringenden Gg zugebort. Dieses aber musste aucb 
der Fall sein; denn es ist |(g 3 + 1) = tJbergang von 

I zu erfolgte vorbin gerade durcb eine solcbe Coliineation, bei 
der das Coordinatendrsieck in sicb iiberging. 

An die Formel (1) reiben wir jetzt eine neue wiebtige Darstellung 
von Die Nullstellen des einzelnen Xa liegen an den drei Stellen 

des Periodenparallelogramms ; eben die- 

00 o 

selben Nullpunkte weist aber aucb die Function: 

(7 (tf.— ^ j y) Oder aucb 0^0 (n j 
auf^ wo wir reebter Hand mit den o-Teilwerten^ gebildet fur die 
transformierten Perioden o?!? y; zu than baben. Auf Grund bekann- 

ter Satze schliessen wir, dass dieselben von den Xa jeweils nur um 
Exponentialfactoren abweichen; und damit entspringt fur* die Xa die 
neue Darstellung: 

(2) («) = 0.0 (m 1 , y) , 

wobei die Ca yon u unabhangig; die Ga{u) aber gauze rationale 
Punctionen von u sind. 

Die Qa(^) baben wir so zu bestimmen^ dass der Quotient der 
rechten Seiten von (2) und (1) doppeltperiodiscb ist; er ist dann sogar 
constant, d. i. von u unabbangig, da er im Periodenparallelogramni 
allentbalben endlicb ist. Des weiteren sind die Constanten Ca und 
damit aucb die Ca der Formel ( 1 ) so zu wablen, dass die Quotienten 
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der Xa aucli wirklich gegeniiber den Operationen = u ^ 

diejenigen linearen Substitutionen erfabren, welche wir im vorigen Para- 
graphen aus der Hesse’sclien Normalform der Curvengleichung direct 
ablaseii. Hierdurcb siiid dann natiirlich nur erst die Quotienten der Ca 
bestimmt^ und nnn wird sicb zeigen, dass -ivir ilber diese Coefficienten Cu 
in AhMngigkeit von cog dbsolut der art verfiigen kbnnen^ dass das ein- 
0 elne Xa als Function von die Rolle einer Modnlform dritter Skife 

spielt Indem wir die Ca so lixieren, dass die Xa{n [ m^) gerade 

Functionen ibrer drei Argumente sind, werden die Xa gegeniiber den 
Operationen der bomogenen Hauptcongruenzgruppe dritter Stufe absolut 
nnveranderlicb sein. Sie werden aber gegeniiber den 24 modulo 3 
incongruenten Substitutionen selbst eine ternare Gruppe von 24 Sub- 
stitutionen erfabren, welcbe ebendesbalb Uneare-Jiomogene Gestalt haben, 
weil sie geometriscb nichts anderes bedeuten^ als den Ubergang von 
einem singularen System zu den iibrigen. Durch die Auswabl der Ca 
lassen sieb demgemass die Xa zu solchen Functionen ilirer drei Argu- 
mente u, G)]^, cjq gestalten, deren Verhaltnisse bei Ausiibang der 216 
Substitutionen: 

/ I ^ -p P' CO9 r v 

u g - - - ; (mod. coj, (Ugj 

0/= jScDg, 0/= yOl -f- ^0)2, (mod. 3 ) 

direct jene ternare Gruppe zur Darstellung bringen, welclie wir 
vorbin als die Gruppe der 216 Collineationen der Ebene der Xa 
deuteten. 

Alle diese Aufgaben werden wir desbalb nicbt speciell ausflibren, 
weil wir sie obue viel Mebraufwand von Rechnung sogleicb ganz all- 
gemein fiir beliebige n erledigen konnen; aus den entspringenden all- 
gemeinen Resultaten lassen sicb dann durcb einfacbe Specialisation 
^^=3 die im vorigen Absatz aufgeworfenen Fragestellungen beantworten. 
Merbe man* iibrigens gleicb jetzt an, dass aus der singularen Glei- 
cbungsform der O 3 eine eigenartige Darstellung des Hauptmoduls | 
durcb die drei Xa entspringt; wir gewinnen da ersicbtlich: 


(4) 1-1: 


■x,+x,) (x, + ex, + e^x,)(x, + , 

3 XqX^X^ 


+ 


und konnen von bier aus nacb Einfubrung der endgtiltigen Ausdriicke ( 1 ) 
vermoge eines leicbten Grenztibergangs die friiber scbon auf anderem 
Wege gewonnenen Formeln (7) p. 30 wiedererbalten*). 


Wegen dieser Form el fiir | sebe man das Nahere bei Biancbi 1. c. 
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§ 6. Einfiilirang des singiilaren Coordinatenpolyeders der Xa fiir 
die elliptiseh© Normaleurve beliebiger Ordniing. 

Die Formeln des vorigen Paragrapbeii sollen uns jetzt znr Rictt- 
schnur dienen, um auch bei den hoheren n singulare Coordinaten- 
system© ftir die Normalcarve Cn festzulegen. In zwecbmassiger Ver- 
allgemeinerung reihen wir den neun Punkten (2^ der 0^ anf der 
diejenige einfacb nnendlicbe Scbaar von Systemen zu je Punkten 
dieser letzten Curve an, welcbe durcb die Argument©: 

U = Uo+ 

niit beliebigem^ aber fest gewablten Parameter Uq markiert sind. Im 
Anschluss an Pormel (1) p. 254 denken vrir uns die eben angegebenen 
Argument© u bei stebendem Uq in ein quadratisches Schema ge- 
bracht, in dessen Horizontalreihen gleiche 2 und in dessen Vertical- 
reihen gleiche ft stehen. Indem wir dann die Argument© der einzelnen 
Horizontalreihe als die Residuen fiir n zu bildende ^-Producte ansetzen, 
werden die Residuensummen tibereinstimmend bis auf Vielfache der 

Perioden den Wert (hUq -f- — ^ aufweisen. Immer wollten wir 

aber mit o^-Producten arbeiten, deren Residuensummen ganzzahlige 
Verbindungen der Perioden vorstellen. Dieser Anforderung gmugen 
wir mm in der Weise^ doss wir fiir ungerades n einfach 0, fur 

gerades n aher Uq “ ^ scJireibm, wobei im letzteren Palle fiir 

die Wahl des Uq die Glattung weiterhin auftretender Formeln mit mass- 
geblich war. Indem wir noch statt der kurzeren Schreibweise die 
ausfiihrlichere 6 z ^ benutzen, bei welcher der Teilungsgrad n immer 

n ’ n 

gleich mit in die Bezeichnung der Indices hineingenommen ist, er- 
scheint uns schliesslich die folgende Yerallgemeinerung der Formeln (1) 
des vorigen Paragraphen als eine zweckmassige: 

n — 1 

===== Cg ^ <5*05 fi I ^ ^ ^mod. 2), 

n-^1 

Xa(u) = Ca TJ 1 i{u\ £Di, cog) , n = 0 (mod. 2). 

Die Quotienten dieser fiir allgemeines n definierten n Grbssen Xg 
sind wirklich doppeltperiodische Functionen von u mit den Perioden 
05^, %. Indem wir aber weiter unten nachweisen wollen, dass die 
Xg des einzelnen n ein System von linear-unabhangigen Functionen von 

Klein-rricke, Modnlfuactionen. n. 17 
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£»2 darstelleri; warden wir sie in der That zu einer Coordinateu- 
hestimmung im fiir die Normalcurve On verwerten konnen. Urn 

das Coordinatensystem vollig ansziigestalten^ miissen wir, wie schon 
angedentet^ die Quotienten der von u unabhangigen Grbssen Ca fixieren ; 
es soil das im folgenden Paragrapken gesckelien, wo es sick darum 
kandeln wird, die Collineationsgruppe G 2 n^ der Normalcurve in sick 
mit Hiilfe der Xa analytisck darznstellen. Die absolute Pixierung der 
Ccc, die wir gleichfalls in Aussickt nakmen, leisten wir erst im fol- 
genden Kapitel; welckes die Wirkung der Modulsubstitutionen auf die 
Xa zum Gegenstande der Untersuckung kai Vorab nock eine Reike 
geometriscker Bemerkungen iiber das durck (1) festgelegte Coordi- 
natenpolyeder. 

Die unmittelbarste Analogic zum Falle n = 3 liegt offenbar fiir 
die ungeraden n vor. Hier wird die Normalcurve von den Ebenen 
des Ooordinatenpolyeders in denjenigen Punkten gescknitten, wel- 

cken die Argumente w == ^ - -- zukommen. Sie entsprecken genau 

den neun Wendepunkten der Cg und mbgen als die j,singuldrenf‘ 
Punkte (A, ft) der On benannt werden (die wir natiirlick ebensowokl 
auch bei den Curven On gerader Ordnungen n besitzen). Die geome- 
triscke Bedeutung der singularen Punkte erkellt aus dem Aberscken 
Theorem oder (was kier auf dasselbe kinauskommt) aus dem Hermite- 
scken Saiize, wonack immer n solcke Punkte der On in einer „Ebene^^ 
des Bn—t liegen, fur welcke die n Argumente u in Summa eine ganz- 
zaklige Verbindung der Perioden liefern. JDie singularen Punicte der 
On hestehen demgemdss aus jenen Stellen^ in welchen eine Phene mit der 
Curve n consecutive Punicte gemein hat, d. L die On (n — lyfacJi heruhrt, 

Wie sick bei einem einzelnen Wendedreieck der Gq auf den drei 
Seiten alle neun Wendepunkte fanden, so werden durck die Ebenen 
Xa = 0 im 1 auf der On wieder die gesamten singularen Punkte 
ausgeschnitten. Fur n = 3 gab es nur vier solcke Dreiecke, und die- 
selben waren alle insofern miteinander gleickberecktigt, als sie bei 
Ausubung von Modulsubstitutionen auf die in den Xa enthaltenen 
Argumente Oj, in einander uberfukrbar waren. Hoker kinauf werden 
aber die in dieser Hinsickt vorliegenden Verkaltnisse sekr viel mannig- 
faltiger. Durck je (n — 1) Punkte der On lasst sick eine ,,Ebene^^ des 
Bn^i legen, und waren jene (n — 1) Punkte der On aussckliesslick sin- 
gulare, so wird dies ersicktlick auck vom Scknittpunkt gelten. 
Nun konnte man als allgemeinstes Problem stellen^ dass wir aus 
n Ebenen dieser Art Coordinatenpolyeder aufstellen sollen, wobei dann 
aber jeder singulare Punkt auf einer und nur einer Ebene liegen miisste. 
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So lasst sicli das Problem offenbar aucb fiir gerade n fassen, mid da 
hat sich (wie wir hier Boch nebenbei anfiihren) fiir den nachsten Fall 
^ _ 4 gezeigt, dass die G-esarntzahl mbglicher Tetraeder dieser Art 745 
ist, die non aber beziiglich ihres Verhaltens gegeniiber der Modnl- 
gruppe keineswegs mehr alle mit einander gleichberechtigt sind'*^’). 

Einen noch hoheren Grad der Allgemeinheit wiirden wir erreichen, 
wenn wir auch solche Ebenen zu Anfbau des Coordinatenpolyeders 
zuliessen, die in einzelnen singularen Pankten die Cn beriihren diirften, 
aber auch ubrigens nur singulare Punkte auf der Cn ausschneiden; 
dabei wiirden dann im Gegensatz zum Voraufgehenden nicht mehr alle 
singularen Punkte der On von den Ebenen des einzelnen Polyeders 
ausgeschnitten. Ein solches Coordinaten system liegt z. B. fiir n — ^ 
der bekannten Gleichungsform : 

( 2 ) = 0 

zu Grunde; es sind hier die drei Seiten des Dreiecks solche Wende- 
tangenten der Curve^ deren drei Beriihrungspunkte in einer Geraden 
(namlich in der durch ^ dargestellten) liegen. Die Ver- 

allgemeinerung eines solchen Systems fiir die Cn wird man sofort in 
mannigfal tiger Weise durchfiihren konnen*^). 

Es ist nun an sich ein Problem von grossem Interesse, den weiten 
hier vorliegenden Spielraum der Einzeluntersuchung einer ausfiihrlichen 
Discussion zu unterziehen. Auch fiir die Theorie der irrationalen In- 
varianten der Normalcurven, d. i. fiir die Modulfunctionen hoherer 
Stufen, mochte man auf diesem Wege aufs neue eigenartige Resultate 
erzielen konnen^ indem man z, B. auf die Substitutionscoefficienten Acht 
giebt, die beim Ubergang von einem zum anderen System eintreten^ des 
ferneren auf die Ooeffieienten in den Gleichungen^ welche geeignet sind^ 
die Cn algebraisch darzustellen u. s. w. Gleichwohl werden wir uns doch 
damit begniigen miissen, in (1) ein erstes, und zwar besonders brauch- 
bares Coordinatenpolyeder fixiert zu haben, dem nun vorab allein unsere 
Besprechung gewidmet ist. 

Anschliessend fiigen wir auch noch einige Bemerkungen iiber die 

*) Die 16 „siiigulareii“ Punkte der tragen aucb den Namen der „Wende- 
berubruiigspuDkte“. Die bei ibnen eintretenden Yerbaltnisse sind gerade in dem 
im Teste gemeinten Sinne ausfubrlicb dargestellt in der Leipziger Dissertation 
(1881) von Hrn. Lange ,,tJher die 16 Wendeheruhrungspunkte der Baumcurve 
vierter Ordnung erster Speeies^^ (abgedruckt im 28. Bande der Scblomileb’seben 
Zeitscbriffc). 

*^) Ygi. hierzu die Untersucbung von Hm. Scbdnflies in Bd. 35 der Matb. 
Ann. (1888); es werden dort besondere Confignrationen betracbtet, die sicb in An- 
lebnung an die Normalcarve <7^ definieren lassen. 


17 * 
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fiir gerades n gegebene Formel ( 1 ) hinzu. Hier sind es gar nicht die 
singularen Punkte der Gn, welche wir durch die Ebenen des Coordi- 
natenpolyeders ausscbneiden*, vielmehr treten an ibre Stelle diejenigen 
Punkte der On, deren Argumente aus denjenigen der singularen 

Punkte jeweils durck Zufiigung des Teiles ^ der Periode ent- 

springen. Dass man aber durck diese Abanderung des bei ungeradem 
n befolgten Gedankengangs fur die geraden n den denkbar besten An- 
schluss an die bei ungeraden Ordnungen n entstekenden Eesultate ge- 
winnt, wurde allererst yon Hrn. Hurwitz in einer nock bfter zu 
nennenden Arbeit durckgefukrt*). 

Sollen wir einen Augenblick beim Palle n — 4: verweilen^ so 
kniipfen wir daran die folgende geometriscke Uberlegung: Eln ein- 
zelner singularer Punkt der C 4 kabe das Argument wir zieken von 
ikm aus die zwolf Transversalen der C 4 nack denjenigen singularen 
Punkten, deren Argumente von Uq um keinen der vier Betrage 

A ^1 

^2^2^ 2 

versckieden sind. Insgesamt entspringen so 96 Transversalen, die 
wir zu Tragern von ebensovielen Ebenenbiisckeln macken. Jedes der- 
selben entkalt vier Tangentialebenen, und die 4*96 Beriikrungspunkte 
coincidieren zu je ackt in 48 Punkte der welcke die „eigentlicken^^ 
Periodenacktel zu Argumenten u kaben. Die fraglicken 48 Punkte zer- 
legen sick nun in drei Systeme zu je seckzekn Punkten, und die Argu- 
mente des einzelnen Systems entsteken aus denen der singularen Punkte 

einfack durck Zufiigung der Betrage ^ bez. ~ ^ , YVie wir 

o o o 

sckon allgemein bemerkten^ liegt das zweite von diesen Systemen dem 
Coordinatenpolyeder ( 1 ) zu Grunde^ und man kbnnte hier kockstens 
nock fragen, warum nicht das erste oder dritte jener dock coordiniert 
stekenden Punktsysteme zur Verwendung kam. Man iiberblickt aber 
sofort, dass wir zum ersten System gefukrt waren, wofern wir von 
^-Producten der Bauart o^o, « ^ 1 , a ^ 2 , « . . * ausgegangen waren, zum dritten 
endlick bei Verwendung von Producten der Art ^cc-\- 2,2 - - 

Die solckergestalt bei Einfiihrung der Xa begangene Unsymmetrie 
wird aber spater durck Ausubung der Modulsubstitutionen auf die Xa 
von selbst zum Portfall kommen; eben diese Operationen werden nam- 
lick den Ubergang vom Coordinatenpolyeder ( 1 ) zu jenen gleichbe- 
rechtigten vermitteln, 

*) Man sehe Math. Ann. Bd. 27 p. 18S Tiber endUehe Gruppm linearer Suh-^ 
sUtutionm^ welche in der Theorie der elUptischen Transcendenten auftreten^^ (1885). 
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Wir unfcerlassenj die gleiclien Ausfiihrungen nocli besonders filr 
beliebiges gerades n zu wiederbolen^ da sie sicb in der That anfs 
leichteste libertragen lassen. Ubrigens ist es bei dieser SaeHage eine 
nicM vollig folgerechte Bezeichnungsweise; wenn wir nicht nur fur 
ungerade, sondern auch bei den geraden n von einem durch (1) fixierten 
singularen Coordinatenpolyeder sprechen; jedoch wollen wir diese Aiis- 
dracksweise der Grleichniassigkeit zuliebe ungeandert beibehalten. 


§ 7. Vorlanfige Kormierang der Xa- Ansdruck der Collineations- 
gruppe durcb die Xa» 


Unsere nachste Aufgabe ist^ die Quotienten der von u unabhangigeii 
Grossen Ca in (1) § 6 zu bestimmen; und wir leisten dieselbe gleich 
im Verein mit der Darstellimg der der Collineationen der Curve 
Gn in sich. Es ist zweckmassig, hierbei von einer neuen Ausdrucks- 
weise der X^ auszugeben, derjenigen namlieh, welche wir fur ^ = 3 
in der Pormel (2) p. 265 angaben. Wir zieben, um diese Pormei zu 
verallgemeinern, zuvorderst die beiden Pormeln (1) des vorigen Para- 
grapben in die eine zusammen: 


( 1 ) 


Xctit^ — Oa ^ I ^19 ^ 2 ) 7 


^i=0 


in welcber wir 

(2) a = 0 Oder = — 

A 


gesetzt denken, je nacbdem n ungerade oder gerade ist, Des weiteren 
nierken wir uns sogleieh fur die durchzufiibrenden Rechnungen, welcbe 
Veranderung die bei Vermebrung des u um Perioden erfabren. 

Der Quotient von Xa (u) und der Potenz der urspriinglicben 
(^-Function ist periodiscb um ©i, (o^ (man vgl. aucb die Formeln (2), 
(3) in I p. 158); und ebendesbalb wird Xa^u) sicb bei Yermebrung 
des um Perioden ebenso verbalten wie woriiber man I p. 166 

(9) nacbsehe: 

(3) Xa (u + C02) 

/ 1 n / , miCOi-{-7n^w»\ 

=1 ^ Q \ 2 ^•Xu(u). 

Weiter sind die Nullpunkte von Xa(u) in dem zu toj; ge- 
bbrenden Periodenparallelogramm der t^-Ebene an den Stellen 

(4) M== (^ + f) = w— 1 

gelegen. Eben dieselben Nullpunkte weist aber aucb die durcb Trans- 
formation Ordnung entspringende Function: 
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(6) (“ I ?) 

n ’ 

auf; und da Unstetigkeitspunkte im Periodenparallelogramm weder bei 
ibr noch bei Xa auftreten, so ist der Quotient von (1) und (5) in Ab- 
bangigkeit von u eine Exponentialgrosse. So gewinnen wir allgemein 
den schon bei n = ^ formulierten Ansatz: 

(6) {u) = a. I ?) • 

Wie vs^ir scbon damals andeuteten, haben wir G(u') jetzt so zu be- 
stimmen, dass die recbte Seite von (6) bei Vermehrung des um 
Perioden das durch (3) gekennzeicbnete Verbalten zeigt, eine Bestim- 
mung des G, die sicb bis auf eine additive Constante nur in einer 
einzigen Weise treffen lasst. Das Verbalten des auf der recbten Seite 
von (6) entbaltenen o^-Pactors berecbnet man obne Mtibe aus den be- 
ziiglicben friiberen Pormeln; uni die Bezeicbnungsweisen auseinander 
zu balten, benenne man dabei notigenfalls die transformierten Perioden 

^ besonders als ^^id bezeicbne die ibnen zugeborigen und 

mit ibnen cogredienten Perioden des Integrals zweiter Gattung ent- 
sprechend durcb Indem wir einerseits um sodann um 

g >2 vermebren, erhalten wir als die beiden von G(ii) zu fordernden 
Bedingungen nacb kurzer Zwiscbenrecbnung: 

G (u + roj — (x (m) = (w + (nijj — rj^), 

G{u-jr B)^) — G (m) == (tt + (nrj^ — n%). 

Zufolge der Legendre’schen Relation fiir die transformierten Perioden 
bestebt 

( 8 ) n — ^^1 _ nfg — 

^ ' 2 ( 0 ^ 2 00 ^ 

identiscli, und wir wollen den gemeinsamen Wert der rechten und 
linken Seite Ton (8) in einer auch sonst*) gebraucklichen Bezeich- 
nungsweise durcli benennen. Daraufhin nebmen die Pormeln (7) 
die neue Gestalt an: 

G (ti -J- Oj) — G (m) = — (tj • (2Ma)j^ + 

G(u (O 2 ) — G(u) == — Gi-(2u(a^ + 
und man sieht, dass dem Exponenten in (6) einfacb die Bedeutung 
— G^-u^ zukommt. Als neue Darstellung der Xa gewinnt man so: 

*) Man seEe z. B. die Dissertation von Felix Muller, De tramformatione 
ftmctionum eUipUcorrum, Berlin 1867. 
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(9) I Oj, e)2)=aae -®»- (m | Oi, 

h «, S \ fbJ 

ll 

Oder auch ausfulirlich tmkr Pdlchgang auf die ursj^rilngliclie 6 -Function 
selbst: 


( 10 ) Xcc(u) = aa'e 




'C£-\-Bn 







(x-\-sn 

n 


G)l 


SC02 

n 


CO 


17 



Wir denken ubrigens durcli diese Formel die ziigleich fiir solclie 
ganzzalilige a definiert, die nicht im Inter vail 0, 1^ n — 1 ge- 
legen sind. 

Urn jetzt die Veranderung der Xa gegeniiber den Operationen 

' I I Xco^ LbCOo 

u = -h u 

— • * n 


in Erfabrung zu bringen, bemerke man erstlich, dass Xa (^u + 

offenbar die namlicben Nullstellen im Periodenparallelogramm aufweist; 
wie Xa^i (w). Der Quotient beider Punctionen wird also als Function 
von u eine Exponentialgrosse sein^ und wir gewinnen von (10) aus 
nacb kurzer Zwiscbenrecbnung als Ausdruck derselben: 


a 


a 



• e 



Hier erscheint es im Sinllich auf weiter folgende Formeln ^wechmssig^ 
liber die Quotienten der Ua folgende endgultige Festsetmng m treffm: 


( 11 ) 


= (— 1)“« 





wobei X eine von u unabhdngige Function der Ferioden bedeutet, deren 
Bestimmung Gegenstand einer spdteren Untersuchung ist Nacb dieser 
Pestsetzung erbalten wir als die gesucbte Veranderung des Xa bei 

Ausftihrung der Operation u = u + ^ : 


( 12 ) 


x.(«+^) = (- ly 






Des weiteren bat Xa (ti + offenbar dieselben Nullpunkte wie 

Xa (u), so dass wiederum der Quotient dieser beiden Grossen eine Ex- 
ponentialfimction von u ist. Die Einzelrecbnung weicbt kaum wesent- 
licb von der soeben durcbgefiibrten ab und ergiebt das Eesultat: 


2i7tC£ 
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Dureh WiederLolung dieser Formel entspringt die etwas allgemeinere: 


(13) = 


2iTe / , /ua'z\ 

Lia ija I M + -r — I 

lyn, » ' e V 


Besonders einfacli erledigt sich eodlich. die Operation 11 = — w; 
Xa{—^i) bat die Nnllstellen mit gemeinsam, nnd der Quo- 

tient beider Function en ist sogar constant, namlicb gleicb ( — 1)”. 

Wir stellen die Eesultate, wie sie aus den berecbneten Formeln 
fast unmittelbar entspringen, tabellarisch zusammen nnd numerieren 
die mitzuteilenden Gleichungen besonders, urn sie weiterbin leicbt 
citieren zu konnen: 


(I) Xa -p ji (w) — Xa (m) , 

(II) (- u) = (- I)™ Xn -u(u), 

(ni) 

= (_l)«(^+/Oe - e \ 2, J x,-,(u), 

(IV) («) == (- 1)- Xo (m - • 


Die erste dieser Formeln entspringt aus dem Vergleich von (3) und 
(12); wenn wir einerseits m^ = — 1, und andrerseits A = — n 

setzen. Die dritte Formel ist das Resultat der Combination von (13) 
und (12); und endlich folgt die letzte aus (12), wenn wir dort erstlich 
cc == Oj sodann aber A = — a scbreiben. 

Die Collineationsgru] 0 ]pe Gr%n^ der Normalmrve Gn in sich lasst sicb 
daraufhin aus den folgenden drei Operationen erzeugen: 

2i^a 

(14) TC-^ * 'X-a = Xn — a y Xa-\- 1 j ' Xa == C Xa' 

Hierbei sind die % drei ProportionalitatsfactoreU; und die 

unteren Indices der X diirfen zufolge (I) beliebig modulo n reduciert 
werden. 

JeM gelingt mich leicht nachtrdglich der Beweis, dass die n Grossen 
Xa(w) unmoglich undbhdngig von u einer linearen Idmtifdt: 

(15) <?0-^0 W “f" W 4“ • • • -[- Cn^lXn^i (u) = 0 

mit nicht durchgehends verschwindenden Coeffidenten c genilgen konnen, 

Bestande namlieh eine Identitat (15), so wtirde dieselbe auch ricbtig 
bleiben, wenn wir auf die X irgend eine der Operationen (14) aus- 
uben. Man wende nun (n — X) Male die zweite Substitution (14) an. 
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wo Jl irgend eine gauze Zalil aus dem Intervall 1, 2, n ist, und 
erhalt : 

(16) CzXq + + CA4-2^2 + • * • = 0. 

TJbt man auf diese Gleichung nach einander (n — 1) Male die dritte 
Operation (14) ans und addiert alle (n — 1) entspringenden Gleichungen 
zu (16) hinzu, so kommt offenbar die Identitat nczXQ(u) == 0, was 
cx== 0 erfordert. In (15) sind also notwendig alle Coefficienten mit 
Null identiscb. 


8. ReihLenentwicklungen fiir die Functionen Xa(u | cog) 
bei beliebigem n. 


Zur Vorbereitung fiir spater anzustellende Recbnungen schliessen 
wir an dieFormel (9) des vorigen Paragraphen analytische Darstellungen 
der Punctionen Xcc(u [ cog) in Gestalt von Potenzreihen und fuhren 
zu dem Ende in der soeben citierten Formel zunachst die Functionen ^ 
ein. Indem wir die ungeraden n von den geraden sondern und mit 
den ersteren beginnen, schreiben wir uns die erste Formel (4) in 

I p. 161 fiir die transformierten Perioden co., — auf: 



wobei wir die weiterhin noch oft vorkommende Bezeicbnung A durcli 

( 2 ) A(oji, (D^) = A {oi, 


erklaren. Bei der Bedeutung von kommt jetzt erstlich fiir XqI 


( 3 ) 


Xg(U I OJl, © 2 ) = X 



Die Formel (IV) fiihrt von hier aus zu einer entsprechenden DarsteUung 
der ubrigen Xa, wobei wir auch die Bezeicbnung s von I p. 156 wieder 
aufnebmen; 


(4) Xa(u\ (Oi, (o.^) = (—iyx 







Die in I p. 160 fiir die ■9'i-Function gegebene Reibenentwicklung 
scbreibt sicb unter Gebrauch der Bezeicbnungen e und r in 
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( 5 ) 




(2 772 + 1)2 2772 + 1 

8 2 
r 0 


um. Setzen wir diese Entwicklung in (4) ein, so kommt nach kiirzer 
Zwisclienrechnung als Beihendarstellung der Xa(^t | g)^, Falle 

ernes ungeraden n: 


(6) Fa I j 0)2) 


(— 1)« X e' 






■2 


((2772+1)72 — 2a)~ (2/72 + 1) 72 — 2 a 

r ^ ^ . 


Fiir die geraden n knupfen wir in entsprecliender Weise an die 
vierte unter den Formeln (4) I p. 161, welclie fiir die transformierten 
Perioden die Gestalt annimmt: 




5iTt 

/ , coA -r e _ (niiit \ 


Fiir Xq kommt nun einfach: 


( 8 ) 


,2Wa 


'V r \ \ ^ ^ a. ('Yl'YbTt \ 

X^ {^li = — 7= n 


V-^vt 

Y 2n7t ^ ^ 

und von da aus vermoge (IV) allgemein: 

~ 2n <v /nu — aoo. \ 

0-oc ^ ^ 1 . 


72% 


(9) Xa{u 1 COi, ( 02 ) = 


Benutzt man endlich. fur ^3 die Reihenentwicklung: 

00 772^ 

( 10 ) = 

^ 772= — QO 

SO entspringen fiir die Xa im Falle ernes geraden n die Darstellungen: 


(11) Xa{u I ejj, m.f) = K- 


^2 to. 


(?72 72 — a)^ 

• '^r 


“2 J5/= 

^ 772 = — 00 


Man wird kier zugleick den Grand bemerkt kaben, warum in Formel 
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(11) des vorigen Paragraph en rechter Hand der Factor e ^ auf* 
genommen wurde^). 

Auch Potenzentwicklungen nach ii werden wir fiir die X.a mehr- 
fach zu gebrauclien haben. Wir schreiben dieselben allgemein in der 
folgenden, weiterhin immer wieder zu benutzenden Gestalt: 

/ION -XT / \ r I . 

(12) Xo: + 2/a * ^ 4” ^ 4“ * ' ' 

und haben in den hier auftretenden Coefficienten Va etc. Functionen 
der Perioden allein, deren nahere Untersuchung eine unserer Haupt- 
aufgaben sein wird. Einige Bemerkungen fiber dieselben entspringen 
aus der Pormel (II) § 1, nach welcher mit ( — ly 

identisch ist. In der That folgen fur ungerade n die Identitaten: 

(13) Pn — Lt 2/a; Xn^a Wn — « == Wa etC. 

und also insbesondere: 

(14) 0Q = Oj Xq=Q, Vq=0 etc., 
wogegen wir fiir gerade n die folgenden Identitaten gewinnen: 

(15) 0n — a ' — ^ 2/w^ — 2/a; — a JT® ctc., 

sowie daraus im speciellen 

(16) 2/o =0; yn = 0, Wo = 0; w« = 0 etc., 

2 2 

Gleichungen, auf die wir noch haufig zuriickkommen werden. 


§ 9. AufstellTing der ^ — linear-tmabhangigen, zwischen den 
allgemeinen Xa bestehenden quadratischen Kelationen. 
Bereits in § 2 des gegenwartigen Kapitels (p. 245) haben wir 
^ f j linear-unabhangigen Flachen zweiten Grades im Eaume 

a 

Rn-^i gehandelt, welche ausreichend waren, die Normalcurve Ord- 
nung Cn rein darzustellen. Unter Zugrundelegung des singularen Co- 
ordinatensystems der Xa konnen wir leicht die Gleichungen dieser 
Flachen angeben, indem wir an die wohlbekannte e'-Eelation: 


Hatten wir ubrigens an Stelle des bei geraden n wirklicb zur Verwendiing 
gebraehten <y-Productes (1) p. 257 eines der beiden p. 260 erwEbnten Producte 
gebraucht, so ware kier an Stelle der Punction entweder -9’^ oder anf- 
getreten. 
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— %) ^0*3 + “i) ^(«8 — Wd) 

+ 0 (tfi + Kg) (tfi — Mg) <? (Mi + Mg) ^ («% — Mg) 

+ ^ (“l + «4) ^ («1 W4) (*% + %) ^ (“2 — Mg) = 0 

aiikuQpfen 

Man denke sicli diese Formel (1) fiir die transformierten Perioden 


CO| 


gebildet und setze fiir die Argumente iii die nachfolgenden 


speciellen Werte ein: 

( 2 ) 




JL. 

1 2 ‘ 2w/^ 


£ in der Becleutung des vorletzten Paragraphen (cf. Formel (2) da- 
selbst) gebraucht. Durch Zusatz gewisser Exponentialfactoren fuhre 
man demnachst an Stelle der einfaclien (T-Functionen die bez. die 
Xa ein; nnd es trifft sicb, dass die drei Glieder der Relation (1) gerade 
libereinstimmend den namlicben Zusatzfactor erfordern. Indem wir 
iibrigens von der abkilrzenden Schreibweise: 

(3) 


Og) == 0;,f 


Gebrauch maeben, entspringt durch die gekennzeichnete Umformung 
aus (1) die gewiinscbte Relation zwischen den Xa in der allgemeinen 
Gestalt: 

n ’ » ’ n ^ n ' 

— ^ ^as—ccz ^ = 0 , 

Falls eine ungerade Zahl ist, wird da mit ( — iyXa(0) d. i. im 

n ’ 

Sinne von (12) § 8 mit ( — ly^a proportional; hier konnen wir also 

(4) noch in die Gestalt umscbreiben: 

(5) Xaj^^a^Xcxj^^a^ * — cii^^a^r-ccz “f" + + 

~|- Xaj^^a^Xa^-{~cc3 * % ^cca — ora ~ 0. 

Dies sind nun die qicadratischen Belationm mischen den Xa, soweit sie 
sicli unmiUelbar aus (1) ergeben. 

Wir haben nun zu untersuchen, wie viele linear -unabbangige Re- 
lationen in der allgemeinen Gestalt (4) entbalten sind. Die Summe 
$ ^ cc p der in (4) enthaltenen quadratiscben Verbindungen XaX^ 
ist fiir alle drei Glieder der in Rede stehenden Gleicbung die namlicbe. 


'*) Man sebe Schwarz, Fomeln und LehrsdUe sum Gebrauche der elUpti- 
sehm Functionm (Artikel 38) so wie Weierstrass in den Berliner Bericbten 
YOn 1882. 
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In der That werden ja auch infolge der dritten Operation (14) p. 264 
in der einzelnen quadratischen Relation immer nur Glieder mit gleicheni 
s enthalten sein, wie auch auf der anderen Seite eiiie einzelne unserer 
Relationen als lineare Combination jedenfalls nur solcher Relationen 
darstellbar ist, die alle das namliehe 5 wie jene haben. Die quadrati- 
schen Verbindungen der X von gegebenem s sind nun 


und deren Anzahl ist, sofern wir n vorerst als eine migerade Zahl an- 
nehmen, offenbar — . Da lassen sich vermoge (4) durch die beiden 


ersten Verbindungen alle 


iibrigen in der Gestalt: 


( 6 ) XiXs^i = aiXQXs “{“ 

darstellen; in der That wahle man zu diesem Zwecke die at den Con- 
gruenzen : 

(7) 2^1=1 + ^ — s, a^— — %=— 'CCi + l; 0 : 4 = — + (mod.7^) 


gemass. Fiir stehendes s erhalten wir solcherweise - - - offenbar linear- 
unabhangige Relationen, und also den verschiedenen Werten s ent- 
sprechend deren im ganzen • 

Bei geradem n haben wir zu unterscheiden, ob s ungerade oder 
gerade ist. Im ersteren Falle haben wir die verschiedenen Ver- 
bindungen XqXs^ XgXs— 2 ; Xn_ 2 Xf— n-F 2 ; nnd wir driicken auf 

Grand von (4) und (7) in Xs-^iX^ die iibrigen Ver- 

bindungen in der Gestalt (6) aus, was den ~ Werten s entsprechend 
linear-unabhangige Relationen giebt. Bei geradem s wenden 

wir fiir die ungeraden i die bisherige Wahl (7) wieder an; fiir die 
geraden Werte von i aber setzen wir: 

( 8 ) 2 (^i= 2 +i— 5, ^2=— (mod.nl 
und lassen an Stelle von (6) Relationen der Gestalt: 

(9) X,Xs^i = + diX^X,^2 

I ^ 

aus (4) entspringen. Da man aber fur die geraden s leicht je 
verschiedene quadratische Verbindungen XeX«— « abzahlt, so haben wir 
fur « = s = 0 (mod. 2) insgesamt ” linear-unabhangige quadra- 
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tische Relationen in (4) nachgewiesen; deren Gesarntzahl fiir gerades 
n ist also; 

n(n — 4) , n{n ~ 2) n{n — 3) 

_ [ _ _ 

Wir liaben somit als Resultat unserer letzten Uberlegungen: Das voile 
System der quadratiscJien Relationen swisclien den Xa ist durcJi die imter- 
schiedenen Formeln (4) le^. (5) gegebeoi"^). 


§ 10. DeTitung von Problemen ans der Teilnngs- nnd Trans- 
formationstheorie vermittelst der Normalonrven. 

Im Voratifgelienden sind die Grundlagen der Theorie der ellipti- 
schen Normalcurven insoweit entwickelt, als wir dieselben weiterhin 
fiir die Zwecke der Modulfunetionen brauchen werden. Ehe wir in- 
dessen diese letzteren Zwecke weiter verfolgen, verweilen wir noch 
einen Aiigenblick bei einigen Problemen der Teilungs- nnd Trans- 
formationstheorie^ welche mit Hiilfe der elliptischen Normalcurven Cn cine 
zwanglose geometrische Interpretation finden. Man konnte uberhaupt 
den Yersuch machen^ auf Grundlage der Normalcurve Ordnung 
eine planmassige Darstellung der Theorie der doppeltperiodischen 
Function en zu entwerfeii"^-*), wo wir dann freilich nur erst in den nieder- 
sten Fallen n das Material in etwas ausgedehnterer Weise explicite 
durchgebildet finden wiirden Inzwischen ziehen wir die Grenze fiir 
unsere Betrachtung sehr viel enger, indem wir nur die Bedeutung der 
oben besprochenen beiden Arten der Coordinatensysteme der Cn fiir 

*) Fur n = h sind die quadratiscben Relationen des Textes von Hrn. Bianchi 
in der melirfacb genannten Arbeit (Math. Ann. Bd. 17) auf directerem analytiscli- 
geometrisclien Wege abgeleitet. Eben diese Relationen fur n — h sind tibrigens auch 
von H alp hen behandelt worden; man sehe dessen Abhandlung ,ySur la reduction 
des equations differ entielles lineaires aux formes integrahles^^j in der uberhaupt die 
fur ungerade ^ aufbreten (Bd. 18 p. 289 der ,,Memoires presentes d V Aca- 
demic des Sciences de Paris‘% 1883). 

Man vgl. namentlich die Tendenz des schon mehrfach genannten Auf- 
satzes von Klein, Uher unendlich viele Normalformen des ellijpUsclien Integrals 
erster Stufe, Berichte der Miinchener Akad. vom Juli 1880, abgedr. Annalen Bd. 17. 

Fiir w =5 3 entsprechen der im Teste ausgesprochenen Idee ganz be- 
sonders die Entwicklnngen von Hrn. Pick, Zur Theorie der elliptischen Functionen^ 
Math. Ann. Bd. 28 (1886). Es werden dort die elliptischen Functionen als Co- 
mrianten zweier Panlte der Normal betrachtet und speciell fiir p{u), p' {u) 
dementsprechende Darstellungen explicite angegeben. Hieran reihen sich Unter- 
Buchungen fiir m = 4, die Halphen im zweiten Bande seines oft genannten 
Werkes, sowie Hr. Pick in den Wiener Berichten von 1888 gegeben haben. Vgl. 
hbrigens das Citat in I p. 2. 
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gewisse Pragen der Teiluugs- und Transformationstlieorie aufweisen 
wollen. 

Vor alien Dingen stelit das Jcanonische Coordinatensystem der Cn in 
engster Beziehung zur Teihmg Ordnung erstm' Stiife, wie wir sie 
im Kap. 1 des vorigen Absclinitts fassten. Wir werden dabei angeleitet, 
nicbt nur p(u) iind p'(u)y sondern siinultan immer gleicb alle (w — 1 ) 
Grossen p{u), p'(u), p"{u)j die wir zn Coordinateii der 0^ setzten, 
der Teilung Ordnung zu unterwerfen; es hat dieser Umstand seine 
wichtigen, sogleich noch hervortretenden Folgen. Handelt es sich jetzt 
uni das allgemeine Teilungsproblem, so sind bei demselben die Coor- 
dinaten irgend eines Curvenpunktes mit dem transcendenten Argumente 
ii gegeben, und wir haben die Aufgabe, von hier aus die Coordinaten der 
CurvenpunMe mit den Argumenten 

( 1 ) zi — 

m herechnen. Hier ist denn die gleichzeitige Betrachtung aller (n—1) 
Grossen p(u)j p'(u)f p"(u)j ... besonders vorteilhaft; es entspringen 
namlieh die Punkte (1) aus einem unter ihnen dureh die in der 
Collineationsgruppe G 2 n?i entbaltene Untergruppe Gn^. Dementsprechend 
kbnnen wir alle Losungssysteme des allgemeinen Teilungsproblems 
in einem unter ihnen linear darstellen, wobei freilich neben g^ und g^ 
auch noch die speciellen Teilwerte px^fn? p'x, fi adjungiert zu denken 
sind. Zu diesen letzteren und damit zum speciellen Teilungsprdblem 
Ord^iimg gelangen wir durch die Substitution w = 0 ; dieses Problem 
kleidet sich jetzt sofort in die Aufgabe, die Coordinaten der singii- 
Idren FimJcte im Ttanonischen Systmn anmgebem Die specielle Drei- 
teilung kommt also auf die Bestimmung der 9 Wendepuukte der in 
kanonischer Gestalt gegebenen Cg hinaus*), die specielle Vierteilung 
aber auf die Bestimmung der 16 Wendeberiihrungspunkte der ent- 
sprechend gegebenen Raumcurve vierter Ordnung Yom Geschlechte 1. 

Eine ahnliche Analogic besteht weiter zwischen dem Transform 
mationsproMem Ordnung und der Aufsuchung der singuldrm Coor- 
dinatensysteme der Cn* Es zeigte sich oben, dass es insgesamt vier unter- 
schiedene Wendedreiecke der O 3 giebt; dieselben fanden wir in § 5 
den vier gleichberechtigten Oongruenzgruppen r 4 der dritten Stufe in 
dem damals erorterten Sinne eindeutig zugeordnet. Aus den Formeln 


Wenn die O 3 nicbt in kanonischer Form, sondern in ganz beliebiger Ge- 
stalt gegeben wird, so entspricht die Aufsuchnng der Wendepnnkte dem allge- 
meinen Teilungsprobleme, vgl. Clebsch-Lindemann, Vorles. uher Geonietrie I, 
5. Abteilung. 
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des naelisten Kapitels folgt aber ganz allgemein^ dass das singuldre 
Coordinatmpolyeder der On, wie wir dasselbe -fixierten^ eines 1st %mter ^ j) 
gleicliberecMigten, welche dann wieder den Griippen der 

Stufe mgeordnet sind. Das sind nun gerade die Untergruppen^ welche 
der Transformation Ordnung zu Grunde liegen; und also werden 
wir sagen konnen: Der Ubergang vom lianonischen Coordinatensystem 
{d, i. dem System erster Stufe) m einem einselnen singuldren Dolyeder liefert 
ein Bild fur die Auffndnng einer eimelnen Wurzel einer Transformations- 
gleichung. Bei diesem Satze wird das Polyeder als Gauzes gedaeht; 
spalten wir dasselbe in seine einzelnen Ebenen, so entspricht dem^ be- 
haupten wir, eine vollstdndige Auflbsimg der Transformationsgleichung. Es 
beruht dies auf dem Umstande, den wir bald kennen lernen werden, 
dass sick die verschiedenen gleichberechtigten Systeme der die es 
bei der Normalcurve giebt, aus einem derselben linear mit numerischen 
Coeffcienten berechnen lassen. Von der anderen Seite gesehen liegt in 
diesen linearen Formeln ein neuer Ansatz zur Behandlung des Trans- 
formationsproblems selbst, und es verlohnte sick wokl um so mekr, 
demselben gelegentlick nackzugeken, als dabei eine Beike auf das Trans- 
formation sproblem beziiglicher Entwicklungen Jacobies, die sonst 
isoliert zu steken scheinen^ in ein allgemeines Beziekungssystem ein- 
geordnet werden. Wir kommen hierauf im nacksten Kapitel gelegent- 
lick zuriick. 



Zweites Kapitel. 

Die GrosseH Xa feetraclitet als Functioneii der PeriodeB co^, m.,, 

Unserem eigentliclien Zwecke, namlicli Beitrage zur Theorie der 
Congruenzmocluln zu gewinnen, soli jetzt dadurcli explicite Reclinuag 
getragen werden, dass wir die im vorigen Kapitel eingefulirten Grossen 
in ihrer Abliangigkeit von den Argumenten c ?2 in Betracht zielien. 
Dabei erledigen sicli diejenigen Functionen obne weiteres, welclie 
beim Aufbau des Icanonischen Coordinatensystems fur die Normalcnrve 
On Verwendung fanden; sie bleiben als Grossen der ersten Sfcufe bei 
der Ausiibung irgend welcber Modulsubstitutionen direct unverandert. 
Ganz anders verbalten sicb die Grossen anf welcbe wir das sin- 
gulare Coordinatensystem grdndeten; bei n = 8 fiihrten dieselben un- 
mittelbar zur dritten Stufe bin, nnd wir werden ganz allgemein fiir 
beliebiges n zu analogen Resultaten gelangen, wie wir scbon ini 
vorigen Kapitel gelegentlicb andeuteten. Hierbei ist es vor allem er- 
forderlicb, den in den bisherigen Definitionsformeln der nocb un- 
bestimmt gelassenen Factor % endgiiltig zu fixieren; und indem wir 
dies am Beginn des gegenwartigen Kapitels erstlicb fCir ungerade n nnd 
sodann fiir gerade in eigenartiger Weise leisten, erzielen wir dadurcli 
fiir die spaterbin festzustellende Wirkung der Modulsubstitution T auf 
die Xa besonders einfacbe Resultate. 

Die Mebrzabl der anzustellenden Betracbtungen bat fiir die Tbeorie 
der elliptiscben Normalcurven ibren geometriscben Sinn. Scbon bei 
n — ^ fanden wir, dass die Ausiibung gewisser Modulsubstitutionen 
den tibergang von einem ersten singularen Coordinatensystem zu den 
iibrigen, mit jenem gleicbberecbtigten bedeutete. Man wird bei be- 
liebigen n analoge Verhaltnisse antreffen; aber wabrend dieselben fiir 
= 3 Yon der rein geometriscben Seite ber direct iibersebbar waren, 
werden wir auf eine abnliebe Deductionsweise bei allgemeinem n wegen 
der Yielseitigkeit der uns entgegentretenden geometriscben Yerhalt- 
iiisse von vornberein verzicbten mussen. Es scbien dieserbalb iditlicb, 

IvlciiL-IFricIco, Modulfanctionen. II. IS 
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von einer Einfiihrung der vorzunelimenden Untersucliungen nnter einem 
der Theorie der elliptisclien Normalcurven entlelmten geometrisclien 
Bilde ganz abzusehen (vgl. indes weiter unten § 9). 


§ 1. EndgiiLtige Auswahl und Barstellungen fiir den Znsatzfactor ^ 
der X.a(u I CO2) boa Falle eines nngeraden n. 

In § 7 des vorigen Kapitels waren die Xa der einzelnen Ordnung n 
erst bis auf einen gemeinsamen von u nnabbangigen Factor % bestimmt; 
den wir nunmebr im Falle eines wigQTdd&vh vh als Function der Perioden 
in der folgenden Weise festlegen wollen*): 

(1) 


Auf Grund beziiglicber fruberer Satze erkennt man vermoge der zweiten 
Gestalt des % in dieser Grosse eine eindeutige Modulform; ibre Di- 
mension ist ^{n — 1); und sie wird zufolge der in (2) p. 265 ange- 

gebenen Bedeutung von A der Stufe entweder absolut oder ad- 
jungiert zugeboren. 

Um Tiber den letzteren Puiikt sogleicb naber zu entscbeiden, Tvollen 
wir jene Formelsysteme verallgemeinern, welcbe uns oben (p. 68) 
den Zusammenbang der Grosse (1) mit den Teilwerten der p'- und 
der (?- Function im Falle einer Primzablstufe angaben. An Stelle der 
damaligen functionentbeoretiscben Scblussweise ist es zwectmassig bier 
eine analytiscbe Ableitung treten zu lassen, und wir knupfen zu diesem 
Ende etwa an die von (8) p. 28 ber bekannte Formel: 


( 2 ) 


< 5 ^ 0 , fx — 


■ ~ sin 

31 ? 


n 


00 



_ A 

1 / 


Wir betonen dabei ausdriicklicb, dass der Teilungsgrad fiir die in 
diesem und den beiden folgenden Paragrapben eintretenden Teilwerte 
die beliebige ungerade Zabl n sein soil, und braucben im ubrigen a 
bis auf weiteres in der Bedeutung der Einbeitswurzel: 

2 » 7^ 

(3) e = e ” , 

da in der That die im vorigen Kapitel unter (2) p. 261 erklarte Bezeicb- 
nung a weiterbin nicbt mebr zur Verwendung kommt. Man bilde jetzt 

die Formel (2) fur die Zablwerte ft = 1, 2, • . und multipli- 


Cf. Klein, „Kormalcurven“ p. 34 u. f. 
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ciere die Gleidiungen mit einander. Dabei fassen sich die recbts 

auftretenden Factoren in leiclit ersicbtliclier Weise zusammenj und 
man gewinnt die Gleichung: 


(4) 






* y«“l 


Was Her auf der recbten Seite steht, ist zufolge I p. 154 (1) nichts 


anderes als die eindeutige Modulform: 

2 4 /-= 24 /•=• 


2 4/— 24/— 

V^.=Vi-i'vsi 


« — 1 
2 


und also kommt (unter c in (4) und (5) eine numerische Constante 
Yerstanden) die Identitat: 


n — 1 


(5) 


^=1 


Die Her recHs auftretende Modulform soil nimmelir dadurcb eindeutig 
fixiert werden, dass wir fur dieselbe bei m — ioo den N*aberungswert 

(^) ‘ positiv gerecbneter Wurzel y~n vorscbreiben^ worauf 

man die numeriscbe Constante ersicbtlich aus der Gleichung 

n — 1 




bestimmen wird. Das Quadrat des links auftretenden Productes bat, wie 
man leicbt aus der zu n gehorenden Kreisteilungsgleicbung abliest, den 
Wert dieses Product selbst wird also, insofern es nur aus posi- 


n — 1 


tiyen Gliedern bestebt, den Wert j/n : 2 ^ baben. Solcberweise er- 
giebt sicb als Bedehung der e-Teilwerte m der dritten WurM 'am der 
in (1) gegehenen Modulform: 


( 6 ) 


2 4 /— ^ — ^ 2 

^ ^==1 


Diese Formel findet sicb zuerst bei Kiepert, Zur Transformationstheorie 
der elliptischefi Functionen, Crelle’s Journal Bd, 87 p. 199 u. f, (1879), 

18-^ 
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ADclererseits liaben wir wicbtige Bezieliuugen der Grosse (1) zu 
den Teilwerten you p(u) und p (u), welche Avir aber niclit direct, son- 
deru von Formel (6) aus ableiten Avollen. Zu dem Ende gehen wir 
auf die beiden folgenden Formeln zuriick: 


(7) 


p(n) — p(v) 


6 — -C (u d- 


p'(u) = — 


a {2u) 


die erste uiiter ilinen wurde sclion in I p. 158 (4) nambaft gemaclit; 
zur Verification der zweiten bemerke manj dass der recMs stebende 
Quotient doppelt-periodiscb ist, im Periodeuparallelogramm die rieb- 
iigen Null- und Unstetigkeitspunkte, sowie bei = 0 das ricbtige 
Aiifaiigsglied der Potenzentwicklung nacb u aufweist. ludem man fur 
bez. V gewisse Teile der Periode einsetzt und hernacb Zahler 
und Nenuer der einzelneu entspringenden Formel mit einem geeigueten 
gemeinsamen Exponentialfactor versiebt, erlfalt man die Darstelliingen: 


( 8 ) 


PO, 2.U PO, ^i= - 


^0, 3/t 


0 , ft ^ 0 , 2/4 ^ 




2/4 

"o\/4 ■ 


Man bilde die zweite dieser beiden Gleicbuiigen fiir 


1 2 


und multipliciere alle entspringenden Formeln mit einander. Dabei 
kommt man iufolge des als ungerade vorausgesetzten 7i im Zahler bis 
auf einen numeriscben Factor wieder auf das in (6) recbter Hand ge- 
scbriebene Product zuriick. Den numeriscben Factor aber bestimmen wir 
etwa durcb Naberungsrecbnung bei o = i oo (cf. die Formel (4) p. 13) 
Oder aucb uutcrBenutzuug von <?o, /4 = <?o ,/4 nnd finden solcbergestalt 

die Resultate: 



Will man mit der ersteu Formel (8) ahnlicb verfabren, so muss 
man docb bemerken, dass das im Zahler der recbten Seite auftretende 
Product nur dann auf das Product (6) zuriickkommtj ^venn n relativ 
prim gegen 3 ist Indem wir fiir den Augenblick an dieser Yoraus- 
setzung festbalten, reihen wir den Formeln (9) nacb kiirzer Zwiscben- 
recbnung nocb die folgenden an: 


M — l 



/4 = 1 fl^l 
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Als besonclers wichtiges Ergebnis, rait tlem ziigleicb die eingangs 
aufgeworfene Frage ihre Erledigung findet, zielieii wir aus den gewon- 
nenen Formeln: Die Modulform (1) gelidrt fiir alle ungeraclen n dbsolut 
mr Stufe; ein Gleiclies gilt aiich noch von der dritten Wiirzel aiis 
derseTben, sobald die iingerade Zalil n pim gegen 3 ist Dass dieser letz- 
tere Ziisatz aucli notwendig ist, beweist man durcli Anwendimg der 
Formel (4) p. 25 auf die rechte Seite der Gleicbiing (6). 

§ 2. Darstellnngen der normierten Xai^i | coi; tind Bestimmnng 
ihrer Stuf© im Falle eines nngeraden n. 

Nach diesen einleitenden Bemerkungen iiber den Zusatzfactor 
durcli welclien wir die Xa endgiiltig normieren wollen, sclireiben wir 
uiis nunmebr aus (9) und (11) p. 263 fiir imsere nngeraden n die fertige 
Gestalt der Xa ab. Wir finden: 

(1) (« 1 , (D,) = (- lj“ i/a . ^ [u i ^) • 

Daran reiht sicli als Darstellimg durch die Function 

(2) (n I Oi, 05^) = (— 1/ • I—z 

sowie endlich die Reihenentwicldung: 


r ^ ^ 

Die sdlcliergestaU normierten Xa gelwren als lio^nogene Functionen Hirer 
drei Argimente ii, co^ M der Dimension — ^ \ Um aber die 

Stufe dieser Xa zu bestimmen, bringen wir iioch einige weitere Dar~ 
stellungen fur dieselben durcb die Functionen 0, p, p' zur Ableitimg, 
Darstellnngen, welcbe aucli fiir die Entwickungen des folgenden Para- 
graphen von Bedeutung sind. 

*) Die Betrachtung der in (2) enthaltenen transformierten Function ist 
naturlicb keineswegs neu. Dagegen ist wolil die durchgefulirte forraentheoretisclie 
Normierung zuerst von Urn. Klein gegeben vrorden; man sebe ausser den 
„Normalcurven“ ubrigens auch die Note ^yUher gewisse Teilmerte der Funciion^^ 
Math. Ann. Bd. 17 (1881). Der wesentliche Yorteil der Normierung kommt erst 
weiter unten durcli das einfache gruppentheoretische Verhalten der zur 
Evidenz. 


(3) X.= 


(„1)C. 


^2 Wo 


]/i 


2_ m= 

2n7C ^ 


2(- 


■1)' 




.1' 


^>rj, 
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Man weiss bereits aus deni vorigen Kapitel, dass der Quotient 
Xq^u) : ^'^(u) eine doppeltperiodische Funtion, und zwar (n — 1)*®^ 
Grades, ist. Da sie iibrigens eine gerade Function von u ist und 
nur in den Eckpunkten der Parallelogrammteilung unstetig wird, so 

wird sie eine ganze Function (— ■^) ^^ Grades von p(u) sein. Wir 
haben aber direct die Darstellung: 


(4) 




o”(m I ffli.fijj) 


n— 1 

2 

~ jf jf (FW 

/i==l 


denn man bemerke, dass aucb die Nullpunkte der linken Seite von (4) 
mit denen der reebten coincidieren, und dass tiberdies wiederum die 
Anfangsglieder der beiderseitigen Reihenentwicklungen nacb to liber- 
einstimmen. Aus (1) und (4) folgt nun mit Rucksicht auf Formel (9) 
des vorigen Paragraphen: 

n — 1 

(5) 1 0,,, «,) = (- fj 

^r=si ' * ■' 

und also gewinnen wir unter Gebrauch von (IV) p. 264 allgemein: 


( 6 ) 


Xa(u I OJ 2 ) = (— 1)' 


£t-|— -■ 





Welter folgt aus (7) p. 276 nacli kurzer Reebnung: 





Setzt man dies in (6) ein und benutzt zur Entfernung der |^?'-Teilwerte 
die erste Formel (9) des vorigen Paragrapben, so entspringt folgende 
Darstellung der X^: 


n — 1 
2 


n — 1 
2 


(7) 


X(x (u I , 02 ) ( 1)®^ J[ J, jjf jf 00 7 


fi=l n—1 


Dass sick von Mer ans Formeln iiber die Beziekung des singularen Co- 
ordinatensystems der znm kauoniscken entwickeln liessen, wird man leickt 
bemerken; dock wiirde man dann das letztere Coordinatensystem mit den kobe- 
ren Potenzen von p(ii) iind nickt mit den kokeren Ableitungen dieser Function 
anfbauen mussen. Auck batten wir, um diesen Ansatz okne Miike zur vollen 
Durckbildung zu bringen, allgemein auf die erst spto festzustellende Wirkung 
der Modulsubstitutionen auf die X^ Bezug zu nekmen. 
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welche die erste Formel (1) p. 257 in definitiver Gestalt giebt. 
endlich noch eine letzte geringe Modification niit Formel (6) 
zunehmen, betrachte man vorerst das Product 

n — I 


( 8 ) 


fl f \ 


Uni 

vor- 


in dem a nicht gerade gleicli 0 sein moge. Bei u == 0 wird der 
Zabler desselben (n — l)-facli unendlicb^ einer der Factoren des Nen- 
ners aber einfacb. zu Null, so dass wir dortselbst einen n-facben Tin- 
stetigkeitspunkt des ganzen Productes (8) vorfinden. In gleicber Weise 

ergiebt sicb bei ein n-facber Nullpunkt, wahrend sicb (8) librigens 

allentbalben im Periodenparallelogramm endlicb und nicbt verscbwin- 
dend erweist. Dieserbalb ist (8) bis auf einen von it unabbangigen 
Factor mit der Potenz des Quotienten 0a, oi'^) • ^00 identiscb, welcbe 
letztere ja gleichfalls doppeltperiodiscb ist (cf. (4) p, 25). In der Tbat 
kann man denn aucb die bier gemeinte Formel leicbt direct dadurcb 
berstellen, dass man die in (8) auftretenden p-Differenzen vermoge (7) 
p, 276 einzeln durch die 6 ausdriickt; man findet so endgtiltig: 


n — 1 



Multiplicieren wir diese Formel mit (6), so kommt als letzte Dar- 
stellung der Xa die folgende: 


( 10 ) 


X^{u\(Oi, <»s) 
0“(M) 


W— 1 

= (- 1)~ 



pin) - \ 


7 


an welcbe sicb fiir den Specialfall a = 0 die Formel (5) direct an- 
scbliesst. — 

Die Frage nacb der Stufe der Grossen Xa(u | beantworlet 

sicb jetzt mtihelos. Da auf der recbten Seite von (10) nur Grossen 
erster und Stufe steben, so ergiebt sicb, dass die Xa im Falle 
eines mgeraden n dhsolut mr BiiAfe geMren. Dieser Satz ist aber 
nur erst ein vorlaufiger und wir werden bestimmen wollen, welches 
die Congruenzgruppe Stufe derjenigen Substitutionen ist, die zii- 
gleicb alle n Functionen Xa in sicb uberfuhren. Bs ist aber das 
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System cler Nnllpunbte von Xz im Periodenparallelogramm gegeben 
durcli 

(11) “ + fi = 0, 1=^). 

Soli also Xx(ii I ccco^ + ^^27 *4" ^^ 2 ) “ Xx{u ] co^ sein, so 

muss das Punktsystem: 

( 12 ) +^^^2) I . y<Oi + ^ {Xci + (iy)a)^ (I ^ + /x 01^ 

bei beliebigem stelienden Werte A fur ^ = 0, 1,..., n — 1 gebildet^ 
von ganzzahligen Verbindungen der Perioden abgesehen auf das Sy- 
stem (11) zuruckftiliren. Dies ist offenbar immer und nur dann der 
Fallj wenn 1, y = 0 j (mod. n) ist, woraus d = l eine unmittel- 
bare Folge ist. Aus einer spater bervortretenden Thatsaclie (dass sich 
namlicli die Xa gegeniiber einer beliebigen Modulsubstitution linear 
reproducieren) ist aber der Schluss zu ziehen, dass die bier gesucbte 
Cougruenzgruppe, deren Substitutionen zugleicli alle n Xa unverandert 
lassen, eine ausgezeiclinete ist. Wir folgern somit /3 = 0 und daber 
das Resultat: Bei nngeradem n Ueihen die Xa(u j 02 ) i'^'^sgesamt erst 
gegeniiber den SiibsHkitionen der Jiomogenen ffanjjfcongrue^iisgrujope Stnfe 
des Index n< 3 D(n)^(n) unverandert (cf, I p, 460). 

§ 3. Die Modulformen Stnfe 0a, ya, etc. nnd ilire Bezielning 
zu den Teilwerten im Falle ernes ungeraden n, 

Gehoren die Xa{;n) zur Stufe, so muss ein Gleiches von Xa(0), 
d. i. von ibren Nullwerten, sowie aucb von den Nullwerten ihrer Ab- 
leitungen nach u gelten. Diese Nullwerte sind aber gerade die Coeffi- 
cienten 0 a, etc. der Reibenentwicklung: 

Z / \ I I U" I I I 

aW = + VaU + Xa ^ ^ 4 ^ 

welclie wir bereits unter (12) p. 267 angaben; in den 0 a, ya, Xa 
u. s. w. besitgen wir also Modulformm der Stufe, und gtcar ersiclit- 

lich der HeiJic nach von den Dimensionen — ^ u. s. w. 
Zwfolgc der bereits p. 267 entwiclcelten Belationen (13) und (14) haben 
icir uvsenilich verschiedene Grossen 0 a, ebenso viele Xa etc.; dagegen 

giebt es ^ Modidn ya, tCa etc. Die Liermit gewonnenen ModulformeD, 


*} Um Mer Vcrwechslungen mit dem Sabstitutionscoeffioienten a zu ver- 
meiden, haben wir fur den Augenblick den unteren Index der Functionen X durch 
I bezeicknet. 
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imd insbesondere die gehoren zii den einfachsten, deren wir iiber- 
liaiipt liablaaft werden konnen, iind wir zielien betreffs derselben dieser* 
lialb sogleicli eine Reihe von Folgerungen, welclie sicli aiis den For- 
meln der voraiifgelienden Paragraplien unmittelbar ergeben. 

Erstlieh haben wir filr die aus Forme! (1) des vorigen Para- 
graph en die Darstellung: 


(1) 




] y A 


y j^7i ", 0 

(“^1' It) 


Oder anch aus Forme! (2) ebendaselbst: 

(- 1)“+' 


( 2 ) 


Za{e3y, O 3 ) = 




'O’l {acxi'ity 


woran sicli die Reihenentwicklung schliesst: 


( 3 ) 


<»2) = 


(— 


CO {{2in + l}n—2ay 

2 


Aueh fiir die ya lassen sieh aas (3) p. 277 fast immittelbar Reihenent- 
wicldungen nacli r hernehmen, namlich: 


( 4 ) 


(— XfY^n 


iVt 'v^) 


I 771= — O 


ya{pi,CO.^ = 

CO (( 2 m-f-l)« — 2 a)“' 

^ {^m + 1) — 2 r ^ . 


wahrend entsprechende Entwicklungen fiir die Xa etc. ein wenig coni- 
plicierter ausfallen wegen des Exponentialfactors, der sicli in Forme! (3) 
p. 277 vor dem Summenzeichen findet. 

Die Formeln des vorigen Paragraplien geben uns weiter einige Atis- 
drilcke fiir 0a durch die Teilwerte des Teilungsgrades. Wir 

ziehen erstlieh aus (7) p. 278: 


n — 1 n — 1 

2 _ 2 _~ 

(5) 3a = ( 1 I 

a = l n — 1 

"= — r- 

Weiter folgt fiir a = 0 wiederum aus (7) p. 278 iinter Benutssung von 
(9) p. 276: 


n — 1 
n — 1 ^ 


71 1 


2/0 = 




fi=l 


fi=l 



( 6 ) 
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Formel (6) p. 278 ergiebt als zweite hierher geborige Darstellung der 0a 


• n — 1 



Wenn man will, kann man Mer noch den Factor (?a,o auf Grund von (9) 
p. 279 entfernen. Diese Formel heisst namlicb fiir u = 0: 


(— l)«<o = 


n — 1 



WO jedoch im Producte recbter Hand der Wert /l = + o: anszulassen 
ist’, in iiblicher Weise baben wir diesen Umstand durcb einen oberen 
Index am Productzeicben angedeutet. Durcb Ausfiibrung des ange- 
deuteten Grenzilbergangs kommt: 

n — 1 

"I ' "'l ' ( 

(8) 0 / / {Pcc^ 0 Pi, o) = j 

0 

wir unterlassen jedocb, den biermit gewonnenen Wert von in 
in Formel (7) nocb ausfiibrlicb zu substituieren. 

Auf der anderen Seite Tcann man die Teilwerte durch die 3Iodul- 
formm 0a eic. ausdrilclcen. TJm dieses zu leisten, betracbte man die 
Summe: 

(9) 

wobei a eine der Zablen 1,2,...,^—! sein soli, Z{u) aber das 
elliptiscbe Integral zweiter Gattung (1) I p. 155 bedeutet. Zufolge 
der Formeln (2) ebenda stellt (9) eine doppeltperiodiscbe Function dar, 
und zwar, wie man siebt eine solcbe Grades, deren n Unstetigbeits- 
punbte im Parallelogramm mit den Nullpunkten von Xq(u) coincidieren. 
Nacb dem Hermite’scben Satze muss also eine Darstellung existieren: 

CjXJu) 

( 10 ) 

Zur Bestimmung der Coefficienten c setze man u — an Stelle von 

u in (10) ein, benutze fiir die recbte Seite Formel (13) p. 264 und 
multipliciere die entspringende Relation mit es ergiebt sicb: 
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^ £-(^+ 1 ) c‘z(u — 

/ 4:=:0 ^ 

W 1 

/t=0 

w — 1 

2 


Zieht man (10) von (11) ab und benutzt I p. 155 (2), so folgt: 

n — 1 

(12) { Co(a-“ - 1) - % } Xo + 2 - 1) X, = 0 

X — 1 

als lineare Identitat zwiscben den X. Da alle Coefficienten derselben ' 
verschwinden miissen, so ergiebt sich Cq aus = wahrend 

unter den ubrigen Cz einzig Ca von Null verscbieden ist. Zur Bestim- 

mung von Ca entwickle man (10) rechts und links nacb Potenzen von u. 

c z 

Das Anfangsglied der linken Seite ist — reclits aber • 

Vo 

Um die endgiiltige Formel nocb etwas allgemeiner zu gestalten^ schreibe 
man {u — an Stelle von u und findet solchergestalt: 

( 18 ) 


(13) 

i 

^=0 


__ Vi 

n / 


Die 

Formel (13) 

differentiiere 

man nun i 

erbalt so: 



(14) 

n — 1 

i«=0 


.y (x 

du 

r n ) — 

z^: 


Hier entwickele man recbts und links nacb ansteigenden Potenzen 
von u. Linker Hand treten als Coefficienten gewisse Summen fiber 
Teilwerte auf, recbts aber rationale Verbindungen der Bay Va etc. 


Die bier gewonnene Formel ist (natiirlicb in ganz anderer Bezeicbnungs- 
weise) scbon von Jacobi aufgestellt nnd der sogen. nmgekebrten Transformation 
zu Grunde gelegt; cf. Suite des notices sur les fonctions elUptigues^^ lY, Crelle’s 
Journal Bd. 4 (1829) oder Ges. Werke I p. 271 u. f. Die Umsetzung der Jacobi- 
schen Formel in die entsprecbende fur die von Weierstrass eingefubrten Functio- 
nen ist von Hrn. Kiepert in einer scbon bei Gelegenbeit genannten Arbeit ge- 
leistet, cf. ^yTransformationsgleichungen und Division der eJIiptischen Functionen^\ 
Crelle’s Journal Bd. 76 p. 34 u. f. (1873). Man sebe ubrigens aucb Frobenius 
und Stickelberger, Uher Addition und Multiplication der elliptischen Functio- 
nen^ Crelle’s Journal Bd. 88 p. 146 u. t (1879). 



284 


V, 2, Die als Function en von ©i, co^. 


Durcli Identisclisetzen der Absolutglieder^ sowie andrerseits der Coeffi- 
cienten von u entspringen die beiden folgenden Relationen: 


n — 1 

(16) 2’*- 




62/oS« ’ 


n — 1 

/i = i 


- f.liX 


Fow 




die aber, wie wir wiederbolen, nnr filr die Werte a = 1, 2, . , — 1 

giiltig sind. Um entsprecbende Pormeln filr « = 0 zu gewinnen, 
knilpfen wir filr die p-Teilwerte an Formel (5) p. 278, die wir wieder 
links uud recbts nacb Potenzen von u entwickeln. Der Vergleicli der 
Coefficienten von u und recbter und linker Hand ergiebt nacb 
kurzer Rechnnng: 


(16) 

Da endlicli p'o,— 
(17) 


n — 1 



ist, so ist fur die p'-Punction einfacb: 

n — 1 

^ PkfC = 0. 

^1=1 


Nun fiilirt eine einfacbe Combination der zuletzt erlialtenen Relationen 
auf die gesucbten Ausdrticke der Teilwerte von p' in den 0a, 
ija etc. 5 wir finden namlicb: 

, 71-^t 









2w2/o 


0 ^ 

(18) 


n — 1 

a=l 



/j' 

2 

V 





a = t 

■in 



Entsprecbende Darstellungen der Teilwerte mit niclit- 

verschwindendem I wird man aus (18) durcli Austibung geeigneter 
Modulsubstitutionen berstellen. Wie dieselben auf die Modulformen 
0a etc. wirken, wird bald der Hauptgegenstand unserer Untersuchung 
sein*^^*). 


*) Es scMiessen sich diese Eelationen denjenigen Formeln an, durcb welcbe 
Hr. Kronecker die Teilwerte der Fnnctionen sin® am u vermdge der Wnrzeln 
der Jacobi’scben Modular- und Multiplicatorgleicbungen ausdruckt; siehe die 
Berliner Monatsbericbte von 1875 p. 498 u. f. 

BetrefPs der sogenannten Abel’ sell en Relationen zwiseben den Teil- 
werten von p, p\ welcbe aus der Formel (13) des Textes abgeleitet werden kon- 
non, verweisen wir auf die beziiglicbe Note von Hm. F. Engel in den Beriebten 
der KgL SEcbs. GeselL der Wiss. vom Jabre 1884; man sebe aucb „Normalcurven 
p. 43 (Note). 
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§ 4. Endgiiltige Auswahl und Darstellnng fiir den Zusatzfaetor % 
der Xa(}i I im Fade eines geraden u. 

Indem wir uns anschicken, die Untersucliungen der letzten Para- 
graplien ancli fiir gerade n durchzufuhren, legen wir mit Hrn. Hnr- 
witz"^’) der in (11) p. 266 noch unbestimmt gelassenen Grosse % bei 
den geraden Ordnungen n die nachfolgende Bedeutung imter: 

(1) 5C = Va- A = >/A-]/|- 

Dass diese Auswalil des % eine zweckmassige, in gewissem Sinne sogar 
die einzig zweckmassige ist, soli weiter unten auseinandergesetzt war- 
den. Zunachst bemerke man, dass die so ftir sc gesetzte Modulform 
( — Dimension der Stufe adjungiert ist, indem sie bei Anwen- 

dung einer modulo n mit der Identitat congruenten Modulsubstitution, 
allgemein gesagt, eine multiplicative Einlieitswurzel annimmt Wel- 
ches der Wert dieser Einheitswurzel ist, werden wir vor alien Dingen 
bestimmen wollen und fiiliren zu dem Zweck fiir sc eine solche Dar- 
stellung ein, die den Hillfsmitteln unserer friiberen Untersnebungen 

oline weiteres ziiganglicli ist, was von vA.A nicbt gilt. 

Die Formel (2) p. 274, welche sowobl fiir ungerade wie gerade u 
gilt, bilde man fiir fc = 1, 2, . . n — 1, multipliciere alle (n — 1) 
Gleicbimgen mit einander und zielie die recbts auftretenden Producte 
wieder nach demselben Principe wie oben (p. 274) zusammen. Es 
folgt**^'*): 

« — 2 



wobei der numeriscbe Factor wieder vermoge der Kreisteilungsglei- 
cbung bestimmt wurde. Aus (2) ergiebt sicb weiter: 


n 



und bier ist der recbts in Klammern gesetzte Ausdrnck von einem 
numeriscben Factor abgeseben mit dem reeiproken Werte von ^1(1 — 1) 
identiseb Indem wir diesen reeiproken Wert in (3) einsetzen, 

Math. Ann. Bd. 27 p. 195. 

**) Bei den Teilwerten miissen wir liier iiberall ausdrucklicb den Teilnngs- 
grad mit in die Bezeichnung anfnehmen. 

Man vergl. die Formeln p. 29 n. f. 
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recMs und lints die Quadratwurzel ziehen nnd den numerisclien Factor 
alsdann durcli Annaherung an g> — ioo bestimmen; entspringt als ge- 
wiinscbte Darstellung von x: 


(4) 






n — 2 
2 




yi (X — 1) -/r=^i 

Um eine nunmebr ansznubende Substitution der bomogenen Haupt- 
congruenzgruppe Stufe als solcbe gleicli kenntlich zu macben, 
scbreiben wir ibre Coefficienten in der Gestalt: 


(5) a = an-yiy p^hn, y — cn, d = + 

Die Verander ungen, welcbe alsdann die einzelnen Bestandteile der 
recbten Seite von (4) erleiden, wird man nacb Formel (16) in I p. 627 
bez. (11) I p. 674, sowie endlicb nacb (2) p. 24 berecbnen. Wir 
finden die nacbfolgenden Resultate: 


( 6 ) 




yr (A' — 1) = e « 


— (<Pn-i-2d+i2b+c) (.nd+li) 


n — 2 


n — 2 


_ A n(n — 2 ) CTti (n — l)(n—2 

JJ,- _ (_ 1— «-+•+'> e-T s— 

n n 


W-i), 

n 

n 


Passt man diese Formeln nacb Massgabe der recbten Seite der Glei- 
cbung (4) zusammen, so ist es fiir die auszufiibrende Zwiscbenrecbnung 
zweckmassig, zu unterscheiden, ob n durcb 4 teilbar ist oder durcb 4 
geteilt den Rest 2 lasst. Im Scblussresultat ziehen wir beide Palle 
gleicb wieder in eins zusammen und finden so als Veranderung von 

Va. A bei Ausubung der durcb (5) gegebenen Substitution: 


(7) fe- A' = (— . gT ^ 

Im Gegensatz zu den bei ungeraden n gefundenen Verbaltnissen 
ist sonacb bier der Zusatzfactor x keineswegs absolut zur Stufe 
gehorig, sondern vielmehr zur Stufe 8n, wie man leicbt bemerkt. 
Deshalb sind aucb Darstellungen des jetzigen x durcb p~ oder p'- 
Teilwerte, die etwa den Formeln (9) und (10) p. 276 analog gebildet 
waren, nicht moglich. Man mochte zwar versucben, vermoge der 
aus (8) p. 276 zu gewinnenden Gleicbung: 


( 8 ) PQ,fi (Po,2fi POjfi) — ^ 

fur alle durcb 3 nicht teilbaren Zablen n die Formel: 
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n — 2 n — 2 

(9) jTJ ^0,% (^0, 2 a. — po,,<) = + ]J[ 

^=1 — l \fZ 

zu benutzen; mzwiscben kommen wir dock Ton Her aus vermoge (4) 
nur zu Va • A, nicbt aber zu 


§ 5. Darstennngen der normierten Xa(u | co^, fUg) mid Bestimmnng 
ihrer Stufe im Falle eines geraden n. 


Durcb die geschebene Auswabl des k sind die Xa in den Fallen 
gerader Zablen n zu liomogenen Functionen ( — 2)*®^ Dimension der drei 
Argumente u, co^ gewordeu. Als ausfubrlicbe Darstellungen fiir 
dieselben baben wir erstlicb die beiden folgenden: 


Trice 8 


(1) Xa(u I (D^J Og) = 6 ^ • l^A* A • e • &a 1 1 j 00 ^ “) ^ 

n+i’i ” 


(2 ) Z«(m I (Da) = j/^j/A • - ^3 (— x, r«) , 

woran sicb die Reibenentwicklung scbliessen moge: 

(3) Xa{u I © 1 , Og) ='j/-^|/A* ^ r «. 


Eine Darstellung der Xa durcb die ^-Function, wie wir sie fiir die 
ungeraden n in (6) p. 278 leisteten, lasst sicb aucb jetzt obne Muhe 
durcbfiibren. Wir finden erstlicb fiir Xq{u), wie man leicbt bestatigt: 

n — 2 

und sodann durcb Anwendung Ton Formel (IV) p. 264 allgemein: 

n—2 

(5) Z„ (m 1 oi, oa) = ^0 <0 (m) jfJ fp (u — — Pi 2fc+i ) ■ 

n ju=0 \ %' 2n J 

Durcb Benutzung der ersten Formel (7) p. 276 gelangt man Ton bier 
aus wieder zum urspriinglicben (^-Product (1) p. 257 fiir die Function 
Xa zuriicb. Docb unterlassen wir diese und sonstige Umsetzungen 
der Xa und kntipfen unsere weitere Besprecbung an die bislang ge- 
wonnenen Formeln. 

Um die Stufe der Functionen Xa(u 1 cog) zu bestinimenj miis- 
sen wir gegenwartig eine etwas ausfubrlichere Betracbtung anstellen 
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uod benenuen, um Collisionen der Bezeicbnungen zu meiden, fiir den 
Angenblick den Index der Fimctionen X durcb Z. Indem wir dann 


uocb die Abkiirzung 2'= A-f- — benutzen, haben wir als Verscliwin- 

dnngspunkte vou X;. (if) im Perio den parallelo gram m die naclifolgenden 
anzumerken : 


( 6 ) 


Z'cBj . 

n ‘ 2n 


• ^2? 


^ = 0, 1, • • •; n — 1. 


Soil jetzt Xi(ii ] am^ -f- j3co^, Xx(ii) sein, so schliessen 

wir gerade wie vorbin bei den ungeraden n (p. 280), dass das System 
der Pimkte: 


(7) 


(al' I y(2fi + l)\_ , (^X + S/j. , Pn + 5\ 

VlT + I n T 


COo . 


von gaozzaliligen Yerbiudungen der Perioden abgeseben, wieder auf 
das Punktsystem (6) zuriickkoinmen muss. Indem also insbesondere 

(o: — 1)3,' , y(2ft + l) 

n ^ 2n 

fur beliebige ganzzalilige Z\ ft eine ganze Zabl vorstelleu muss, baben 
wir als notwendige Bedingungen a~l (mod. oi) und y = 0 (mod. 2n). 
Eine weitei^e unmittelbare Polgerung ist d = 1 (mod. «), und es folgt 
endlicb /3 = 0 (mod. 2n) vermoge der sclion wiederbolt genannten 
Tliatsaelie, dass diejenigen Modulsubstitutionen, welche zugleicli alle 
X(x in sicli transformieren , eine ausgezeicbnete Untergruppe bilden. 
Urn diese ausgezeicbnete Untergruppe aber soli es sick bier allererst 
bandeln. 

Indem die gefundenen Bedingungen: 

(8) oc E= d = 1 (mod. n), j3 = ^ = 0 (mod. 2n) 

augeiisclieinlicb dafilr binreicbend sind, dass das Punktsystem (7) mit 
dem in (6) gegebeneii identiscb ausfallt, wird bei einer bierlier geborigen 
Modulsubstitution das Product auf der recbten Seite von (5) absolnt un- 
verandert bleiben. Ein Gleicbes beweist man fiir den Bestandfceil 6a,o(u) 
sofort vermoge (2) p. 24, so dass die Wirkung der in Eede steben- 
den Modulsubstitution auf Xa dieselbe ist, wie auf: 

(9) to^) = =l^.l/A.A-e’i i(rai, ^)- 

Um aber die Veriinderung der Grosse Bq zu bestimmen, benutzen 
wir die scbon in (5) p, 286 eingefiibrte Bcbreibweise unserer Modal- 
substitution und setzen des genaueren: 

( 10 ) ■ ^=nl) = 2nbQj y = nc = 2ncQj 
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die liier gebrauctten Zahlen a, d geniigen alsdann der Bedinguug 
(11) n • ad + a + d a d = Q^ (mod. 2). 

Den (j-Factor auf der recliten Seite von (9) bezeiclmen wir^ als zu 
den transformierten Perioden gehorig, durcb 6i i und finden aus ( 2 ) 

2’ 2 

p. 24 als Wirkung der auszuubenden Substitution: 


( 12 ) 


1 = (- 1)' 


Co 4~ 


^+ad- (!■) 


+ 


d — a 


y 

2 ’ 2 


Indem wir nun aucb nocli die Formel (7) p. 286 heranziehen, kommt 
als Veran derung von nacli leicliter Zwisclienrechnung: 


» A , ^ a{a- 


/ 


(13) 

Hieraus liest man die Scblussresultate ab, und zwar erstlicb: 

1st n diirclh 4 teilhar, so sind die Xa, als Functionen der Ferioden 
hetrachtef, Moduln der Stufej mdem sie msgesamt erst hei der durcli 
( 8 ) char aider isierten Untergriippe unverdndert Hleihen, welche sich sofort 
als eine Congruenzgruppe Stufe des Index 7tg)(2n)2p(2n) erweist. 

1st dagegen n das Doppelte einer ungeraden Zahl^ so folgt aus 
(11) leicbt a = d (mod. 4). Bedeutet also jetzt Ic eine beliebige gauze 
Zahl, so baben wir ausser ( 8 ) als Bedingung fur vollig unveranclerte 


(14) a~d = l (mod. 4), 60 + ^0 = ^<1^) 2 ), 

die man nocb in die andere Gestalt liberfubren wolle: 


(15) a = d = 1 + hnj ^ -j- y = nJc (Ic 1) (mod. 4:n). 

Daber das weitere Ergebnis: 

Ldsst Uj, durch 4 geteiltj den Best 2, so sind die Xa als Functionen 
der Ferioden mir erst Modidn der Stufe und gelioren als solcJie ms- 
gesamt zu einer ausgezeiclmeten Untergruppe des Index 

Y9(4^)^(4)^). 

In der That zablt man sofort aeht modulo An ineougruente Substitu- 
tionen ab, welche die Bedingungen ( 8 ) und (15) erfullen. 


§ 6. Einfiilimiig der Modnlformen Za, ya etc. 2n^^ bez. Stufe 

bei geraden Werten von w. 

Die Nullwerte der sowie dann weiter die Nullwerte der Ab- 
leitungen von X^ nacb u liefern jene Modnlformen ( — 2)^^, ( — 
u. s. w. Dimension, die wir mit etc. bezeicbneten, und deren 

Kleixi-Fricke, Modnlfonctionen. II. 10 
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StufenzaM nattirlicli selbst wieder 2n bez. 4.n ist, je naclidem n dnrcli 
4 teilbar oder = 2 (mod. 4) ist. Zu bemerken diirfte etwa nur dieses 
seiiij dass die Qiiotienien der sowie aucli die der ya etc.; als Modul- 
fanctionen jedenfalls immer scbon zu der durch (8) p. 288 charakte- 
risierten Congruenzgruppe 2n*®^ Stufe geboren; es ist dies eine Folge 
des im yorigen Paragraplien bervorgetretenen UmstandeS; dass die 
bei Anwenduug eiiier Substitution dieser Untergruppe alle zugleicb ent- 
weder das Zeicben wecbseln oder unverandert bleibeu. 

Die Anmhl der verschiedenen Moduln ist —-^5 Wnnen 

als solehe ^ 2 , . . . ^vdMeii; demgegeniiber liaben wir — - — ivesent- 

¥ 

lick verschiedene Moduln ya, ndmlicli etwa y^, y^, . . yn—% (cf. (15) p. 267). 

2 

Bei den Xa, Wa etc. ftnden tvir in dieser SinsicM immer wieder dieselben 
Yerhdltnisse wie bei den Va- 

Vornebmlicb aber soli es bier gelten, die analytiscben Dar- 
stellungen zusammeuzustelleii; welcbe fiir unsere Modulformen aus den 
Gleicbungen des vorigen Paragrapben bervorgeben. Wir baben da 

zuYorderst fur die Modulformen CO 2 ) beiden Ausdriicke 

durcb die <?- und '^’g-Function: 

(1) OJ2) == e + 4 • Ya - A • 6 a 1 1 (cji, ~) , 

(2) 2 a (tOi , CJ3) = |/A • '‘&g(aG}je, »•“) . 

Des weiteren aber ergiebt sicb aus (3) p. 287 fiir die 0a die Reiben- 
entwicklung: 

/ OP (?7in — «)* 

(3) ( 03 ) =]/^”t/A-2 • 

m ~ — CO 

Als Reihendarstellungen der Grossen schliessen sich an: 

( 4 ) = {mn—a)r , 


wabrend die fiir Xa etc. wieder ein wenig umstandlicber ausfallen wiirden. 

Als eine einzelne Beziebung der eingefiihrten Modulformen 0a zn 
den Teilwerten der 6- und ^c?-Function zieben wir aus (5) p. 287 fiir 
« > 0 die folgende : 

«— 2 



( 5 ) 
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Inzwiselieii sind fiir die geraden n weitergeliende Untersuchimgen iiber 
diesen Gegenstand (wie solche uns oben iu § 3 p. 281 u. f. fiir die un- 
geraden n bescbaftigtei}) zur Zeit noeh nicbt ausgefiihrt. Ancb bat 
es den Anscbein, als ob die bier vorliegenden Yerhaltnisse nicht zu 
so einfaeben Resultaten fiibren mocbten wie in den Fallen ungerader n. 
Wir lassen demnach den in Rede stebenden Gegenstand ausser Acbt 
und wenden uns zu neuen wicbtigen Entwicklungen fiber die 

§ 7. Transformation der dureli Modnlsnbstitntionen, insbeson- 
dere dnrcb S nnd T, im Falle eines tingeraden n. 

Die bisberigen analytiscben Entwicklungen gaben uns die Mittel 
zu entscheiden, bei welcben Modulsubstitutionen die Xa onverandert 
bleiben. Daran reiht sich jetzt die principielle Fragestelliing, wie sicb 
die Xa bei Ausubung der fibrigen Modulsubstitutionen yerbalten mogen^ 
und die Beantwortung dieser Frage ist es, welcbe von den weittragend- 
sten Folgen fur den Fort^ang unserer Untersucbungen begleitet isi 
Wenden wir eine beliebige bomogene Modulsubstitution an und nennen 
das fur die transformierten Perioden gebildete Xa kurz Xjj so ist 
offenbar aucb Xa' : doppeltperiodiscbe Function Grades, 

und daber ist Xa' nacb dem Hermite'scben Satze eine lineare bomo- 
gene Function der ursprunglicben X: 

}i—i 

( 1 ) = 

mit von u unabbangigen Coefficienten Ca.^- Also der fundamentale Satz: 
GleichguUig ob n gerade oder ungerade sein mag, erfdlirt das System 
der n Grossen Xu bei Ausilbung einer heliebigen Jiomogenen Modal- 
substitution selbst eine homogene lineare Substitutimi. Ebeu bierin ist der 
sebon wiederholt benutzte Umstand begrundet, dass diejenigen Modul- 
substitutiouen, welcbe alie Xa zugleicb unverandert lassen, eine aiis- 
gezeicbnete Untergruppe bilden. Mit Riicksicbt auf die vorbin er- 
baltenen Resultate aber zieben wir bier sogleicb den weiteren Scbluss: 
Bei Ausubung von Modulsubstitutionen werden die n Functionen Xa selbst 
erne Gruppe linearer Jiomogener Snbstitutionen bilden, welche auf die homogene 
Modtdgruppe isomorph hexogen ist; diese Bedeliung ist von unendlich holm 
Meroedrie, denn die Xa-Gruppe ist, wie unr gesehen hahen, eine endlklie 
Gruppe, ndmlieh eine Gncp{n)ip(u) be 0 .Gn(pe 2 n)w{^n) od^r P nacJi- 

dem n ungerade oder durch 4 teilhar oder endlich das JDoppelte einer 
ungeraden ZaJil ist Zur naberen Erforscbung dieser Xa-Groppen wer- 
den wir festzustellen baben, Welches das Verhalten der Xa bei Aus- 
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iibung der liomogenen Siibstitutionen S und T ist; wir leisten diese 
Aufgabe vorab fur ungerade n. 

Die Substitutiou S batte die Gestalt gj/ = £0^ + <^ 2 ? 

Bei ibrer Anwendung wird das System der Nullpunkte vou Xa in sicb 
transformiert (cf. (11) p. 280), so dass X«': Xa von u unabbangig ist. 
Fiir die Wirbung von S auf baben wir damit den Ansatz: 
XJ = CaXa, und es bann Ca nur eine Einbeitswurzel sein, da 
= 1 (mod. n) ist. Dieses bestatigt aucb eine burze, bei c 3 = ioo 
durcbzufiibrende Naberungsreebnung; setzen wir == 0, so ist Sa=Ca^ay 
und nun wird an bezeicbneter Stelle in erster Annaberung mit 

3 w — 1 a{n — a) 

cog ^ r ^ proportional, wie man aus (3) p. 281 abliest. Bei 
Ausubimg von S mgen die Xa sonach das durcli 

a{n — a) 

( 2 ) 

angegebene Verlxalten. Die Ableitung der Form el (2) beziebt sicb freilich 
nur erst auf die Falle a > 0. Es bleibt aber (2) aucb fur = 0 un- 
verandert in Eraft, wie man etwa aus der Darstellung (5) p. 278 fiir 
Xq erseben mag. 

Weit langer wird uns die Erledigung der Substitution T bescbaf- 
tigen, und wir warden bierbei zuvorderst von den Formeln (I) bis (IV) 
p. 264 einen ausgiebigen Gebraucb zu macben baben. In der Formal: 


n— I 



f {=0 


setzen wir zunaebst [u + —j an Stelle von u und finden nacb (III) 
und (I) 

n. — 1 n — 1 

Xo(m 1 — Og, (Oi) = X =X 1 CJI, Oa), 

/:f=0 

wobei librigens ftir die linbe Seite die speciellere Forme! (13) p. 264 
zur Verwendung gebommen ist. Der Yergleicb der beiden letzten 
Gleicbungen liefert Cq = = • • • = Cn^i, und also wollen wir den 

gemeinsamen Wert dieser Coefficienten durcb c bezeicbnen. ITbt man 
dann weiter in 

n— 1 

Zo(m I — a.2, ®i) = cX (“ I “d “a) 

(i=0 

die Substitution fur u aus, so bommt unter Gebraucb von 
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(IV) und (13) p. 264 als AnsaU fiir die Wirhiing der Substikition T 
aiif Xa* 

n — 1 

(3) 

/i?=0 

Die Grosse c, welclie wir nunmehr zu bestimmeii Laben^ ist un- 
abhangig von sie ist aber aucli, wie wir sogleieli ziim voraiis be- 
merken, unahhdngig von co tmd also mimeriscli, und hierin bat man 
den wicbtigen Erfolg zu selien, welcber sick mit den in (1) p. 274 
getrofiPenen Auswabl des Factors % verbindet. Um diese Tliatsacbe 
zu erbarten und zugleicb den numerischen Wert von c in Erfabrunjx 
ZU bringen, entwickeln wir die Formel (3) fiir a = 0 recbts und links 
iiacb Potenzen von u, setzen die beiden Coefficienten von u selbst 
identiscb und berecbnen daraus fiir c den Wert: 


( 4 ) 


, yo(- <” 1 ) 
« — 1 

a=0 


Va (“1 » ®2) 


Fiir den bier auftretenden Nenner finden wir nacb (4) p. 281 


2/a (^1 ? ^ 2 ) 


a=0 


y^n 


ao n — 1 


iM ^0 

TT r 7t ^ 


X, ^ — 2a)r sn ^ 


n — 1 


a=0 y «.=-» 


(2m+l)^ 

8n 


Vor der weiteren Entwicklung der rechten Seite von (4) miisseii wir 
jetzt eine eigenartige Reibendarstellung fur ]/A nanibaft machen, welcbe 
aucli spaterhin nocb haufig zur Verwendung kommen wird. Dififeren- 
tiiert man die erste Formel (4) in I p. 161 nacb u und setzt hernacb 
11 = 0, so kommt die in Aussicbt genommene Entwicklung: 

00 (2m+l)^ 

(6) ? K S “’b) = < (0, r) = ^ (- ir +i)r « - 

771= — 00 

Hierbei ist unter d'/ die Ableitung der - Function nacb u zu 

versteben, und tibrigens wurde die Reihenentwicklung I p. 160 (2) 
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ftir diese Function Ferangezogen. Pur % folgt jetzt aus (4) p. 281 
mit Hfllfe von (6) die Darstellung: 


a) 


2/o(®u ®2) ' 


b l/n 


^ (-1)“ (2m + l)»- 


(2 7Tl-\~ l)“?i 
"8 


n — 1 CO 


(I^a) ^ (— 1)“ (2 m + 1) r 


(2m + lj^ ? 
8 


walirend sich JFormel (5) in die nachfolgende Gestalt umsetzt: 


CO (2m-f-ip 

(8) ^ Va (©1 , ffla) = £^ + 1)5 

(1/A) 2 ^’(-irCSm + Dr s 


Die Summation bezieht sich hier uberall auf welches alle positiven 
und negativen ganzen Zahlen zu durchlaufen hat. 

Dm nunmehr die rechte Seite der Formel (4) zu bilden^ wird man 
(7) durch T transfer mieren und sodann durch (8) dividieren. Das Ver- 
halten von ]/A gegeniiber T ist in I p. 624 (4) aufgezeichnet; die 

^iTt * 

Grosse r wird aber in e “ ubergeheu; welcF letztere wir s nemien 
mogeh. Es ergiebt sich dann fiir c die Darstellung: 


(9) 


c 

n — 1 

i ^ -n 


^ (-ir(2m + l) 

2 (-1)“ (2m + 1) 




(2m4-lp 


2’ (-1)“ (2 m H- 1) 
2 (-1)” (2»« + 1) 


(27n+l)^i a 
S « 


Vermoge der nun beendeten Zwischenentwicklung haben wir c in 
eine durchaus eindeutige^ der naheren Betrachtung leicht zugang- 
liche Gestalt (9) setzen konnen. Man benenne jetzt den ersten auf der 
rechten Seite von (9) auftretenden Reihenquotienten abgekurzt durch 
Q{(d), Es ist alsdann Q^m) eben durch Formel (9) als eine in der 
positiven Halbebene alienthalben eindeutige Function ihres Argumentes 
erklartj deren Bedeutung wir sofort explicite angeben werden. Vorab 
bemerke man gleich, dass Q(i) notwendig gleich 1 ist, da fur co = i 
die beiden Grossen r und s identisch werden, wahrend doch anderer- 
seits die Reihen im Zahler und Nenner von Q im Innern der Halb- 
ebene alienthalben gegen einen endlichen von Null verschiedenen Wert 
convergieren (cf. Formel (6)). Aus der eben citierten Formel ergiebt 
sich nun aber weiter: 
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( 10 ) 


(— <»3> ®l) 




{2 ut-^ 1 )’^ 


(2 m + 1) s 


und also hat die achte Potenz von Q in einfachster Weise die Be- 
deutnng far Q{(b) selbst ergiebt sich daraus: 


(11) 


Q(m) = 


-i + i 
1/2 


1 




mit dem Znsatz, dass die ^jinnerhalb der positiven Halbebene'^ ein- 
deiitige Grosse ]/g> offenbar dadurch des naheren zu erklaren ist, dass 


sie fiir m = i den Wert 


1 + i 


annehmen soli; solchergestalt geniigen 


wir in der That der vorhin schon festgestellten Gleichung Q(i) = 1. 
Der zweite Factor anf der recliten Seite von (9j ist jetzt, wie man 
sofort ilberblicktj mit dem reciproken Werte von: 


( 12 ) 



71 l/n 

CO Y CO 


identisch; wo wir den Zahlzoert der Wurzel ]/n positiv zii nehmen Jiaben^ 
falls wir die soebeu iiber ]/co getroflfene Bestimmung auch in (12) auf- 
recht erhalten wollen. Nun ergiebt sich aits (9), (11) und (12j sofort: 


(13) 



ivomit der Zahhvert von c bestimmt ist and zugleich imsere dbigc Be- 
liauptung, dass c von co nnahJidngig seij ihre Bestdtigung yeftmden hat. 
Den Wert der Constanten c batten wir auch noch in anderer 
Weise in Erfahruiig bringen konnen. Man setze z. B. die rechte Seite 
von (9) mit Hiilfe von (6) und (10) in die Gestalt: 

,14) 

T/a ( — co^jj 


Urn hier die achte Wurzel der Discriminante zu einer eindeutigen 
Function von cog zu macheUj wiirden fiir die diejenigen 

Einschrankungen vorzuschreiben sein, welche wir oben (p. 68) ausfiihr- 
lich besprachen. Dabei wiirden, wie man sich leicht iiberzeugt, diese 

Vorschriften zur Folge Iiaben, dass in (14) die Quadratwurzel Y n 
positiv zu nehmen ist. Gegenuber der Operation T nimmt daun |/ A 
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eine eindeutig bestimmte 8^® Einheitswurzel an*); aber wir braucben zur 
Bestimmung von c nur diese Thatsaclie, nicbt die Einheitswurzel selbst 
zu kennen; denn, wie man sieht, fallt sie aus (14) von selbst heraus, 
und wir tommen zum Werte (13) zurilck. 

Geht man andererseits von der Voranssetzung aus, dass c von gj 
Linabhangig ist, so kann man vom Ansatz (3) aus auch folgender- 
massen verfahren. Durcli Wiederholung der Transformation (3) erhalt 
man fur Xq ersichtlieh: 

Xq (w 1 — — (Ug) = UC^Xq (u I Og). 

Bei der Dimension der X^ in ihren drei Argumenten, sowie auderer- 
seits unter Gebrauch von (II) p. 264 folgt weiter: 

3 ft - 1 

Xq (?( I OOif COg) == ( 1) " Xq ( W I 0}^, (Ug) == 

ft — 1 

= ( — 1) ^ i ^^ 2 ); 

ft — 1 

so dass der Vergleich mit der vorigen Formel + c ]/n — i ^ liefert. 
Das Zeichen ist bier so zu bestimmen, dass durch Combination von 
(2) und (3) in ST eine Substitution der Periode drei entspringt. Bei 
dieser Rechnung hat man tibrigens von den sogenannten Gauss^schen 
Summen Gebrauch zu maehen. Umgekehrt aber liegt hier, wo wir den 
Wert der Grosse c durch funetionentheoretische Betrachtung bestimmt 
haben, eine neue Quelle fiir die Berechnung der Gauss^schen Summen 
vor. Wir kommen weiter unten (namlich in § 10, p. 304) auf diesen 
Gesichtspunkt nochmals zuriick. 

Nach diesen Zwischenbemerkungen fassen wir hier endlich die 
Formeln (2) und (3) nochmals zusammen, indem wir in der letzteren 
fiir c seinen Wert eintragen. Wir haben als Wirhimgen der er^eugmiden 
ModulsiibsUtutionen 8 und T auf die Xa die folgenden : 


a (ft — a) 


(15) 

{S) 

X^'=S " -Z.; 

(16) 

(T) 

' /J=0 


durch Iteration und Combination dieser Operationen wiirde man alle 
n (p (n) ijj (n) verschiedenen Substitutionen der endlicJien X^ - Gruppe 
Gncp(n)^in) h&'stellcn 'kbnnen^'*). 

*) Es ist dies diejenige 8*® Einheitswurzel, welche in der Theorie der linearen 
Transformation der -0'- Functionen eine fondamentale Roile spielt. 

Tragt man in Formel (16) fur die X ihre Ausdrucke in ein, so kommt 
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§ 8. Wirknng der Substitntionen T anf die Xa bei geradem 7 i. 
Allgemeine Bemerkung tiber die Znsatzfactoren z. 

Wir haben jetzt weiter die Falle der geraden u m ent^prechpiideiii 
Sinne zu beliandeln und al?o vor allem festzusteilen, welche lineare 
Substitutionen der Xa nunmehr durcli Ausubmig der Operationen S 
und T anf die co^ liervorgerufen werden. Da aucli jetzt die Null- 
punkte von Xa durcli die Substitution S in sicli iibergefulirt werdeu 
(vgl. (6) p. 288), so haben wir wieder den Ansatz 

Xa (Oi + ^ 2 ) = Ca*Xa Og) 

und verfahren zur Bestimmung von Ca wie vorbin. Man setze also 
u == 0 und bemerke, dass ^a bei m = i 00 zufolge (3j p. 290 in erster 

Annaberung mit 02 ^^ proportional wird. Als WirJamg der Ope- 

ration S auf Xa flnden wir demgemass: 

( 1 ) (S) = 

Der auftretende Factor ist eine 2?^^ bez, Einbeitswurzel, je nach- 
dem n durcb 4 teilbar oder das Doppelte einer ungeraden Zabl ist. 
An diesen Umstand kniipft sicb die folgende Nebenbemerkung: Da 
sich die Xa bei alien Modulsubstitutionen linear reproducieren, so 
werden iiberbaupt erst die paraboliscben Substitutionen der Amplitude 
2n bez. 4n das gesamte System der Xa unverandert reproducieren. 
Mit Eiicksicbt auf unsere friiberen Satze uber die Verzweigungs- 
scliemata der ausgezeicbneten Oongruenzgruppen (I p. 412 u. f.) ent- 
springen damit aus Formel (1) unsere obigen Angaben iiber die Stufe 
der Xa aufs neue. 

Aucb bei der Substitution T kommen wir bier wieder durcb einen 
abnlicben Gredankengang zum Ziele, wie im vorigen Paragrapben. Wir 
scbliessen zunacbst genau wie vorhin auf den Ansatz: 

n — 1 

( 2 ) Xa Ot 1 — OJ2, Oi) = c(©) • X (u I COj, 0)3), 

wo wir, um die Moglicbkeit der Abbangigkeit des c von m zu be- 
tonen, gleicb genauer c (p) fur c gescbrieben baben. Um c zu berechnen, 
konnen wir jetzt bereits die Absolutglieder der Reihenentwicklungen 


eine Formel, welcker man bereits in zablreicben alteren Arbeiten fiber die Trans- 
formation Ordnnng der «9’-Fnnctionen begegnet. Vgl. die bez. Angaben in 
5 ,Normalcnrven“ p. 54. 
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von (2) gebraucken und finden soleherweise c ausgedriickt durck: 

(— Ma, Q)i) 


( 3 ) 


c(m) = 


n — 1 


^ (“l > “2) 


Den kier auftretenden Nenner entwickeln wir uack (3) p. 290 in 

der folgenden Weise: 

« — 1 , (inn — aY 

2 ».)-]/ —nil 2' '■ ■ 

■'%= — 00 a^O 


a=0 


(4) 


n — 1 

^ 0„(rai, 02) 
«=0 


°° 7?i- 


wahrend andererseits 0q gegeben ist durcb: 

(6) 


CO ^ rrr n 

2” 


Fiihrt man fiir die acbte Wurzel der Discriminante die im vorigen 
Paragraph en nnter (6) aufgesehriebene Reihenentwicklung eiiij so 
setzen sich die beiden letzten Gleictungen in nmgekehrter Reilien- 
folge in die beiden nacbfolgenden um: 


(6) ^0 = 2 yj* 


(2772 4- 1)^ m-n 

• •A’-’’’ 


(’) 


77—1 


«,) = 2y« • 2^ (-l)-(2™ +1) 


(2to -f- 1)^ 
^ 8 



In beiden Formeln ist mit dem gleichen Torzeicben behaftet zu 
denken; welches dasselbe ist, bleibt Sache der Ubereinkunft bei Ein- 
fubrnng der normierten Xa- Anf Formel (6) iibe man jetzt T aus und 
dividiere hernach durch Formel (7). Das Resultat ist: 


( 8 ) 


er • c (co) = 


2 


(2 772 + 1)^ 


(— 1)’“(2bi + 1) s 


2 - 


(2 m 4- 1)" 


X(-ir(2w+l)r ® -X''"” 


WO s dieselbe Bedeutung hat wie im vorigen Paragraphen. Die letzte 
Gleichung multipliciere man mit der Formel (9) des vorigen Para- 
graphen, in welc¥ letzterer Gleichung wir fiir das dort vorkom- 

n — l _ 

mende c den damals bestimmten Wert i ^ rj/n eingetragen denken. 
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Im entspringenden Product schreibe man tiberdies nocli m an Stelle 
der Variabelen co; es folgt solchergestalt: 


( 9 ) 


Yn • c (nco) — 


2 


(— 1)”* (2 m + 1) s 


(2 m 4 - If 

s" 







Nun ergiebt weiter die vierte Form el (4) in I p. 161: 

(10, 2 (^f Vs J (- l)-(2» + l) 


vermoge deren (9) die neue Gestalt annimmt: 

>/A(— ©2, (0^, CO^) 

j/A (cOi , CDg) - ^ («! , £»2) 

Das Verbalten der Modulform 0"^ ^ bei Ausiibung der Substitution T 
berechnet man aus der Definition dieser Modulform vermittelst der 
Legendre^schen Relation sofort zu = ^'^4, J*? bekannt^ 

ist; e ist demnaeh mit der von £o unabiiangigen nume- 

rischen Grosse — identiscb. 

yn ^ 

Indem wir zusammenfassen, sind fiir g&rade n die erseugendmi Siib- 
stitiitionm der midliclien Gnippe Gn(p( 2 n)%i/( 2 n) bez. Gn der 

Siibstikitionen die heiden folgenden: 

(12) (S) X,==£^'^^-Xa, 

n — 1 

(13; (T) = 

Man gebe nun nocbmals auf die Zusatzfactoren % der zuriicky 
um vermoge der gewonnenen Resultate die getroffene Auswabl der % 
in ibrer vollen Bedeutung zu ermessen. Sowobl fxir gerades wie uii-* 
gerades n sind die Substitutionscoefficienten der X^-Gruppen vermoge 
dieser Auswabl der % durcbgeb^ds numerische Grossen geworden. 
Wollten wir aber jetzt binterber die Xa nocb mit einem gemeinsamen 
Factor bebaften^ der als Function der cj^ naturlicb eine algebraiscbe 
Modulform sein miisste, und verlangen wir von den so modificierten 
Xa dasselbe einfache Verbalten (der 'rein numeriscben Substitutions- 
coefficienten) ^ so wilrde die zugesetzte Modulform sicb bei alien Modul- 
substitutionen bis auf numerische Factoren wiedererzeugen mlissen. Dass 


( 11 ) Yn'C{n(o) 
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diese Factoren Einheitswurzeln sein miissen, folgert man leicht aus 
clem Begriff der algebraischen Modulformen. Im tibrigen aber bemerke 
man, dass die Xa, wie wir sie friiber normierten, fiir keinen im „Innern^^ 
der Halbebene gelegenen Qnotienten : cog identisch, d. i. unabliangig 
von zc, verschwinden. Um also Complication en zu meiden, werden wir 
von der soeben binzugesetzten Modulform gleiclifalls verlangen, dass 
sie im Innern der Halbebene allentbalben von Null verschieden und 
selbstverstandlicli aucb endlicb ist. Die einzigen Modulformen, welclie 
unseren E'or derun gen genligen, sind nun bekanntermassen yA und deren 
ganze Potenzen. Der Zusatz einer ganzen Potenz von A selbst dilrfte 
flir die uns beschaftigenden Fragen zunachst als folgenlos bezeiclinet 
werden. Der Zusatz einer niclit durcb 12 teilbaren Potenz von 
wiirde aber im Falle eines ungeraden n eine Erliohung der Stufe nach 
sich zieben^), was wir zunacbst jedenfalls vermeiden wolien. Bei 
geraden n mag man ohne Erbobung oder Erniedrigung der Stufe der 
Xa eine Potenz von j/A binzusetzen; docb scbeint es aucb bier (spaterer 
Anwendungen wegen) zweckmassig, bei der einmal getroffenen Nor- 
mierung der Xa zu bleiben. 


§ 9. Biickbezieliung anf das vorige KapiteL Pertige Gestalt 
der Xa“Gruppe fiir den Pall einer Primzahl = g. 


Ist n eine ungerade Zabl, so musste eine Modulsubstitution, welche 
Xx bis auf einen Factor in sicb transformiert, die Bedingung «= 1, 
^ = 0 (mod. n) befriedigen, sofern nur ^>0 war (cf. p. 280). Ver- 
langen wir aber, dass Xz bis auf einen Factor nicbt gerade in sicb, 
sondern iiberhaupt nur in eines der n X transformiert werden soli, so 
ist (mod. n) die binreiebende und notwendige Bedingung (cf. 

(11) und (12) p. 280). In entsprecbender Weise findet man bei den 
geraden n die Congruenz y = 0 (mod. 2n) als notwendige und bin- 
reicbende Bedingung dafxir, dass die X von Factoren abgeseben per- 
mutiert werden. 

Diese Resultate lassen sicb in pragnanter Weise aussprecben, 
weim wir auf die geometrischen Vk)rstellangen der vorigen Kapitels 
zurtlckgreifen. Im Sinne derselben Mnnen wir die einmlne Xa- Sub- 
stitution : 


n— 1 


’) Sofern nicbt gerade n durcb 3 teilbar ist und zugesetzt wird. 
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wie wir sie in den voranfgehenden iParagrajglien geicannen, als eine Trans- 
formation des singuldren Coordinatensy stems der Normalcnrve Cn auf- 
fassen, wolei wir dann offenbar nq)(;n)7lj(n) be^. ng)(2n)ij(2n) oder endlich 

— 9?(4w)^(4^) mit dnander gleichberecJitigte singidllre Coordinatensysteme 

gewinnen. Die oben ausgesproclienen Satze aber besagen alsdann: Alle 
diese Coordinatensysteme batten sich aus 7tiir ip(n) bez. 'ip{2n) imterschie- 
denen Coordinatenpolyedern anf^ je tiaclidem n nngerade oder gerade ist, 
womit der oben (p. 252) filr n == 3 direct gewonoene Satz verall- 
gemeinert ist. 

Andererseits konnten wir die Sabstitutioiien (1) als eiiie Gnippe 
von Collineationen desjenigen Raumes i in sicli interpretieren, in 
dem wir iins friilier die Normalcurve G„ gelegen dacliten. Hierbei 
wiirde man sagen miissen, dass das einzelne Coardinatenpolyeder immer 
dtirch die 7tcp{n) bez* n(p(27i) oder 7iq){4cti) Operaiionen einer gewissen 
in der Gesamtgriippe entJialtenen Untergruppe in sich Ubergefuhrt wird. 
Die in Rede stehende Collineationsgruppe konnte man nun weiter mit 
den 2n^ Collineationen der Normalcurve Cn in sich zu einer umfassen- 
deren Gruppe combinieren und wiirde solcherweise allgemein zu Ver- 
haltnissen gelangen, wie wir sie oben (p. 252 u. f.) fiir = 3 aus- 
fiihrlich beschrieben haben^). Wir gehen auf dieselben hier nicht 
noch einmal besonders ein und verweisen auch betrefifs der Beziebung 
dieser Gegenstande auf die friiher (p. 2 u. f.) allgemein den elliptischen 
Functionen zu Grunde gelegten gruppentheoretischen Principien auf 
unsere Auseinandersetzungen uber n = 5. Vielmehr bleiben wir hier 
einzig bei den Modulsubstitutionen und damit bei den in den vorauf- 
gegangenen Paragraphen gewonnenen Gruppen Gn(p{n)ipin)> 

Ifiir einige unter den mod. n bez. mod. 2n incongruenten Modul- 
substitutionen konnen wir die Wirkung auf die besonders leicht 
angeben. Es sind dies die Substitutionen: 

€o' = -j- = a“"^a ?2 (mod. 7i bez. 2w), 

bei denen, um es nochmals geometrisch auszusprechen, das Coordinaten- 
polyeder der in sich selbst transformiert wird. Bei der bekannten 

Dabei ware es wohl zweckinassig, der geometrisch en Betrachtung nicht 
die elliptische Curve zu Grunde zu legen, welche durch die Verhaltnisse der 
vorgestellt wird , insofern man allein das u als einen Parameter betrachtet, son- 
dern gleich das zweifach msgedehnte Gthilde^ welches durch die Verhaltnisse der 
X^ definiert wird, insofern wir in ihnen alle drei (homogen vorkomniende) GrSssen 
iij cog als Parameter ansehen. Dieses Gebilde geht dann durch die samtiichen 
Operationen der im Texte genannten Gruppe in sich uber. — Im Falle n — 3 
failt das in Rede stehende Gebilde schlechtweg mit^der Ebene der X^ zusammen. 
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Wirkung der Substitution 8 (cf. Formel (15) p. 296 und (12) p. 299) 
werden. wir namlicb. alle diese Xa-Substitutionen leickt hinsckreiben 
konnen, wenn wir angegeben haben, wie sich Xa bei Ausubung von 

(2) cog' = cog ^ (mod. n bez. 2n) 

verbalt; eine Operation^ die wir fiir den Augeublick U nennen mogen'^). 
Die Falle ungerader n bebandeln wir nun auf Grand der Darstellung 
(10) p. 279 fur die wir selien unmittelbar^ dass der Substitution V 
die X«- Substitution 

(3) x; = 4:X,« 

entspreclien muss^ wobei der moglicberweise eintretende Zeicbenwecbsel 
von den ^'-Teilwerten in (10) p. 279 herriibrt. In der That ist das 
noch unentschieden gelassene Vorzeichen in (3) identiseb mit dem frag- 
lichen Vorzeichen in der Formel: 

^ n — 1 n — 1 

TJ 4'^®’ = i TJ f‘ • 

.a=l = l 

Fur gerades n gelangt man vermoge einiger Zwischenrechnungen auf 
Grand der Formeln von p. 287 gleichfalls wieder zur Gestalt (3) der 
Xa-Substitution ZI, Dass tibrigens fur die vorgelegte Modulsubstitution 
das Vorzeichen der rechten Seite von (3) unabhangig von a fiir alle 
n Grbssen Xa dasselbe ist, schliesst man leicht aus friiheren Formeln. 

Setzt man namlich in Xa{u) — 'k • Xaa{^) fnr n den Wert w + — ^ 

so kommt unter Benutzung von (12) und (III) p. 263 u. £ nach kurzer 

Reclinung X^_i = A;X«(a— i)*, man halte diesen Umstand fiir spater fest. 

Das fragliche Vorzeichen in (3) bez. (4) woilen wir jetzt nicht mehr 

allgemein^ sondern nur in demjenigen Falle bestimmen, der von jeher 

unsere besondere Beriicksichtigung verdient hat, namlich fiir ungerade 

Primzahlen n = g. Fiir diesen Pall bemerke man, dass mit fc = 1, 2, • • 

- auch ayi ein System von Zahlen durchlauft, von denen 

z z 

keine einer anderen, so wie auch keine einer negativ genommenen an- 
deren modulo q congruent ist. Ist daher = + 1 oder = — 1, je 
nachdem der absolut kleinste Best von modulo q positiv oder 

negativ ist, so werden die Zahlen modulo q reduciert, 


Man wird die jetzige Substitution JJ kaum mit der im ersten Bande 
p. 58 u. £ so benannten Modulsubstitution verwecbseln. 
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von cler Reihenfolge atgesehen auf 2, * • zuriickkommen. D 

iiberdies 

Po, a u = Po, a fj. Pi. 

ist, so ergiebt Formel (4): 

^ — 1 9 — 1 9 — 1 9—1 

2 '2 2 2 

(5) Jf e^u • po,«<f<?^ = J[ * XjI" ~ i 1 1 
,« = 1 ^ = 1 = 1 ~ 2 

wahrend andrerseits, wie wir eben saben^ 

9—1 9—1 9 — 1 9 — 1 

2 ^ ^ 2 2 2 

J J a{ieu = a ^ fi. • YJ[ e„ = ^ J {i, (mod. g) , 

,u = 1 11 = 1 f.i = L II = 1 


9-1 

JJ e„ = a“ = (-2-) , (mod. q) 

(.C = l ^ 

ist^, Tinter das Legendre’sche Zeicben verstanden. Im Falle eine 

tmgeraden Pnmmlil n = q ist daJier die Wirhmg der Moduhiibstikdio 
U auf die angegeben durcli die Formel: 

( 6 ) 

Wablen wir alsO; was zweckmassig ist^ a als Priniitivwurzel von t 
so gilt in (3) fur diesen Fall das untere Zeicben. 

Bei der woblbekannten Struetur der zur bomogenen Hauptcongruens 
gruppe Stufe geborenden endlicben lasst sicb jetzt di 

gesamte Gq(^--i) der X«- Substitutionen iibersicbtlicb aufsebreibei 
Bereits in I p. 705 baben wir fiir q = 1 die gesamten incongruente 
Substitutionen aus S, T, U in der bier in Betracht kommenden Weis 
bergestellt. Genau wie damals bilden wir jetzt: 


Oder explicite gescbiieben: 

(3) 


S^TS^ = 


/ay I, g — 1 ) 

ar^g 



und baben damit die gesamte Gruppe der mod. q ineongruenten Sol 
stitutionen angegeben. Fieser Anfmhliing entspreeJiend findet man «< 
fertige Gestalt der Xa'- Gruppe fur ein primmliliges n — q: 

a{q-^a) 


(9) (Sf^U-) X/ = {-iys 
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(10) is^TSf^jj') Xa'=={-iy-'-^^s ^ ^ 2 x«v 

Hierbei sind die unter (9) aufgeMirten Substitutionen diejeiiigen, welcbe 
das siBgulare Coordinatenpolyeder der in sich transformieren. 


§ 10. Exenrs -liber die Snmmen von Gauss. 

Aus den Uberlegungen am Anfang des Kapitels wussten wir, dass 
die Xa-Substitutionen 8 und T durcb Combination tiud Wiederbolung 
nur zu einer endlieben Zahl unterschiedener neuer Substitutionen fiih- 
ren konnen. Mittlerweile baben wir die Goefficienten der X^j-Sub- 
stitutionen 8, T aus der Irrationalitat nnd Einheitswurzeln auf- 
gebaut und miissten daraufhin aucb ausserlich die Endlicbkeit der 
Xa-Gruppe aus Eigenschaften dieser Substitutions eoefficienten einseben 
konnen. Statt dessen diirfen wir aber aucb die Sacbe gerade um- 
kehren und aus der Endlicbkeit der X^^-Gruppe Eigenschaften der 
Substitutionscoefficientcn der Xa-Substitutionen folgern, Thatsacblicb 
bat dieser Standpunkt Interessej denn wir erbalten solchergestalt jene 
Relationen wieder, welcbe Gauss in der Theorie der Kreisteilung auf- 
stellte, und die sicb auf die sogenannten Gauss^scben Summen be- 
zieben^). Die Kenntnis dieser Summen ist ohnedies ftir uus wiinschens- 
wert, und wir benutzen dieserbalb die vorliegende Gelegenbeit, die- 
selben abzuleiten 

Indem wir zuvorderst n als eine beliebige ungef'ade Zabl voraus- 
setzen, berecbnen wir uns aus (15) und (16) p. 296 durcb Combination 
die Wirkung der Substitution (8 T) auf X^. Die entspringende For- 
mel wiederbolen wir einmal und finden insbesondere fiir X^i 


(1) (ST ST) 


- n — 1 [ n — 1 

^ a=0 


Nun ist STST = TS'^^, und also muss die Substitution (1) ideutiscb 
sein mit der nachfolgenden: 






Man sebe die Original schrift: Summatio quammdam serierum singularium, 
Ges, Werke, Bd. 2 p. 9 , sowie weiter Dirichlet-Dedekindy ZahlentJieo 7 'ie^ 
Supplement 1. 

**) Die im Texte zu gebende Entwicklung der Gauss’scben Summen ruhrt 
Yom Herausgeber her. 
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Setzen wir also z. B. die in (1) und (2) reehter Hand als Ooefficien- 
ten von Xq eintretenden Ausdriicke einander gleich, so folgt: 

n — 1 

(3) (— i) 2 = 

a=0 

Das einzelne Glied dieser Eeilie andert sieli niclit, wenn wir a um 
ein Vielfaches von n andern. Hiervon maclien wir Gebraueli, indem 
wir a = 2cc substituieren iind nun a ein Restsystem mod. n dureli- 
iaiifen lassen. Unterdriicken wir dann gleich wieder den oberen Index 
bei a und schreiben statt des s ausfiihrlich seine Bedeutung, so 
Icommt als Gaiiss’scJie Summenformel im Falle eines imgeraden n: 


(4) 


(— 0 ^ Vn 


a=0 


wobei ]/?^ natiirlicii gerade wie in den X^-Substitutionen posiUv zu 
nehmen ist. 

Ganz alinlieh verfahren wir im Falle einer beliebigeii geraden 
Zahl n. Aus (12) und (13) p. 299 entspringt durch Combination als 
Substitution {STy fiir 


(ST8T) Xo' = 


1 .4 




ce=0 


wakrend man andrerseits fiir TS~^ die Gestalt findet: 


(TS-^) 


Xo'=^£ ~»yxss ^ 

yn 






Indem man bier wieder die beiden Coefficienten von X^ recliter Hand 
identisch setzt^ entspringt als eine Gauss'sclie Summenformel fiir gerades n 
die nachfolgende: 

Tti „ 


( 5 ) 




ya 


tt — 0 


7ti 

u = 0 


ode/r in efwas anderer Gestalt: 

(6) . yn == e 

Offenbar konnen wir Formel (5) auch in die Form setzen: 

. . ^Tii ^ 

a ==0 

Schreiben wir hier statt 2n gleich wieder n, so wird n eine hdiehige 
durch 4 teilhare Zahl sein; fiir alle diese n gilt die Formel: 

K loin- Erick e 5 Modulfunctioiien. IL 20 
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(7) (l + 0T/«=2e““'. 

a=0 

* Die Formel (4) pflegt man zunaclist in einer etwas anderen Ge- 
stalt anzugeben. vSchreiben wir im Anschluss an Diriclilet-Declekind L c. 

(8) gjQ), n)=^e ” , 

a = 0 

SO ist es der Wert von (p (2, n\ welchen Form el (4) angiebt, wogegen 
-man fiir gewohnlich zunachst zu bestinimen pflegt. Wir 

wollen Her aber im Anschluss an diese Benierkung unsere Entwicklung 
fur die ungeraclen n dahingehend etwas weiter ausdehnen^ dass wir 
iiberhaupt den Wert von n) fiir irgend welches gegen n relativ 
prime p angeben wollen*, in der That werden wir spater die entstehen- 
den Formeln notig haben. Wir mtissen dabei schrittweise verfahren^ 
indem wir n erstlich als ungerade Primzahl g, sod^nn als Potenz 
einer ungeraden Primzahl q, endlich als beliebige ungerade Zahl an- 
nehmen, Zugleich mtissen wir bei dieser Entwicklung noch neben 
dem gewohnlichen Legendre^selien Zeichen das gleichfalls in der Theorie 
der quadratischen Reste gebrauchte Jacobi^sche Zeichen benutzen, an 
dessen Definition wir hier kurz erinnern. Isi die Zerlegung der un- 
geraden Zahl n in ihre Primfactoren durch 

n = q ' q • q' ‘ ‘ • 

gegeben, wo natiirlich die q^q',^-- in beliebigen Reihen identisch 
sein diirfen, so schreiben wir mit Jacobi"^): 

p dabei in der bisherigen Bedeutung einer beliebigen gegen n primen 
Zahl gebraucht. Die Gesetze^ welche fur das Jacobflsche Zeichen (9) 
gelten, sehe man in Dirichlet-Dedekind p. 104 u. f. der 3. Aufl. 
nach; wir merken insbesondere an: 

( 10 ) 

des weiteren aber die ftir ungerades p giiltige Formel: 

(11) ©©-(-i)’^-'-^. 

welche das verallgemeinerte Reciprocitatsgesetz zum Ausdruck bringt. 
Nach dieser Zwischenbemerkung kehren wir zn unserer vorhin 


Man sebe die Monatsbericbte der Berliner Akademie von 1837. 
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aufgeworfenen Frage Bach dem Werte von g){pj n) zuriick und wahlen 
n zuvorderst als ungerade FrimBoJil n = q, Hier besteht die Gleichung: 

9-1 


(12) 


9 — 1 J 

2‘" 


- *5^ 


(f )2 


e 9 


wie man im Falle eines qnadratischen Restes p von q unmittelbar 
sieht, wahrend man bei einem Nichtreste p nur auf die Identitat 

1 -1- £ 4“ H h = 0 zu reeurrieren braiicht. Setzen wir p = 2, 

so folgt aus (12) und (4): 

9 ( 2 , 2 ) = « ^ • 9 ( 1 , 2 ) = (— i) - Vq.- 


Indem wir liieraus ^(1,^) berechnen, dann aber gleich aufs iieue (12) 
anwenden, entspringt das Resultat: 


9(p,2) == (f-) ^ ^ Ya- 


rn 

1st zweitens n FrhmdiiLpotmB mit so zerlegen wir die 

Reihe 9 {p, q^) in zwei Teile, wie folgt: 


2i7t 


* r/ - 


/t^=0 


Hierbei bezieht sick die Summe fiber a auf alle q^''^^{q — 1) modulo q^ 
incongruenten und gegen q relativ primen Zahlen a. Die Zahlen p(F 
durehlaufen dabei mod. q^ zweimal das System derjenigen 

Ir-Hs-i) 


Zahlen j die in Bezug auf q im quadratischen Charakter mit p fiber- 
einstimmen Eben dieserhalb kann die fragliche Summe bei wech- 
selndem p nur zwei verschiedene Werte annehmen^ deren einen wir 
erhalteU; wenn wir ffir p einen Rest R von q einsetzeU; wahrend der 
andere ffir einen Nichtrest p = N entspringt: uberdies sieht man 
leicht, dass die beiden in Rede stehenden Werte nur im Zeichen unter- 
schieden sind^ ein Umstand^ auf welchen wir sogleich zurfickkommen, 
Vorab setzen wir die letzte Gleichung in die Gestalt: 

2f tT ^ 

(14) = + a- 9 0, 2’'“") 

a 

und ziehen aus (13) den Schluss, dass <p{pj q) bei wechselnden J7 aiich 
nur die beiden Werte q) und (p{Nf q) annimmtj wahrend q){pj 1) 

direct gleich I ist. Durch Recursion folgt jetzt aus (14): Audi ^(p, q^') 


') Cf, Dirichlet-Dedekind, p. 81 u. f. der 3. Anfl. 


20 
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ninimt hei jedem beliebigen v den wechselnden Werten p gegenilber nur 
die mmi Werfe cp^B^q^) and <p(Nygi^') 

Um diese Werte zu bestimmen^ folgern wir aus (14) die neue 
Recursionsformel : 

(15) q>{E, r) + g^(N, q^) = cq {q>{R, q^-^) + q>{N, q^-^) } 
uiid erinnern zugleieli an: 

(p{Ri q) + (p{^i l) = ^(-^j 1) + 1) “ 

Hier ist also zu unterscheiden, ob v gerade odei' ungerade ist; schrei- 
ben wir demnacb v — 2fi bez. = 2fi + 1, so liefert (15): 

(16) <p(B, + <p(N, q^f^) = 22^ 

(17) . </"+") + 9{N, = 0. 

Da das Quadrat einer ungeraden Zahl mod. 8 mit 1 congruent ist, so 
folgt aus (4) als Wert von (p(2, q^f‘) einfacb d. i. gerade die 
Halfte der reebten Seite von (16). Man hat also aus (16) und (17) 
den Sehluss zu ziehen: 

g,(W,gQ = (- l)'>(i2,2‘), 
wofur wir auch schreiben konnen: 

<piP> 2”) = ( 7 )^( 1 » 2”)- 

Eehren wir zur Bezeiehnung q" = n zuriick, so tritt jetzt rechter Hand 
das Jacobi’sche Zeichen ein: 

( 18 ) = (7) 

Hier seize man endlicL. j) == 2^ benutze den aus (4) bervorgebenden 
Wert von (p(2^n)y sowie andrerseits die Formel (10). Es ergiebt sicb 
daraafhin der Wert (p(lfn), sowie dann weiter dureb nocbmalige 
Benutzuiig von (18) die fiir JPrimmlilpote^izen n allgemein guUige Formel: 

(19) (p {p, n) = ^ ^ ■)/«; 

dieselbe begreift die Gleicbung (13) als Specialfall in sicb. 

Die Sacblage ist nun die, doss die Formel (19) iiberliatipt fiir beliebige 
ungerade ZaMen n in GultigTceit bleibt Sind namlicb m und n ungerade, 
relative Primzablen und p prim gegen mn, so wird die ganze Zabl y 
gerade ein voiles Restsystem mod. mn durcblaufen, wenn wir 

7 = ma + 

setzen und cc ein voiles Restsystem mod. n, ^ aber ein seiches mod. m 
durcblaufen lassen, Daraus folgt; 
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( 20 ) 


P • ^ 4 - «“ 

■■ Xr ^ 

(f, li 



„ 21 It „ 

ft- n P 

. 2^ e 

i 


wofiir wir aucli sdireiben konnen: 

(31) 9^(P; n) • (p(jip, m). 

Man setze nun, dass (19) fiir unsere jetzigen m^n giiltig sei; alsdaiin 
ist offenbar Formel (21) in anderer Gestalt gescbrieben: 


^0, ,»„) _ (f) (i) (^)’ (A)y=. 

Wendet man liier endlicli nocli Pormel (11) an, so folgt: 


9(i9, mji) =(--) *■' - ’ Vnin, 


womit unsere Bebauptung der allgemeinen Giiltigkeit von (19) fllr 
ungerade Zablen n sicb bestatigt hat. 

Analoge Entwieklungen konnte man an die fiir gerade n gtiltigen 
Formeln (6) und (7) kniipfen; wir haben dies aber fiir unsere ferneren 
Zweeke nicht unbedingt no tig. 


§11. Isomorphe Bezielmng der Xa-Grappe anf sich. selbst bei 
Ersatz von s dnreli 


Als eine erste Anwendung des eben beendeten Escurses ilber die 
Gauss’schen Sumnien entwickeln wir hier eine bemerkenswerte Art, 
die Xa-Gruppe holoedrisch isomorph auf sich selbst zu bezielien, Wir 
mlissen zu dem Zweck wieder eine kleine arithmetische Betrachtung 
vorausschicken. 

Die Coeffieienten der Xa-Substitiitionen enthielten an irrationalen 
Bestandteilen neben den Einheitswurzeln im Falle eines ungeraden 

71 — 1 

n auch noch die Irrationalitat (— i) ^ ]/«, bei geradem n jedoch 
einfach Yn. Wir Icdnnen diese heidm Irrationdlitdten selbst imeder durch 
Einheitswurzeln ansdriichen. Bei ungeradem n gescliieht dies einfach 
durch Pormel (4) des vorigen Paragraphen; bei geradem n konnten 
wir die Formel (6) brauchen, ziehen indessen einen indirecten Weg 
vor. Man nenne namlich m den grossten ungeraden Teller von n und 
schreibe n — 2^ • m\ man setze alsdann im Falle einer geraden Zahl v: 


(1) 

dagegen fiir einen 

( 2 ) = 



ungeraden Exponenten vz 

■j;—l / Tti jti\ m—1 / m — 1 

2 2 . _j_ g * ) . i ^ -[i 2 
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Da m ungerade ist, so konnen wir jedesmal die letzte Klammer in (1) 
and (2) durch Einheitswurzeln ausdriicken; insgesamt ist also in 
(1) bez. (2) ein Ausdruck von ]/n in bez. Einheitswurzeln 

gewonnen^ je nachdem n durch 4 teilbar oder das Doppelte einer 
ungeraden Zahl ist. 

n — 1 

Fiilirt man nun die fur (— ^)~]/« bez. Yn angegebenen Aus- 
driicke in die Xo-Substitutionen ein, so sind die Coefficienten dieser Suh- 

2 i 7t 2 i It 

stitutionm mmeriscli rational aus der EinJieitswimel e ” oder e oder 

2i7t 

aufgelaut, je nachdem n ungerade oder durch 4 teiTbar oder endlich 
das Doppelte einer ungeraden Zahl ist, Man wolle jetzt fiir den Augen- 
blick von der Bedeutung der Xa als Functionen von u, ganz 

absehen, fasse diese Grossen vielmehr nur als n Variabele auf^ welche 
die charakteristischen, eine Gruppe bildenden Substitutionen mit nume- 
rischen Coefficienten erfahren. In diesen Substitutionen denken wir uns 

2 in 2in 2 in 

dann die gerade zu Grunde liegende Einheitswurzel e '' bez. e^^ , e~^^^ 

2i n 2 in 

durch irgend eine andere primitive Einheitswurzel e ^ bez. e ^ ^ etc. 
ies gleichen Grades ersetzt, und man wird alsdann ohne weiteres aus 
der Irreducibilitat der Kreisteilungsgleichung den Schluss ziehen, dass 
die so entspringefiden neuen Xa-SubstittiUonen toiedenm eine Gruppe hilden, 
welche mit der ursprilnglichen Xa- Gruppe holoedrisch isomorph ist"^), 

Um wenigstens die Erzeugenden dieser neuen X^-Gruppe ausfuhr- 

n — 1 

licli anzugeben, werden wir die Irrationalitat ( — i) ^ Yn bez. ]/^^ 
*doch nicht explicit durch ihren Ausdruck in Einheitswurzeln ersetzen 
wollen; wir untersuchen vielmehr gleich, wie sich die fragliche Irra- 
tionalitat bei dem vorzunehmenden Ersatze der Einheitswurzel verhalt. 
Fiir ungerades n geben die Entwicklungen des vorigen Paragraphen 

n — 1 2z n 

hier unmittelbar die Antwort, dass ( — i) ^ Yn bei Ersatz von e ^ 

durch e ^ den Factor ^^j'^ekommen muss; die Erzeugenden Sj T 
der neuen Gruppe sind also fiir ungerades n: 

Dieser Ersatz der Einheitswurzel in den Substitutionscoefficienten durch 
eine primitive Einheitswurzel desselben Grades wurde zuerst von Hrn. Kron- 
ecker verwandt, und zwar in der Theorie der Jacobi’schen Gleichungen; man 
sehe Kronecber’s Mitteilungen iiber algebraische Arbeiten in den Berliner Monats- 
berichten von 1861. 
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( 3 ) 


ce(/i — «) 


iS) 

n 1 

(T) 



Im Falle eines gemden n ist naturlich jp ungerade, und tier mussen 
wir vorerst anf die Formeln (1) und (2) zurlickgreifen. Um auf (1) 

2i7t 2i7f in — 1 

einzugehen, so wird beim Ersatz von durch. e offenbar i ^ 

p — 1 m — 1 m — 1 

den Factor ( — 1) ^ ^ bekommen, ( — i) ^ Y m aber den Factor 

Die Irrationalitat YTi geht also in sich selbst, niultipliciert mit 

« (-ir '^©-©-(1) 

iiber, wobei man die in (4) vollzogene Umgestaltung dieses Factors 
sofort vermoge (11) p. 306 verificiert Von (2) aus kommt man durch 
eine analoge Uberlegung leiclit zu dem gleichen Resultat und hat also 
als Erzeugende der neuen X«-Gruppe ini Falle eines geraden n: 


(5) 


(S) 

1 

(T) 

Z„'= 




Es ist nun sehr bemerkenswert; dass die Substitutionen der neuen 
aus (3) bez. (5) entspringenden X^-Griippe in ihrer Gesamtheit von 
den Substitutionen der urspriinglichen Griippe gar nicht verschieden 
sind; einzig die Anordnung ist eine andere geworden, so dass wir liier 
gerade so viele isomorpJie Bemehtmgen der Xu-G-nippe auf sich selbst 
hennen gelernt habmi, als es mod, n be 0 . 2n oder 4n incongruente, gegen 
den Zaldmodul n be^. 2n, 4n relativ prime Zahlen p giebt Die hierbei 
eintretende Frage aber ist^ ob diese isomorphenBeziehungen derX^-Gruppe 
auf sich selbst von der Art sind, wie wir sie in I (cf. p. 261) durch 
Transformation vermoge der Modulsubstitutionen herstellten; wir werden 
fiir diesen Fall hernach offenbar auch sagen konnen, dass die fragliche 
Beziehung der Xa-Gruppe auf sich selbst durch Transformation mit 
einer in dieser Gruppe selbst enthaltenen Substitution darstellbar ist. 
Dm hieriiber zu entscheiden, bemerke man^ dass beim einzelnen der 
Substitution 8 ihre Potenz zugeordnet ist. Die Transformation 
konnte also nur durch eine solche Modulsubstitution F geschehen sein^ 
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die derselben Untergruppe fyj^n) angehort, wie Da uberdies S 

iiatiirlicli mit sich selbst gleiebberecbtigt ist, so werden wir V als 
eiae Modulsubstitution annebmen durfen^ die mod^ n bez. (im Falle 
eines geraden n) mod. 2n mit 

Ct)/ = , co^ = f?o>2 

congraent ist. Transformiert man jetzt die urspriingliclie Gruppe durcli 
dieses F, so folgen aas (3) p. 302 nach leichter Zwischenrecbnung 
als Erzeugende der transformierten Gruppe die Substitutionen (3) bez. 
(5), wenn wir uns in denselben (P an Stelle von gescbrieben denken. 
So iiaben wir das Resultat erbalten: Niir wenn p mod. n mit einem 
Quadrate congruent ist, Idsst sich die dem p mgeliorige isomorphe Be- 
0 iehung der Xa- Gruppe aiif sich selbst durch Transformation vermoge 
einer ihrer eigenen Substitutionen herstellen. 1st also im speciellen n eine 
Primzabl, so kann die Halfte aller (n — 1) isomorphen Beziehnngen in 
der biermit gekennzeicbneten Weise bewirkt werden. Erwabnen wir end- 
licb nocb als besonders einfacbe Eigenscbaft der Primzablen n der 

Form Ah + 3; dass fur sie die nocb riickstandigen — Beziebungen 

durcb Transformation vermoge gewisser Modulsubstitutionen Biveiter 

Art erzielt werden konnen 

(1 

§ 12. Die Su'bstitntionsgrappen der Modulformen yu nnd die 
bei nngeradem n anftretenden ‘biquadratiseben Belationen der 

Die einfacben gruppentbeoretiscben Eigenscbaften der Functionen 
Xa{u 1 GJi, 02 ); welcbe wir mittlerweile aufgefunden baben^ liefern uns 
nun aucb fiir die Modulsjsteme ya, etc., die wir aus den Xa 
ableiteten, wicbtige Eigenscbaften. In der That entspringt obne weiteres 
der fiir alles Folgende fundamentale Satz: Jedes der fraglichen Systems 
von Modtdformen substikiiert sich bei AusUbung einer beliebigen Modul- 
substitution geschlossen linear mit numerischen Coefficienten. Wir wollen 
diesen Satz fiir die einzelnen Modulsysteme specificieren, indem wir 
dabei insbesondere jedesmal die erzeugenden Substitutionen S und T 
der entspringenden Substitutionsgruppe nambaft macben. 

Um wieder mit den ungeraden n zu beginnen, so batten wir bier 
erstlicb das System der Modulformen n^"" Skife ^ 2 ) 

Dimension — "• Die Wirkung der Substitutionen S und T giebt 

Man sebe die Entwicklungen in I p. 460 11 . f. 

Man vgl. hieriiber I p. 445. 
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man vermoge der Gleicliungen (13) p. 267 aus (15) und (16) p. 296 
leiclit an; wir finden: 


«(»—«) 


( 1 ) 

{S) 

0a' = £ ^ , 

n — 1 

( 2 ) 

{T) 

— y n • ^a — i ^ ^ 


Daran reiht sicb. das System der Modulformen y^^ yi^ . - Vn — i 

" ”'2 

von der Dimension — . Ihr Verbalten gegeniiber S iind T ist ge- 
geben diircli: 

a (n — a) 

(3) (S) = 

n — 1 

(4) (r) yn-yj = i ^ (?/o + ^ (s’^^ + B-^^)y^ 

\ (i=i 

Es ist hier weiter die Frage, ob die aus (1), (2) bez. (3), (4) ent- 
springende Gruppe linearer bez. j/a-Substitutiouen auf die X^-Gruppe 
boloedrisch oder meroedrisci. isomorpli bezogen ist. Soli letzteres der 
Pall seiu; so muss in der Gmp^ der modulo n incongruenten homo- 
genen Modulsubstitutionen eine ausgezeichnete Untergruppe entbalten 
seiuj deren Substitutionen samtlicbe bez. ya imverandert lassen. Es 
folgt aber aus der Eigenart der Xa (vgl. insbesondere (II) p. 264 und 
(3) p. 267) leicht, dass diese ausgezeichnete Untergruppe nur aus den 
vSiibstitutionen und 1 bestehen tann, und gegeniiber T‘^ zeigen die 
ya das naclifolgende Verbalten: 

(T^) = (^ 1)^ , y: = (- y a , 

wie aus ibrer Dimension obne weiteres folgt. Darin liegt das Re- 
sultat: Ist n eine tmgerade Zalil der Form '>^ == 4/i + 1 , so ist die 
^a-Grupjge von der Ordmmg nq)(n)'tl^{n) ^ die ya-Gnippe dber von der 
Ordmmg ; ist ^^ = 47i — 1 , so haben wir tmigehehi eine 

^4-n(pyj B a- Substitutionen und eine Gncp-tp 'oon y a- Substitutionen. Dass 

die bier wiederliolt auftretende mit der Gruppe modulo n unter- 

scMedener nicbt-homogener Modulsubstitutionen boloedrisch isomorph 
ist; brauchen wir kaum noch zu betonen. 

Fur die Modulformen Xaj Wa etc. kommen abwechselnd immer 
wieder dieselben Verbaltnisse zu Tage, wie bei Za ^iid ya^ Wir brauchen 
demnach hier^ sowie auch sogleich bei geradem die soeben aus- 
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gesprochenen Satze niclit noehmals fur die Xa etc. besouders zu for- 
mulieren. — 

Bei geradem n kennen wir erstlicli das System der Modid- 

formen ( — 2^®^ Dimension 0 q, der Stufe 2n bes. 4^ und 

sclireiben aus (12) und (13) p. 299 unter Rilcksichtnahme auf (15) p. 267 
als Wirbung der Substitutionen S^ T auf dieselben ab: 

(5) (s) 

* M — 2 


(6) (T) -y«-s„' = 5o+ (-3)“^^ + + 

2 /^ = 1 

Daran reibt sicli das System der — Grossen y^, y^, . • . , y n ~-2 der 


Dimension — 3 imd der Stufe 2n te. 4n, flir welche wir entsprecbend 
das Verlialten finden: 


n — 2 


(8) (T) Yn • 2/; = ■ 

Sier ist die ^a-‘Grupjpe stets hemiedrisch, die ya-Gnippe aber holoedrisch 
isomorph auf die Qnippe der Xa' Substitutionen hexogen. — 

Unter unseren beiden Arten von Modulsystemen 0a t ya sind es 
namentlicb die ^a-Systeme, welclie sicb durcb ausserordentlicb einfaclie 
Eigenscbaften anszeicbnen; wir werden das bei unseren spateren Unter - 
sucbungen nocb wiederholt erfabren. Dieser Umstand ist wobl nament- 
lieh darin begriindetj dass die 0a im Innern des Dolygons Stufe 
niclit nur allentJialben endlich sondern auch von Nidi verschieden sind, 
wie aus ibrer Darstellung durcb die '^’-Funetionen (cf. Formel (2) p. 281 
und (2) p. 290) obne weiteres bervorgebt. Hieriiber binaus zieben wir 
gleicb nocb fiir die zu den ungeraden n geborendeu 0a ein wicbtiges 
Ergebnis aus den in (5) p. 268 aufgestellten quadratiscben Relationen 
zwiscben den Xa(u)- Indem tvir ndmlieh in den hiermit citierten For- 
mein u = 0 schreiben^ ergeben sicJi biquadratisclie Belationeny dnrch welclie 
die 0a der ungeraden n an einander gehnupft sind; die allgemeine Gestalt 
dieser Belationen ist: 

-j- 0a^-^Ui ^Cfa-f-u'a — ffi 0 . 
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Wir werden spllter wiederliolt anf diese Formel zurilckkommen imd 
werden in ihr insbesondere fiir n = 1 eben jene biquadratiscbe Glei” 
cluing wiedererlialten, durcb welche wir in I die bei der siebenten 
Stufe ansfiihrlicb untersuchte Curve 4^®^ Ordnung der darstellten 
(cf. I p. 701). 

Man konnte nunmebr wieder ganz unabbangig von der functionen- 
tlieoretiseben Bedeutung der Va an die Gestalt der Substitutioneii, 
welcbe die einzelneu Grossensysteme erleiden, ein Reihe von Betrach- 
tungen kniipfen; wir konnten z. B. das in obigen Pormeln auftretende a 
wieder durcli s'^ ersetzen etc. Wir nnterlassen das Mer und fugen nur 
nocb ein paar historiscbe Bemerkungen binzu. Natxirlicb tritt keine 
einzige dieser Griippen als solcbe in expliciter Gestalt in den alteren 
Arbeiten aiif, da frllher der Gnippenbegriff nicbt berrscbte. Gleicbwohl 

ist zu betonen, dass fur die Gruppe der Grossen bei nngeradem n 

bereits in Jacobi^seben Entwicklungen alle Ansatze beisammen sind; 
man sebe die ,jS^iite des notices siir les fonctions elliptiques^^ von 1828^); 

wo Jacobi - y -- Grossen A^—i angiebt^ aus denen sicb 

2 

die Wurzeln der Multiplicatorgleicbung in einfacbster Weise ziisammen- 
setzen*^'^); aus den beztiglicben Formeln JacobFs wiirde man unsere 
2 /crSubstitutionen der Gestalt nacb obne weiteres entwickeln konnen*^'^'^'). 
Dem gegeniiber ist die ;^Qj~Gruppe, in welcber die Differemen 
den Typus fiir die Substitutionscoefficienten abgeben, erst durcb Hrn. 
Klein aufgefunden worden. Man bemerke in der That, dass tvir Mer 
fiir n = 5 einfaeh mit den Ikosaedersnbstitutionen m thm halen (cf. I 
p. 631 (10)), dass 2 vir andrerseits fiir n — 1 direct aaf jene ferndren SnM 
stitutionen mrilcldiommen^ tvelcJie die in I untersucliten drei Moduln 
der Skife erfaliren (cf. I p. 705). Es sind dies die beiden Falle 
der in Rede stebenden Substitutionsgruppe der Za, die sicb zuerst 
dargeboten baben. Dass es aber moglicb sei, die Formeln der 5Vr 
Sub stitutionen, wie sie von diesen beiden particularen Fallen her be- 
kannt waren, fiir beliebige ungerade n zu verallgemeinern (wo alsdann 
die Gruppe (1), (2) entsprang) wurde von Hrn. Klein im Verlaufe der 
Abbandlung die Auflosimg geteisser Gleiclmngen vom 7^^ und 

Grade^^ Math. Ann. Bd. 15 (1879) angegeben. Das Substitutions- 


*) Werke Bd. 1 p. 255 u. f. 

Man sebe fiir n = 6 die Entwicklungen in I p. 645, fiir w == 7 aber 

I p. 723. 

Vgl. aucb die verscbiedenen Ausfubrungen fiber „Jacobfscbe Gleicbungen'^ 
in Ikos. p. 147, 149, 212. 
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system der Xa uud damit die Zusammengeliorigkeit der Substitutions- 
gruppen der - ^ - und Grossen ergab sicb. alsdann aus der Tbeorie 

der Normalcurvem Endlicli koniiten die bei geradem n eintretenden 
0cr und Gruppen aus den beziigliclien Entwicklungen von Hrn, Hur- 
witz*'^’) unmittelbar abgeleitet werden. 


Die Prage^ welcbe sich an die durclilaufenen Entwicklungen mi- 
inittelbar anscbliesst, ist nun^ wie sich die jetzt auf analytiscliem Wege 
(namlich aus iliren Reihenentwicklnngen) definierten Moduln 0ay ya, 
sowie dann auch weiter die Xa etc. in den niedersten Fallen n zu den 
in I Abschnitt 3 studierten Modulformen dieser Stufenzahlen n ver- 
halten mogen. Inzwischen schieben wir diese Untersuchung hinaus; 
denn, obschon namentlich die uberall Modulformen von besonderer 
Binfachheit sind^ so giebt es doch nocli andere sebr einfache und dem- 
nach besonders wichtige Moduln Stufe, deren Keniitnis wir uns 
jetzt vorab verschaffen wolleii. 

Man sehe die p. 260 genannte Abhandliing. 



Drittes Kapitel. 

BiMiiHg iieiier Pimctioneii Stufe diircli Piliiieare VerbindEiigeii 

der 

Die voB den elliptisclien Normalcurven gelieferten Functionen Xa 
iiaben wir in erster Linie deshalb betracbtet, nm aus ihnen Modul- 
formen ya etc. von einfacbem gruppentbeoretiscben Verbaiten ab- 
zuleiten. Wir werden jetzt neue Functionen Stufe von u, 
bilden, aus denen wir dann bernacb in genau entsprecbender Weise 
Modulformen Stufe herstellen. Diese neuen Functionen und Modul- 
formen Stufe werden sicb in gruppentheoretiscber Beziehung aufs 
directeste an die Grossen des vorigen Kapitels anscbliessen^ wie denn 
liberbaupt betont sein mag, dass die X^-Gruppe in ihrer allgemeinen 
Gestalt von § 11 des vorigen Kapitels, sowie im Anschluss daran die 
viererlei verscbiedenen Gruppengestalten von § 12 ebenda hinfort die 
fundament alste Rolle spielen werden. 

Was die Herstellungsart unserer neuen Functionen angeht, so 
werden wir dabei nicht etwa aufs neue fremde Hiilfsmittel beranliolen: 
die Functionen X« sind es vielmehr selbst, welche in eigenartigen 
Mlinearen Verbindungen die fraglichen Functionen liefern. Wir werden 
diese bilinearen Ausdriicke sogleich (in § 1) an ein paar einfaclisten 
Beispielen erlautern, um danach die allgemeine Bildungs weise derselben 
vorzubringen. Die fur diese Entwicklungen in Betraeht kommenden 
Litteraturnachweise werden wir zwischendurch namhaft macben. Wir 
bemerken jedocb gleich zum voraus, dass die bisherigen X^ und des- 
halb aucli die Za, ya etc. sich ungezwungen selbst wieder in den Kreis 
der neuen Grossen einordnen; es handelt sich also im Grunde nur um 
eine Erweiterung der bisherigen Resultate. 

Ein anderer Gesichtspunkt kommt hinzu; Die analytischm Dar- 
stellungen der Xa, 0a, ya etc., wie sie durch die Formeln des vorigen 
Kapitels gegeben werden, sind noch nicht in solchem Grade dureh- 
gebildet, dass sie die einfachste erreichbare Structur aufwiesen. Es 
ist vielmehr erst in diesem Kapitel^ ftir die gesamten zu be- 
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trachtenden Grossen Stufe ausserst durchsiclitige analytisclie Bil- 
dungsgesetze angeben werden, welcbe in einer merkwiirdigen Be- 
ziebung zu den gansmliligm hindren quadratischen Formen stehen. Es 
muss jedocb sogleicb gesagt werden, dass diese Beziebung zu den 
binaren quadratiscben Formen wesentlicb mitbegriindet ist durcb den 
particularen Entwieklungsgaug, den unsere Darstellung nimmi In der 
That wiirden uns trilineare Xa-Verbindungen in ganz gleicber Weise 
zu terndren quadratiscben Formen binfiibren u. s. wie wir denn aucb 
eine einzelne ^-Eeibe mit den ^^iindren^^ quadratiscben Formen in Be- 
ziebung setzen konnen. 

Die allgemeine Frage nacb analytiscben Bildungsgesetzen der Modul- 
formen ist ubrigens nocb in mebreren anderen Arten der Bebandlung 
zuganglicb, und wir mogen bier die Gelegenbeit benutzen, einige bisto- 
riscbe Bemerkungen in dieser Ricbtung einzuscbalten. 

Vor alien Dingen: Wabrend wir bier stets mit Potenzreiben nacb 
r arbeiten, konnte man aucb fur die Moduln boberer Stufen solcbe 
Entwicklungen nacb Teilbrucbreiben anstreben, wie wir sie in I p. 151 
fur und g^ angaben. Wir wiirden uns so denjenigen Massnabmen 
annabern, welcbe Hr. Poincare^*) ganz allgemein in der Tbeorie der 
automorpben Functionen zur Verwendung bringt. Der Grundgedanke 
dieser Entwicklungen, etwa fiir unsere Hauptcongruenzgruppe Stufe 

ausgesprocben, ist der folgende: Man wable eine rationale Form 
F{(x)^, (D^) und bilde, alien unendlich vielen Substitutionen 1, ... 

der entsprecbend , die Ausdriicke F{co^,(a).^), F 

F{v^{a3^, .... Haben wir F{G3j^y so auswablen konnen, dass 

die Summe aller dieser Ausdriicke eine absolut convergente Reibe dar- 
stelit, die iiberdies als Function von cog nicbt identiscb verscbwindet, 
so wird uns diese Reibe eine Modulform Stufe darstellen. — Diesen 
Ansatz, der fiir die allgemeine Tbeorie der automorpben Functionen 
von grosster Bedeutung ist, insofern man nocb kein anderes durcb- 
greifendes Bildungsgesetz fiir dieselben besitzt, konnten wir in unserem 
Falle umgeben, da uns die Tbeorie der doppeltperiodiscben Functionen 
durcbgebildete Hiilfsmittel obne weiteres zur Verfiigung stellte. Wir 
wiirden eben, um Formeln zu baben, mit denen man bequem recbnen 
kann, bei allgemeinen Stufenzablen mit den Poincare^schen Eeiben 
immer erst nocb diejenige Umwandlung in Potenzreiben nacb r vor- 
nebmen miissen, welcbe Hr. Hurwitz fiir die erste Stufe an den spe- 
ciellen Eisen stein' scben Reiben wirklicb vollzogen hat^^). 

Man seke die bez. Nacb weise in I p. 762. 

Man vgl. den ersten Teil der in I wiederbolt genannten Arbeit von Hrn. 
Hurwitz in Bd. 18 der Matbem. Ann. (1881). 
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Ferner aber: ist es uns auf irgend welclie Weise geltuigen, Modul- 
formen Stufe zu bilden, so gelingt es leiebt, aus ibuen solcbe 
Grossen zusammenzusetzen, welcbe bei den Substitutionen der 05 ^ 
ibrerseits die Substitutionen der Xa (oder verwandte Substitutionen) 
erleiden. Es geschiebt dies durcb ein einfacbes combinatoriscbes 
Prineip, welcbes Hr. Klein in Bd. 15 der Matb. Ann. (1879) aufstellt*)^ 
und von dem dann aucb Hr. Poincare bei seinen aligemeineren Unter- 
sucbungen Gebraucb macbt*^**^); man hat bei Anwendung desselben nur 
zuzuseben, dass die entstebenden Ausdriieke nicbt identiscb verscbwinden. 
Den biermit bezeicbneten Ansatz bat beztiglicb der und verwandter 
Grossensysteme Hr. Merer a in Bd. 25 der Matb. Ann. verfolgt (1884)^ 
indem er als Ausgangsformen Stufe die Teilwerte irgend welcber 
doppeltperiodiscber Functionen wablf'^'^**^’). Inzwischen scbeint es, dass 
einige der von ibm aufgebauten Ausdriieke identiscb verscbwinden*, 
jedenfalls ist die Sacbe noch nicbt so weit entwiekelt, dass von bier 
aus der directe Ubergang zu unseren Xa etc. moglicb ware. 

Die mannigfacben Entwicklungen endlicb, durcb welcbe Hr. Kron- 
ecker neuerdingsf) die Tbeorie der Modulfunctionen bereicbert bat, 
konnen wir leider nur nennen. Dieselben steben allerdings in unmittel- 
barster Beziebung zu unserer Gesamtauffassung; indessen wiirde eine 
ausfiibrlicbe Bespreebung zu weit von unseren zunaebst vorliegenden 
Zielen ablenken. 

§ 1. Die zwei- nnd drei-gliedrigen Bilinear verbindungen J?a 

der Xff. 

Da wir weiterbin immer mit den X^ versebiedener Ordnungen n 
zu tbun baben, so ist es notwendig, das 71 mit in die Bezeiebnung der 
Function Xa aufzunebmen; wir wollen in diesem Sinne des genaueren 
Xa^ sebreiben, so oft es zur TJnterscheidung wiinschenswert ist. 

Wir versteben jetzt zunaebst unter n eine beliebige tmgerade Zabl 
und zieben- die zwei Grossen sowie andrerseits die 2n Functionen 
beran. Wir bilden uns dann den folgenden zweigliedrigen Aus- 


Ueber die Auflosung gewisser Gleicliungen siebenten und aeliten Grades. 

Acta Matkematica. Bd. 5. 

Tiber einige JBildungsgesetze in der TJieorie der Teilung und Transformation 
der elli'ptischen Functionen. 

•f*) Man sebe insbesondere die neneren Bande der Monatsberiebte der Berliner 
Akademie (seit 1885), in welcben Hr. Kronecker die gemeinten Untersnebungen 
in einer grossen Reibe kleinerer Mitteilnngen entwiekelt bat, die immer den 
gleicben Titel Tbeorie der elliptischen Functionen^'' tragen. 
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druck^ der in jeder diesei beiden Grossenreiben linear und bomogen ist: 
(^1; Ao -<5-2a *T- -Ai 2s^2a+n‘ 

Um an das Wort Bilinearverbindung zu erinnern, bezeicbnen wir diesen 
Ansdruck knrz durcb Bay des genaneren aber (und zum Unterscbiede 
von weiterbin eintretenden Bildungen abnlicber Art) durcb Als 

Argumente cog der Grossenreibe denken wir die namlicben^ 

wie in X^^K Dagegen ist wtinscbenswert, das Argument in der einen 
unserer beiden X«-Eeiben nicbt sogleicb mit dem Argumente u in 
den Grossen des anderen Systems identiscb zu setzen. Indem Ba 
solcbergestalt eine Function der vier Grossen co^ wird^ be- 

balten wir uns eine etwas grossere Beweglichkeit fur unsere analy- 
tiscben Massnabmen vor. Wir konnen jetzt z. B. gleicb % fiir sicb 
gleicb Null setzen und legen also fiir die nabere Untersucbung die 
Grossen vor: 

(2) Ba — 0oXfa^ ^iXfa+ns 

wo und 0^ die beiden zu n = 2 geborenden Moduln des vorigen 
Eapitels sind. 

Man iiberzeuge sicb erstlicb, dass es gerade n unterschiedene Grossen 
Ba gieU; denn indem wir den unteren Index in (2) um n vermebren^ 
wird nacb Formel (I) p. 264 die Grosse Ba unverandert bleiben. 

Wir untersuchen demnacbst^ welcbes Verbalten die n Grossen Ba 
bei der Ausiibung der Modulsubstitution T zeigen. Die Grossen 0 ^, 0 ^ 
substituieren sicb bierbei in der folgenden Art: 

— 1/2 V = ^0 + ^1; — = — ^17 

wabrend man das Verbalten der X^^^^ aus der Formel (13) p. 299 ab- 
zuscbreiben bat^ indem man in derselben 2n an Stelle von n setzt. 
Es gebt demgemass Ba durcb T uber in 


^ { (%+ %) X + (^0 - %) X (- 1)^ ; 

^ fi=0 f 

2i7t 

wobei s die gewobnte Bedeutung von e ” bat. Da aber n ungerade ist, 
so ziebt sicb die rechte Seite der letzten Gleicbung sofort zusammen in 

/^==.o 

und daunt folgt das Ergebnis: 


(3) (T) 
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Bei Ausiibuiig von S zeigen unsere Grossen X das Verbalten: 


Tti ^Tti 






v(2«) 


Man findet also als W'irkung von S au£ die 'Ba' 
(4) B' = 


J5s‘ s?b/i demgemdss £u Us aiif emen Factor reproducieren^ wenn 

wir ilher die imgerade Zalil n jeM nocli die fernere Voraiisseizung maclien, 
dass sie von der Form (4A + der That wird nun 

(5) (S) = 


Schon jetzt ist deutlichi, dass sich das System der Ba gegeniiber 
alien Modulsubstitutionen gescblossen linear substituiert. Wir liommen 
aber geradem mr Xa'Gruppe aus § 11 des vorigen Kap,, tmd mmr Biir 
Gruppe niit p = 2 Buriiclc, wenn tvir die Ba noeli mit dem Factor A”^ 
normieren; Potenzen der zwolften Wurzel aus A werden wir ja den 
Moduln eines einzelnen Systems immer zusetzen diirfen, ohne die 
weseiitliche Eigenscbaft eines solchen Systems (sich gescblossen linear 
zu substituieren) dadurch zu storen, Zum Beleg der ausgesprocbenen Be- 
hauptung nenne man die normierten Ba etwa Ba, eine Bezeicbnung, 
die wir in der Folge bei ahnlicben Gelegenheiten immer wieder ver- 
wenden wollen. Es findet sich alsdann mit Rilcksicbt auf I p. 624 (4) : 


( 6 ) 


iS) 

(T) 


BJ = 

n — 1 


B, 


. 'S^ e-2a 

,<=« 




das sind aber in der That die Substitutionen (3j p. 311 fiir n = 4zh-\-^ 
und p = 2. Passen wir demnach zusammen: Fiir alle ungeraden Zahlen 
n der Gestalt n == Ah W ^ erfahren die mit A“"5 normierten Bilinear - 
verbindungen : 


(7) = 

die Xa- Substitutionen mit p — 2, 

Wir versuchen nun^ ahnliche Entwieklungen mit {^ragliedrigen 
Xa “Verbindungen anzustellen. Zu diesem Ende nehmen wir n prim 
gegen 3 an und bilden uns genau nacb Analogie von (1) den Ausdruck: 

/Q\ t^(3) _I_ Y'(3)-y(3«) I "yCS) ■^'(3?*) 

-A-o -Asa "1“ -Ai “T -A-2 


wobei wir jedoch gleich wieder das Argument % der ersten Grossen- 
reihe gleich Null setzen. Dann werden, wie wir wissen (p. 267), 
XP und — XP einander gleich, und zwar gleich der einen, fiir « = 3 

KLleiii-Fricke, Modulftmctionen. H. 21 
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auftretenden Grosse wahrend einfach yerscliwiiidei Es gilt also, 
die Ausdmcke: 

(9) (XL%„ - Zfji.) 

der naheren Untersucliimg zu unterziehen, als deren Anmhl man so- 

gleich wieder n ahzdlilt 

Die Pormeln (1), (2) p. 313 nehmen fiir den vorliegenden Fall die 
einfaelie Gestalt an: 


(10) (^) < = {T) V = 

woran wir weiter unten nock ausfuhrliclier zu kniipfen liaben. Einst- 
weilen beniitzen wir diese Formeln, urn das Yerhalten der n Grossen 
(9) bei S und T festzustellen und beginnen wieder mit der letzteren 
Substitution. Wir nibgen zur Abkiirzung den numerischen Factor, 
welcber in den X«-Substitutionen T, namlich in (16) p. 296 und (13) 
p. 299, recbter Hand vor dem Summenzeichen stebt, durcb (n) be- 
zeicbnen; dann findet man fiir Ti 


3 w— 1 / 

^S=S 0 


- (3a-f 71)/? 




2i7t . . \ 


was sicli sofort zusammenziehen lasst in: 

B n — 1 

B: = - ( 3 ^^) 2 (9^- Q-n ■ 

Alle Glieder mit durcb 3 teilbarem ^ werden bier verscbwinden; die 
zuriiekbleibenden 2n Glieder teilen wir in zwei Classen, je nachdem 
j3 = + 1 oder = — 1 (mod. 3) ist. Wir bewirken dies dadurcb, dass 
wir einmal 3^ n, dann aber 3j3 — n an Stelle von /3 setzen und 
bierbei immer ein Restsystem mod. n durcblaufen lassen. Nebmen 
wir endlieb nocb auf die offenbar gultige Gleicbung: 


( 11 ) 


Eiicksicbt, so wird die letzte Gleicbung iibergeben in: 

w — 1 

(12) BJ = - (f) i 1/3 • (3 «)X fi- ^ - Xf;Ln ) . 

Damit ist das Ergebnis gewonnen, dass die in (9) definierten Ba bei 
Ausubung von T die Substitution erfabren: 


(13) 


Ba' = — (y) *1/3 • (3 m) • X ®" 


•3a 




Weiter setze man nun erstlicb n als eine ungerade Zabl voraus; 
dann ist: 
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3n~l 


n — 1 

^ ■; und also — 

ysn 

0*1/3 .(3 

« — 1 .“"2 


so dass wir mit Rucksiclit auf die Formel (11) p. 300 die Substi- 
tution (13) in die fertige Gestalt umzusetzen liabeii: 


(14) (T) 




Um gleicli die Wirkmig der Substitution 8 auf die im Falle eiiies 
ungeraden n festzustellen, liaben wir obige Formel (10) sowie andrer- 
seits Formel (15) p. 290 zu benutzen. Fine leielite Zwiscbenrecbnimg 
ergiebt alsdann: 

_3 

2 B,. 

Um zu den X^-Substitutionen und damit zu Grossen Stufe zuriick 
zu gelangen, werden wir bier notigenfalls mit j/A normieren; wir 
scbreiben mit Rticksicht auf I p. 624 (3): 


(15) 


B.-B.A i flit » = 11 

Ba = Bu ftir n = 2 J 


Die somit normierten dreigliedrigen Bilinearverilndungen e^faJiren 

die Xa” Siibstikitionen mit j) = 3 tmd hilden als solclie ein System von 
n FtmcUonen Stufe. 

Man specificiere zweitens Formel (13) fiir gerade n. Da wird 

3») = - 

walirend man andrerseits fiir die Wirkung von S auf Be leiclit be- 
reebnet : 

(S) Bf 


Zu den Formeln (5) p. 311 wird man somit zuriickgelangen, wenii man 
folgende Normierungen Yornimmt: 


(16) 


^„ = B„A-*fiir «=11 
Ba — Ba a 1 fur 2) 


Die n solchergestalt gehildeten Grosien Ba erfahren dann wieder gegm-i- 
uber dm Modnlsubstitutionen die Xu^ Substitutkmm ihres n mit jp == 3. 
Das Grossensjstem (15), welcbes sicb auf die ungeraden, durcli 

21^ 
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3 nicht teilbaren Zablen n bezielit^ wurde wesentlich in der bier vor- 
liegenden Gestalt von Hrn. Klein in den ^jNormalcurven^^ (man sebe 
Form el (126) in § 15) eingefubrt. Es gelang dnrcb diese n Grossen 
die Verallgemeinerung jener Modulsysteme, welche wir in I bei n = 5 
xind 71 — 1 durcb A bezeicbneten, nnd welcbe uns seinerzeit die ge- 
staltlicb sebr einfacben Resolventen der A lieferten. Wir kommen so- 
gleich weiter imten auf diese Gegenstande nocbmals zuriick. Vorab 
baben wir auseinander zu setzen, in welcber Weise durcb Hrn. Hur- 
witz die in diesem Paragrapben skizzierten Entwicklungen verall- 
gemeinert sind'^). 

§ 2. Die drei Arten I, II, III von jp-gliedrigen Bilinearverbindungen 

der 

Bei der Yerallgemeinerung der bisberigen Uberlegung scblagen 
wir ein Analogieverfabren ein. Wir versteben unter p irgend eine gegen 
die Ordnung n relativ prime ZaJil nnd scbliessen die im vorigen Para- 
grapben bebandelten Werte p = 2, 3, sowie endlicb aucb den Wert 
jp = 1 gar niebt aus. Wir bolen uns dann die beiden Grossensysteme: 

( 1 ) 0 ,,), \ CO,, a>,) 

lieran und bilden aus ibnen mit Hrn. Hurwitz '^'^') den bilinearen Aus- 
druck : 

( 2 ) = 

;i=o 

Derselbe gebt fiir p = 2j q = 1^ sowie fiir p = 3, q_ = l in die Aus- 
driicke (1) und (8) des vorigen Paragrapben iiber; im allgemeinen 
Palle behalten wir uns nocb vor, uber die ganze Zabl q zweckmassig 
zu verftigen. Da man aus (I) p. 264 sofort Bn+a = Ba folgert, so 
ist die GesamtmJil imterscliiedmier Grossen (2) gerade wieder n, 

Man kann iibrigens die bilinearen Verbindungen der , nni die es sicb 
bier bandelt, anck aus dem allgemeinen combinatorischen Ansatz des Hrn. Klein 
erkalten, von welckem in der Einleitung zum vorliegenden Kapitel kurz die Rede 
war. So tkut es Hr. Hurwitz in seiner ursprunglichen Darstellungj indem er 
von der Tbatsacbe ansgelit, dass die Substitutionsgrnppen der X^\ 

durcb ibre Beziebung auf die Modulgruppe isomorpb auf einander bezogen sind. 
Inzwiscben wird bierdurcb die wirklicbe Berecbnung der in Betracbt kommenden 
Bilinearformen in keiner Weise vereinfacbt, und wir lassen es also im Texte bei 
der directen Aufsucbung von Bilinearformen bewenden. 

**) fftiher endliche Gruppen linear er Substitutionen, welche in der Theorie der 
elUptischen Transcendenten auftreten"% Matb. Ann, Bd. 27 (1885). 
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Wir gehen nun gleicli zur gruppentheoretisclien Untersucliung der 
Grossen (2), nnd es erledigt sick hier die Substitution T fast ebenso 
leickt, wie in den particularen Betrachtungen des § 1. Man bat nach 
(16) p.296 bez. (13) p. 299: 




^ 2iTt 

(p) (np) 2 2 2 e p 

/=0 v==^Q fi = 0 


2 i It 

np 


ip a nq7.) 


Z ip') 

V ; 


eine Formel, die man bei etwas anderer Anordnung ikrer reckten Seite 
sofort in die Gestalt setzt: 


= (j>) {np) 


2 

|U, V 


s—p X 


ip) -xrinp) 


P—1 

2- 

/.==0 




(^£5+r);.| 


Alle diejenigen Glieder der Summe iiber fz-, fur welcke + v 
nickt = 0 (mod. p) ist, werden infolge der in diesem Palle versckwin- 
denden Snmme fiber Ji zum Ausfall kommen; ist jedock -j- v ^ 0 
(mod.^), so ist die Summe fiber A einfack gleich p. Also das Eesultat: 

np — 1 

(3) Pu'=p- (P) (np) X 4”^’ • 

.« = 0 

Nun wild offenbar p, ein voiles Restsystem mod. np dureklaufen^ falls 
wir ^=p/3 + ny sckreiben und ^ ein Restsystem mod. n, y aber 
ein solckes mod. p durchlaufen lassen. Substituieren wir aber den so 
gemeinten Wert von ^ in (3); so kommt: 

n — 1 / p — 1 

B.' ==p ■ (p) (np) 2 ( 

i^=o \ y=0 

Nun ist es zweckmassig, die ganze Zahl q prim gegen p anzunekmen; 
dann namlick wird mit y auck A = — nqy ein Restsystem mod. p 
diircklaufen. Hierbei ist die mod. p zu A gekorende Zakl y 

(4) Y = — A- (ftq)-'^ (mod. pi), 

so dass sick die letzte Gleickung in die neue Gestalt setzt: 



Bd ==p • 0 ) (np) X ( ® ^ ■ X 

li =0 \ ^=0 

Der Vergleicli mit (2) zeigt, dass die Summe iiber I in der letzten 
Pormel direct B'f’”^ darstellt, sofem wir uns jetd entsctiliessm, fur q 
eine der Gongrums: 

^5) 



nqf +1 = 0 (mod. 
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gmiigmde game Zalil m wahlen. Daraufhin liefert in. der That die 
letzte Formel das vorlaufige Eesultat: 

n — 1 

(6) (T) Ba =p- (p) (np) ^ s-P^^ Bg . 

g=o 

Die Bedingung (5), an welche wir fortan die Zahl q gebunden 
denken, hat znr Folge, dass unsere allgemeine Erorterung den Fall 
j) = 3^ wie wir ihn im vorigen Paragraphen behandelten, noch nicht 
im Tollen Umfange umfasst; es ist namlich fur g = 1, = 3 zufolge 

(6) n als eine Zahl der Gestalt n = 37i + 2 vorausgesetzt, eine An- 
nahme, die dem vorigen Paragraphen nicht zn Grunde lag. Man be- 
merkt leicht als Ursache fiir die grossere Tragweite nnserer damaligen 
Ent-wicklung, dass wir das Argument % der von vornherein mit 
Null identisch setzten. Dagegen sind die fiir den Pall p = 2 im 
vorigen Paragraphen erzielten Resultate im vollen Umfange in den 
jetzigen allgemeinen Entwicklungen einbegriffen ; man halte diese Sach- 
lage far die spateren Anwendungen fest. 

Sollen wir jetzt gleieh in der Discussion des allgemeinen An- 
satzes (2) weitergehen, so haben wir hierbei drei Palle zu unter- 
scheiden, welche genau den drei verschiedenartigen Biiinearverbin- 
dungen (9), (15), (16) des vorigen Paragraphen entsprechen. Als Ver- 
allgemeinerung von (9) § 1 betrachten wir die gerader 

Qliederansdhl und als Verallgemeinerungen von (15), (16) § 1 die 
von imgerader Gliedermlil, bei denen n heg. ungerade oder gerade 
ist; wir bezeichnen diese Falle in der Folge mit I, II, III. 

Sei jetzt zunachst: 

I. p = 0 {mod. 2), M = 1 {mod. 2). 


Unter dieser Voraussetzung ist fur die Wirkung von 8 auf die 
einzelnen Glieder von Ba die Formel (12) p. 299 zu benutzen. Ihr- 
zufolge geht das einzelne dieser Glieder in sich selbst multipliciert mit: 


( 7 ) 


^7ii ip , X^\ . %i7t Inp , nql)^\ 

g— (8- + Tj + i:FlT + 2 ) 


£ 

2 






liber, Dieser Factor wird aber nur dann yon I unabhangig sein, wenn 
wir an Stelle von (5) nocli genaner schreiben: 

(8) + 1 = 0 (mod. 2j}). 

Setzen wir also voraus, das^ im Falle dnes geraden p die Zahl q dieser 
Bedingung gemdss gewdhlt ist, was insbesondere zur Folge hat, dass n 
eine ungerade Zahl der Gestalt n = 4:h 3 sein muss. Indem weiter der 

nnmerisclie Factor anf der rechten Seite von (6) fiir nnseren vorliegen- 
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den Fall einfaeli 4= giebt. baben wir zusammenfassend: 

yn 


(9) 


{S) 

(T) 


a(ji — O') 




J3 ' = 


n — 1 

— K-l 


(I) 


- 2 ' 

yn 


s-p • J5. . 


Den Factor anf der recbten Seite der ersten Gleicbung wird man nn- 
mittelbar bestatigt finden; fiir den Factor auf der recbten Seite der 
Substitution T miissen wir offenbar zeigen^ dass 


( 10 ) 



ist^ und dies gescbiebt in folgender Art: Man yerstebe unter t den 
grossten ungeraden Teiler von p und scbreibe p — 2^' t Da nacb (8) 
offenbar — n quadratiscber Best von t ist, so folgt unter Benutzung 
von (11) p. 306: 


1 n+l 




daraus ergiebt sicb weiter unter Rucksicbt auf (10) p. 306 

(!’) 

1st jetzt a/ > 1; so folgt aus (8) n = 8h 1, so dass sicb (10) un- 
mittelbar aus (11) bestatigt; zu dem gleicben Resultat gelangt man 
leicbt aucb im Falle v — 1, 

Zur Fortscbaffung der Factoren i auf den recbten Seiten von (9) 
normiere man jetzt noch mit dem reciproken Werte von 'f/A; man 
findet so das Endergebnis: Fur dne unge^'ade Zalil n der Gestalt 
4A + 3 bilden die normiertmi Bilinearverbindii^tgen: 

( 12 ) = 

der geradeii Qliederanmlil p em System von n Grosse^ij das lei Ausuhmy 
der Modidsulstitutionen die Xa-SdbstituUonen (3) p. 311 fiir p=p erfaJirt 


II. ^ = 1 {mod, 2), n = l (mod, 2), 

Fiir das Verhaiten der einzelnen Glieder von Ba bat man im 
vorliegenden Falle II aus (15) p. 296 das Ergebnis, dass X^^u\nqi 
bei Ausubung von 8 den Factor annimmt: 

— {p- — ij)) 4- ~ ((pa 4 «i>(pa -f —p • ~ 
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wie man unter Rucksiclit auf (5) leicht feststellt; der auftretende 
Factor ist also, wie man sieht, von X unabkangig. Andrerseits liefert 
der numerische Factor vor dem Summenzeichen (6) den Wert: 

n — 1 

p—l « + l 




jp — 1 ^ 

. 2 • 2^ 


. = (- 1 ) 


yp ynp ^ ^ 

Aus (5) folgt aber unter Rticksicht auf das verallgemeinerte Reci- 
procitatsgesetz (11) p. 306: 




p — 1 n — 1 

“F 


• /M 

pi \ \ \n/ ' 

Benutzen wir dies, so folgt als Verhalten der lei S md T: 

a{n — a) 

(S) 


(13) 


(T) 


Ba = 
B.' = 


— p- 


, Bo,, 


n — 1 

fg w — 1 

• B/3. 




Die mmi Falle II gelidrenden Ba erfaliren demnacJi oline iveitere For- 
mienmg die Xa-SttbsUtuUonen (3) 311 filr p =p. 


III. p~l (mod. 2) , n = 0 (mod. 2). 

Nun sind beide Formeln (15) p. 296 und (12) p. 299 bei Unter- 
suebung der Substitution S zu beriicksichtigen. Man wird die Rech- 
nung, deren Resultat wir in Pormel (14) angeben, leicbt nach dem 
Muster der voraufgebenden Entwicklungen erledigen. Der Specialwert 
von p • (p)(^p) ™ gegenwartigen Falle ist: 


2 


^—1 


yri 


und weiter bestatigt man leicbt: 

Als Verhalten der Bo, lei S iind T efrgielt sich solchergestalt: 


©• 


(14) 


(^) 

(T) 


p — 1 I n ce^\ 

,' = r— 2 ./U + d 


BJ^i-i) ‘ •£ 

p—'i- 

BJ=(-i) ^ 


n — 1 

^ . V 


{j) V»‘ f(=o 


Ba, 


Um zu Grossen Stufe zuruckzngelangen, ist demnack Normierung 
mit "j/A am Platze; wir werden Mer schreilen: 
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(15) 5«=:B«.A^; 

die so 7iormierten erfahren in der That tvieder genau die Xa-Siibsti- 
Uitionen (5) 311 mit p = p. — 

Es sind hiermit alle die Grossen, um welche es sicli im Yor- 
liegenden Kapitel uberliaupt liandeit^ in ilirem gruppentbeoretischen 
Verbalten vollstandig eharakterisiert. Wir werden nun analytische 
Darstellungen unserer Grossensysteme studieren^ und zwar beginnen 
wir dabei mit den dreigliedrigen Verbindungen des vorigen Para- 
grapben^ um bernaeb in gleicber Weise die allgemeinenj jetzt ge- 
bildeten Systeme der zu bebandeln. Piibren wir bier gleicb 

Yorlaufig ein Hauptergebnis dieser neuen Untersucbungen an: Zu- 
vorderst baben wir (den wecbselnden Werten von p entsprecbend) bei 
jedem einzelnen n unendlicb viele Grossensysteme gebildet: es 

zvird sicJi mgen^ dass alle diese^ beini Einzelivert n eintretmden Systeme 
nur attf eine endliche, mit arithmetisclien Mitteln tvolilmiimgrenmide 
Anmhl unterscJiiedener Functionensysteme mrilchhonmien. — 

§ 3. Analytisehe Entwieklungen fiir die Modnlforinen bei 
ungeradem gegen 3 primen n, 

Des leicbteren Uberblicks wegen besclireiben wir die weiterbin 
im Laufe dieses Kapitels immer wieder zur Verwendung kommenden 
Massuahmen zuYorderst an einem speciellen Beispiel und wablen 
liierzu die bei ungeradem n zmd p — S eintretenden Bay weil dieses 
Grossensystem besonders wichtig ist. Dabei mogen wir bier die Ent- 
wicklung Yon Yornberein insofern particularisieren , dass wir aucli u^, 
das erste Argument in den mit Null identiscb setzen"*"). Die 

fiir % = 0 aus den normierten BilinearYerbindimgen entspringen- 

den Modulfunctionen Stufe mogen wir durch Ace bezeicbnen, wobei 
wir uns natiiiiicb vorbebalten, die Aa des einzelnen Systems, falls es 

Nebenber merken wir uos wenigstens fur n = l die Darstellung der einea 
bier eintretenden Function B(u \ anj abgeseben von nnmeriscben Factoren, 

sowie Wurzeln aus A, erbalten wir aus (3) 277 leicbt die Reibenentwicklung: 

^ ir r COB (6 + 1 ) ^ . 

m=i — CO 

Hr. Kiepert bat diese Reibe zuerst aufgestellt und wiederbolt zum Ausgangs- 
punkt ausgedebnter "Untersucbungen gemacht; man vergl. Crelle’s Journal 
Bd. 87 p. 213 (1879') Oder auch Matb. Ann. Bd. 26 p. 408 (1885), man sebe aucb 
„Normalcurven*‘ § 19. 
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zweckmassig ersclieint, nocli mit einer numerisclieii Grosse oder auch 
mit einer Potenz von A als Factor zu normieren. 

Die Werte der noch nicht normierten fiir u^ — O sind : 


(1) 


( 3 ) 




es ist demgemass — iilden ein System von - ^ 

Moduln Stufe, Die A^-Substitutionen werden somit die Gestalt 
der nnter (3) und (4) p. 313 niitgeteilten ^^-Substitutionen baben, nur 
dass wir bier naturlicb den Wert 3 der Zabl p zn berticksicbtigen 
baben. Um also die Erzeugenden der A^-Gruppe nocbmals ansftibr- 
licb anzugeben, so ist: 


( 2 ) 


(S) 


A'=£ 


— 3 - 


a(M — or) 


Aa j 




Yn 




{i=^i 


Vorlaufig sei bemerkt, dass wir bier fiir n = b and n = 1 gerade zu 
den Substitutionen (4) in I p. 644 bez. (10) in I p. 725 zuruckkom- 
men, wenn wir nur 2 Aq fiir Aq in (2) eintragen; mag diese Bemer- 
kung einstweilen den Gebraucb der Bezeicbnung Aa recbtfertigen, 

Wir geben nun zu unserem eigentlicben Ziele^ analytiscbe Dar- 
stellungen fiir die Aa zu entwickeln, miissen jedocb gleicb eine 
allgemeine Bemerkung zur Regelung der Bezeicbnungsweise voraus- 
scbicken. Die wesentlicbsten Bestandteile in den Darstellungen (2) 
p. 277 und p. 287 der Xa sind eine ^-Reibe und eine ungerade Po- 
tenz von Bestandteile, die nur erst in ibrem Producte Xa Grossen 
Stufe geben, w*abrend jeder einzelne fiir sicb genommen iiberbaupt 
nicbt eindeutig in den Perioden ist. Nun bandelt sicb^s aber bei 

unseren immer um quadratiscbe Verbindungen der Xa, in deren 

analytiscbem Ausdruck somit nur nocb Potenzen von |/A vorkommen. 
Diese konnen wir aber, obne aus dem Bereicb eindeutiger Modulformen 
binauszugeben, fortlassen und erbalten dann infolge des Ausdrucks der 
rechten Seite von (2) p. 277 bez. 287) von unwesentlicben Bestandteilen 
abgeseben, fur (1) das Product meier d'-Beilien mit multipliciert Auf 
diese Grossen (— ■ 1)^®^ Dhnension sollen unsere analytisclien Darstellungen 
immer abmelen, was sicb als zweckmassig erweisen wird. Dieselben 
sind dann allerdings der Stufe, allgemein zu reden, nur erst 
adjungiert, indem sie erst wieder durcb Normierung mit einer ganzen 
Potenz von j^A, gelegentlicb aucb von 7 a, in Grossen der Stufe 
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selbst iibergelien; welches aber diese Potenz ist, wird im Einzelfalle 
unmittelbar evident, wenn wir nur ein einzelnes Glied einer zugehorigen 
Reihenentwicklung in Bezug auf den Exponenten von r betrachten. 

Phr den ersten Factor des Ausdrucks (1) liefert (3) p. 281 die 
Reihe: 

(6w + l)^ 


— 




24 


Hier konnen wir aber offenbar anch (6 m — 1) im Zahler des Exponen- 
ten von r schreiben. Lasst man also alle ganzen Zahlen der Gestalt 
(6 m + 1) durchlanfen, worauf alsdann 

6m = r] — ( 2 )) (~ 1)“ = (~ 1)" 

wird, so entspringt fiir die Darstellimg; 

(3) ^ 2 (- ^ = + 1 (mod. 6), 

wobei 7 j alle ganzen (positiven nnd negativen) Zahlen zu durchlaufen 
hat, die mod. 6 der schon in (3) angemerkten Bedingungen genugen. 

Fiir das in der Klammer von (1) stehende Binom liefert (3) p. 281 
die Darstellung: 

, ( ((6m4-l)«— 6«)^ ((6??^— — 

In ahnlicher Weise wie vorhin schreiben wir nun zur Abkiirzung | 
fiir (6m + 1 )m — 6a, so dass | alle ganzen, den Bedingungen 

(4) I = + 1 (mod. 6), I = — 6a (mod. n) 
aenus:enden Zahlen zu durchlaufen hat. Es wird aber 

O O 

-«(i) 


m + ^ : 




(mod. 2) , 


2 — 2 

was man leicht noch uberfiihrt in die Gestalt: 

= + (mod. 2). 

Die letzte Gleichung nimmt daraufhin die libersichtliche Gestalt an: 

(5) (=ji) ■ ^ a" . + e>..) -V^2(- 

wobei I den Congruenzen (4) nnterworfen ist. 
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Bei der Gestalt von (3) und (5) multiplicieren wir^ um Grossen 
(— 1)*“ Dimension zu erhalten, die Ausdriicke (1) mit dem Factor; 




(^A)* 


M-f-1 

2 


Die so entspringenden Moduln ( — 1)^®^ Dimension mogen gleicli 

selbst wieder lieissen, wobei wir ihnen gegeniiber die zu Modaln 
Stufe normierten Grossen (1) aucb wohl durcb bezeicbnen. Mit 
Rilcksiclit aiif 

folgt ans (3) und (5): 

( 6 ) 

“ s-,V 

Hier kommt bei der Summation neben g, immer aucb noch das 
Zahlenpaar —fj zur Geltung^ die dock beide ein und denselben 
Betrag fiir die recbte Seite von (6) liefern; man ziebe desbalb unter 
beiden Paaren etwa nur dasjenige beran, fiir welcbes | mit tj mod. 3 
congruent ist. Dann vp-ird das Legendre^scbe Zeicben unter der 
Summe (6) einfacb gleicb 1, es ist aber die recbte Seite dieser Glei- 
cbung dann noch mit dem Factor 2 zu verseben. Als endgilltige Dar- 
stelkmgen der A^ and also mittelhar aucli der in (1) tmd (2) gemeinten 
normierten ka liaben ivir so erreicht: 


i±i/ 

2 


© 


ntf- 

2471 


( 7 ) 


ka 






24 n 


woiei I und rj alle den Congntemen: 

(8) I = — Ga (mod, n)^ | = = + 1 (i^od. 6) 


gmugenden Paare gamer Zalilen dnrchlatifen sollen. 

In (7) baben wir ein einfaehstes Beispiel fur eine Art von Eeiben- 
entwicklungen vor uns, wie sie in der Polge immer wieder auftreten 
werden. Als cbarakteristisebes Merkmal dieser Entwieklung seben 
wir an, dass im Zdliler des Exponenten von r eine gammlilige tindre 
quadratiscJie Form Qiier die Sauptform) der negativen Beterminante 
I) = — 4:n steht"^'), Als quadratiscbe Verbindungen von '^-Eeiben werden 
die in Rede stehenden Potenzentwicklungen im Bereiche der gamen 


*) tiber das Auftreten gerade der Mndren quadratischen Formen vgl. man 
die bereits in der Einleitucg zum vorliegenden Kapitel (p. 318) gegebenen Be- 
meibungen. 
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positiven m-Malhehene uniedingt convergmt sein, ein Umstand, den man 
fiir die Folge festhalten wolle. 

Will man die einzelne Reihe (1) nacli ansteigenden Foten^en von r 
nmordnen^ so schreibe man: 

m 

(9) ■ 

ni 

Die Summe recliter Hand bezielit sicli dabei auf alle diejenigen ganzen 
Zablen m, welclie Darstelhingen in der Gestalt + nri^ durcli game 
den Bedingimgen (8) geniigende ZaJilen sidassen; diese Zablen m 
werden offenbar alle gerade nnd (fur die einzelne Reihe) alle unter 
einander mod. 24:n congruent. Der Entwiddiingscoefficient %{pi) aher 
ist eine eindeutig von m ahlidngende game ZaJdj zvelclie durcli die Summe 

(10) % {m) = ^ (~ 1) 2 ^ m if 

m deftnieren ist Man bat also folgende aritbmetiscbe Erklarung dieser 
Entwicklungseoefficienten : Es giebt %(w) den the^'schuss der Anmlil 
derjenigen unter den geTiennseichneten Darstelhingen von hei tvelclien 
I und 71 mod. 4 ineongrue^it sind., iiber die Amahl der anderen Dar- 
stellungen an‘"^). 

§ 4. Analytisclie Darstellnng nnd Mannigfaltigkeit der im Fall© I 
eintretenden Einfiihrung der Xa(tif 

Wir unternebmen jetzt, die Untersucbungen des vorigen Para- 
grapben ganz allgemein fiir die Bilinearverbindungen des § 2 durcb- 
zufiibren; und beginnen wieder mit dem Falle einer geraden Glieder- 
anzabl p. Die in (2) p. 324 gegebenen £a batten wir fiir diesen Pali 
durcb Ziisatz des reciproken Wertes von }/A zu normiert, und 
wir erinnern zugleicb nocb an die Gongruenz (8) p. 326, welcbe wir 
in die Gleicbung mit ganzzabligem s umsetzen mogen: 

(1) nq^ + 1 = 2i)s. 

Beide X^-Systeme, welcbe die vorliegenden Ba ziisammensetzen, 

*■) Potenzentwicklungen Tom Charakter der Eeihe (9) bez. (7) bat Hr. Hnr- 
witz in die Tbeorie der Modulfunctionen eingefubrt, und zwar zimacbst zur Bar- 
stellnng der Integrale erster Gattnng (worauf wir im folgeaden Abscbnitte ein- 
geben); man vergl. die Note ,,Zur TJieorie der Modulargldehungen^^ in den GSt- 
tinger Nacbricbten von 1883. Diese ^Potenzreihen mit arithmetiscben Coefficienten^^ 
sind bier nnd in der Folge ganz allgemein vom Herausgeber znr Barstellong 
ganzer algebraiscber Modnlformen zur Verwendnng gebracht. 

Of. Hurwitz 1. c. § 12, 
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gehoren geraden OrdnuDgeii an, so dass wir fiir dieselben die Porinel (3) 
p. 287 heranzuziehea liaben. Die Zahler in den Exponenten von r, 
welche bei nnd Xpf^-nqz auftreten, mogen wir gleieb abgekiirzt 
bezeicbnen; wir sclireiben etwa: 

(2) — I = -- pcc — nqX == 


wobei sicb der Snmmationsbuchstabe anf die ^^2 dagegen auf 
die beziebta Indem wir in entsprecbeuder Schreibweise: 


%7tiUx 27tiUz 

(3) e =^15 ^ 

setzen, kommt nun durcli einfacke Ausmultiplication als erster Aus- 
druck fur die normierten IB a der folgende: 


p Yn 




derselbe lasst sich durcb einfacbe Umgestaltung in eine sebr elegante 
Form nberfiihren. 

Zu diesem Ende bemerke man^ dass M-^ gerade einfacb das System 
aller (positiven nnd negativen) ganzen Zablen tj dnrclilauft; fiir be- 
stimmtes 7] ist dann X (als kleinster, nicht negativer Rest von — 
mod. jp)y sowie damit aucb eindeutig bestimmt. Andrerseits bat 
Jfg folgenden Wert: 

M2 = nqT] -j- pinion — a — 

wobei wir das in die Klammer eingeschlossene Trinom jetzt abgekiirzt 
I nennen; offenbar bat dann | beim einzelnen tj noch einfacb alle 
ganzen Zablen zu dnrcblaufen, die mod. n mit — a congruent sind. 
Mit Hillfe der neuen Summationsbucbstaben tj hat man: 


+ If/ = (p^ + 

= 2p (y -f- . 


Was bier in der letzten Klammer stebt^ ist eine gammlilige bindre 
quadratische Form (P, Q, B) der JDeterminante D = — n; zufolge (1) 
ist diese Form iiTsprilnglich , nnd sie bat tibrigens einen ungeraden 
mittleren Coefficienten; wir mogen die fraglicbe Form fortan abge- 
kiirzt durcb: 

(4) /■(!, »;) = |- -f 

bezeicbnen. 

Zur Erzielung einer weiteren Vereinfacbung unterzieben wir jetzt 
die Wj, t (2 einer linearen Transformation, indem wir setzen: 
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(5) = « + — w, = — - ■ 

Dann wire! offenbar: 


Y («/ + J + -3^2 — I®. 

Indem wir die gewonnenen Ausdrucke in obige yorlanfige Darstellang 
von Ba eintragen, kommt eine Gestalt dieser Darstellnngy welcke an die 
bilineare Verbindung der Xa gar nicht niekr erinnert. Um dem zu 
entspreclien, fuiire man die neue Bezeielinuiig ein: 

(6) (%, u.y I cOi, (Dg) = -y I g3j5 G}^) . 


Als endgultige analytisclie DarsteUimg umerer Grussensysteme mit ge- 
radem p erJialten tvir solchenveise: 








wdbei sich die Stimmaiion anf alls gansmhligen, allein der Bedlngimg: 

(8) I ” — a (mod. n) 
genugenden Combinationen 'q lemlit 

In (7) kaben wir ein Resnltat erreicht, das sick der Qualitat 
Back nnmittelbar an die Formel (7) des vorigen Paragrapken an- 
sckliesst. Indessen kaben wir kier dock sekr viel allgemeinere Ver- 
kaltnisse, insofern die drei ganzen Zaklen p, s, abgeseken davoiij 
dass die erste gerade sein muss^ einzig der Bedingung (1) zu geniigen 
kaben* Es kann geradezu jeder Classe ursprunglicker Formen 

(9) mit D = -4:PB = — n 

eine Form rf) unserer Gestalt (4) entnommen werden. In der 
Tkat kat es nack bekannten Satzen der Aritkmetik'^) keine Sekwierig- 
keit, der einzelnen Classe eine Form (9) zu entnekmen, deren erster 
Coefficient relativ prim gegen n ist. Yon ihr geke man dann durck 
Austibung von S'^ zur aqnivalenten Form: 

(10) (P; Q', B') :^ iP,2vPi^Q,v^^P + vQ + E) 

und bestimme v derart^ dass Q' durck n teilbar wird^ worauf dann 
auck B' ein Multiplum von n ist. Daraufkin sekreibe man: 


2P' = 


= i>; 


Q' b: 

— — q . — 

n n 


S 


und kat in der Tkat eine fiir (7) branch bare Form erreickt. 

Uin bei dieser Sacklage die Gesamtmannigfaltigkeit der bei vor- 
liegendem 5^= 47^ + 3 eintretenden Functionensysteme (7) zu begreifen^ 


') Cf. Diricklet-De dekind, 3. Aufl. p. 232. 
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liaben wir das gegenseitige Verhaltnis solcber zwei Systeme zu be- 
trachteB, die zu aquivalenten Formen f und f geboren. Hierbei 
mtisseu wir Torab die Aquivalenz dieser beiden Formen f und f ge- 
sondert untersuchen ; denn es liandelt sich bier nicbt um eine Aqui- 
valenz scblecbtweg, sondern (infolge der particularen Gestalt (4) uuse- 
rer Formen) um eine relative Aquivalenz beztiglicb einer gewissen 
Congruenzgruppe Stufe. Um nicbt mit der Bezeicbnung des unte- 
ren Index a in (7) zu collidieren, benennen wir die vier Coefficienten 
einer Modulsubstitution F durcb lateinisebe Bucbstaben, was natiirlicb 
nur voriibergebend der Fall sein soil. Die Aquivalenz der Form 
f nq^y ns') mit f wird alsdann zum Ausdruck gebracbt durcb 

die Formeln: 

+ nsc^j 

ng^ — pab + nq(ad + be) -F 2nscdj 
ns — + nqbd -F nsd‘^, 

Fiir die Substitution V folgert man liieraus sofort^ dass b = 0 (mod. n) 
die binreicbende und notwendige Bedingung zum Bestelien der Glei- 
ebungen (11) ist; also das Resultat: Die relative Aquivalenz tmserer 
Formen f wird durcli die Siibstitiitionen V der durch & = 0 (mod. n) 
definierten Congruenzgruppe Vyj^n) der Stufe vermittelt 

Man wable nun eine beliebige Substitution V mit 6 = 0 (mod. ^^) 
wirblicb aus und setze daraufhin^ indem man vor allem die v 
mit I; 1 ] cogredient annimmt: 

^ 12 ) 1 1 ' = 4 - 672 , 

[if' = au -j- bv, V = cii 4“ dv. 

Wir sebreiben in Anlebnung an (11) sodann /'(I) rj') =f(^y rj) und 
merken an: 

(13) rf ii — ^'v = 'Tju — ^v. 


Unter Benutzung der Summationsbuebstaben , rf bilde man genau 
nacb der Vorsebrift (7) bez. (8) 




mit der Sumniationsbedingung: 


(15) 


_ 


(mod. n) 


und beuenne librigens das zur quadratiseben Form f' gehorende 
Functionssystem (7) durcb Xa. Formel (14) sebreibt sicb unter Rilck- 
sicht auf (12) und (13) um in: 
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(16) 


(«<', v) = ^ 6“-' 


> ’ r n 


- (riu — gv) 




wahrend entsprecliend die Congruenz (15) zu transformieren ist in: 
(17) == a| + = a| = — aa, | = — a (mod. n). 

Der Vergleich mit (7) imd (8) giebt somit das tvicMige Mesultat: 

' (18) Xa {ttj v) = Xaa («^ + bv, Ctl -f- dv), 

Der wesentiielie Zweck^ zu welcliem wir die Xa{u,v) spaterMn 
brauchen werden^ ist der, dass wir (gerade wie oben bei den Xa selbst) 
Xa in eine Reibe nacb ansteigenden Potenzen von und v entwickein 
und die dabei auftretenden Entwicklungseoefficienten als Modiilformen 
Stufe einfiibren wollen. Die Glieder Dimension liefern beim ein- 
zelnen wie man sieiit, % 1 Moduln, und nun ist sofort evident, 

dass dieselben eine lineare bomogene Substitution erfabren, wenn wir 
%i und V linear transformieren. Auf eine derartige Substitution kommt 
also, abgeseben von einer Pei'mutation der unteren Indices a, der Uber- 
gang von den zu X/ binaus; wir werden im Sinne unserer spateren 
Entwicklungen den so cbarakterisierten Ubergang als irrelevant und 
demgemass die XJ von den X^ nur als iinwesentlicb verscbieden an- 
seben. Indem aber weiter ein gleicbzeitiger Zeicbenwecbsel von t] 
und li von (7) aus gleichfalls auf kein wesentlicb neues Xa fiibrt, 
baben wir als wicbtiges Resultat erbalten: Die GesamUalil tvesentUch 
verschiedener bei n = 4/i + ^ aiiftretender Orossemgsteme Xa ist sicker 
nicht grosser als die AnmJil ambiger Classen nrsp'unglicli&r Formmi 
(P, Qy P) der Dete>minante D — — verme7i?'t um die liaTbe Anmhl der 
nicM-ambigen Classen dieser Art. 

Wir baben diesen Satz indirect formuliert, well wir bier ja nocb 
keineswegs baben beweisen konnen, dass die zu verscbiedenen Form- 
classen geborendeii Grossensysteme Xa nun aucb tbatsaebiieb wesent- 
licb verscbieden sind. Jedenfalls aber bat der bilineare Process des 
§ 2 fiir die geraden jp wirklicb zu einem endlicben, fiir die Einzel- 
werte n leicbt zu erscbopfenden Kreise von Systemen Xa limgefiibrt. 
Untersucben wir nun, ob abnlicbe Verbaltnisse aucb in den beiden 
Fallen ungerader p vorliegen! 


§ 5. Analytiscb.© Darstellnngen der in den Fallen H, HE auftreten- 
den Da toez. Xu (Uf v) ^). 

Der analytiscbe Teil der eben bescbriebenen Untersiicbungen tiber- 
tragt sich auf die beiden Falle II und III des § 2 obne Mube« Man 


Of. Hnrwitz 1. c. § 10 und 14. 
Klein-iFxicke, Modiilfimctionexi, IX 


22 
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kleide liier gleicli die in Kraft tretende Congrnenz (5) p. 325 in die 
Gestalt: 

( 1 ) + 

nnd bemerke xibrigens vorab, dass die Vermebrung von q um p die 
Functionen Sa in keiner Weise modificiert, was man mit Hiilfe von (I) 
p. 264 am Ausdruck (2) p. 324 der JBa sofort verificiert. Wir niachen 
biervon dabingehend Gebraucb^ dass wir q stets mod. 2 mit n con- 
gruent wablen: es ist also q im Fctlle II eifie iingerade^ hn Falle III 
aler eine gerade ZaJil Wir bebandeln nun beide Falle gesondert und 
beginnen mit: 

11. p=l (mod. 2), n~q = l (mod. 2). 


Hier tritt sowobl fiir Xt®) wie die Formal (3) p. 277 in 

Kraft 5 wir gebraucben als bezuglicbe Summationsbucbstaben iind 
und benutzen 0 ^ und 0 ^ wieder in der Bedeutung (3) § 4. Die Zabler 
in den Exponenten von r in den Reiben fur F}pa\-qni warden jetzt: 
( 2 ) M^ = {2m^+X)p-2l, l)pn — 2pa—2nql, 

und wir erbalten durcb leicbte Recbnung: 




CO., , 

A, TWj, »2a 




wobei sicb die Summe iiber I auf die Zablen 0, • • •; p — 1 beziebt^ 
wabrend und Wg unabbangig von einander alle ganzen Zablen 
durcblaufen. 

Wir geben nun genau wie vorhin waiter und bemerken zunachst^ 
dass Ml offenbar gerade einfacb das System aller ungeraden ganzen 
Zablen 7] durcblauft. Mit gegebenem ri sind dann wieder A und 
fest bestimmt, wabrend 

llg = nq^i 2p (m 2 n — nij^nq + n ^ 


wird; die bier in der Klammer eingescblossene ganze Zahl; die wir 
wieder | nennen, bat dann bei stebendem ti nocb alle ganzen, der 
Bedingung | = — a (mod. n) gentigenden Zablwerte anzunebmen. Wir 
wollen also in (3), um es nocbmals zusammenzufassen,^ eintragen: 


( 4 ) 


Mi = ri, = nqri + 


wobei die den | aufzuerlegenden Bedingungen sind: 
(5) = 1 (mod. 2), g — — a (mod. n). 
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Der erste Scliritt bei der daraufhin an der Formel (3) zii voll- 
zielienden TJmgestaltung ist, dass wir mii Riicksiclit auf (1): 

( 6 ) nll,^ + 31,^ = 2p . m, 7]) 

setzen, wo f(|, tj) eine abgekiirzte Bezeicbnung ist fiir die binare 
quadratische F orm : 

(7) /(I, ^) = 2i)r + 2^21^ + 

Auf der anderen Seite unterzieben wir wieder einer linea- 

ren Transformation^ namlicb; 

(8) + 2^ "2 = - 2l> ’ 

und fin den daraufhin: 


(9) 4“ 

Endlicb ist aber bier nocb auf das Vorzeicben des einzelnen 
Gliedes der Summe (3) Riicksicbt zu nebmen. In diesem Betracbt 
folgern wir aus (2) unter Riicksicbt auf die Bedingungen 11 leicbt: 

p Jfi + “ 2 (o: + (niod. 4), 

wabrend man aus (4) berecbnet: 

pAfi + ^>^^2 =PV = 2| + ^ + 1, (mod. 4). 

Durcb Combination dieser beiden Congruenzeii folgt also: 

(10) a + 'iyi'i + = I + — j (mod. 2). 


Um die Ba wieder zu Functionen ( — 1)*®^ Dimension von ii, v, 
( 0.2 zn normieren^ scbreiben wir jetzt: 

(11) • (=^) ' ~ = Xa (m, W 1 OJi , «2). 

^ ^ ^ pyn 

Indem wir dann die in (6); (9) und (10) vorbereitete Rechnung zu- 
sammenfasseBj hommt als endgiiltige analytische Barstelhmg der Xa und 
also mittelhar aucli der Ba ini FaJle II die folgende: 


(12) 


Xa(M, v) 


£^2 


2''- 

I, V 


1)^ 


/ (s , ?/) ^ 


r 






wdbei die Congruenmt (5) als Summationsbedingimgm in Kraft tretmi. 
Diese Formel seUiesst sieli gestaltlich offenbar genau an die Formel (7) 
des vorigen Paragraphen an. 

Wir erledigen endlieh den Fall: 


in. p=l (mod.2), = g = 0 (mod.2), 

wo die Formeln (3) p. 277 nnd (3) p. 287 neben einander zu verwenden 
sind. Hier ist zu setzen: 


22 * 
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(13) Jfx = (2^1 + 1 )jP — 22, == — jptt — nq^X, 

worauf wir alsclann in ublicher Weise den Ansatz erbalteo: 


(14) 


pyn 


« P'h, , , „ ¥i 

. jy + Wj Swi> 2 


CO, 


2, ?«!, 7Wa 


Man sclireibe weiter: 


(15) = 2M^ = nqri + 2pl 

nnd zeigt wie vorhin obne Miibe, dass wir gerade alle Glieder der 
Eeibe (14) erbalten, wenn wir fur iq alle, den Bedingungen (5) 
geniigenden ganzzabligen Combinationen nebmen. Aus den beiden Ge- 
stalten (13) und (15) von zieht man leicbt nocb die Folgerung: 

I + (mod. 2), 


walirend die Gleichungen (7) und (8) zur Definition der Form f und 
der Variabelen w, v fur den vorliegenden Fall unverandert bestelien 
bleiben sollen. Wenn wir endlich noch: 


( 16 ) 


(^) 


p ^ 






setzen, so ist folgendes das Resultat unserer Eecbnung: Im Falle III 
ist die endgiilUge Darstelkmg der Xa und somit auch der Ba gegeben durcJi: 


(17) X^(^i,v)=^e‘ 


i4coo 


(- 1 ) 


ini 

2 


in ^ 


- (yju—^v) 


wdbei sich die Summation auf alle, den Bedingungen (5) geniigenden 
gammMigen Conibinatione^i |, tj hemelit 

An die jetzt beendete analytiscbe Untersuchung scbliessen sich 
nun wieder, wie in § 4, aritbmetische Betracbtungen, welcbe zum Ziele 
baben, die Gesamtbeit der beim einzelnen % eintretenden Functionen- 
systeme unserer Art zu umgrenzen. Diese Untersucbung gestaltet sicb 
bier etwas umstandlicber, insofern sicb namlicb fur die Falle II und 
III im Grunde die namlicben aritbmetiscben Complicationen einstellen, 
denen wir seinerzeit beim Ubergang von der Transformation erster 
Stufe zu derjenigen boberer Stufen begegneten, Wir miissen dieser- 
lialb scbrittweise vorwartsgeben und bandeln zuvorderst von den im 
Falle II und III eintretenden quadratischen Formen und ibrer 

relativen Aquivalenz. 
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§ 6 . UntersTiclmng der in den Fallen II und IH eintretenden qii&dra- 
tisehen Formen /’(|, tj) nnd ihrer relativen Aqnivalenz. 

In den beiden Fallen II nnd III wurde die Geicliuiig 

(1) + 1 ==jps 

zii Grunde gelegt^ so dass die binare quadratisehe Form: 

(2) /-(I, n) = Spr + 2nqtn + ^ 

vor alien Dingen stets gammMig ist; derm fiir II ^ wo w nngerade ist, 
wnrde ja auch q nngerade gewablt, so dass s dnrcb 2 teilbar ist. Der 
mittlere Coefficient von f ist gegenwartig eine gerade Zabl; man 
konnte demnacb die Theorie der qnadratiscben Formen (a, c) in der 
Gauss^scben Gestalt in Anwendnng bringen, wo dann f die Deter- 
minante D = — n anfweisen wiirde. Inzwiscben ist es der Gleicb- 
massigkeit balber erwiinscbt, bei den Formen (P, Q, B) zn verbleiben, 
so dass die Form /(I, ri) eine solclie der JDeterminante D = — 4n wird. 

Da nngerade und zufolge (1) relativ prim gegen n und q ist, 
so ist die Form (2) entweder nrsprnnglicb oder sie hat den Teiler 2, 
je nachdem ns das Doppelte einer nngeraden Zahl oder durch 4 teil- 
bar ist. Im Falle II ist s mod. 4 mit {n -f- 1) congruent; es folgt 
also im speciellen: Im Falle der ungeraden n ist /*(|, rf) tirsprmglich 
oder vom Teiler 2, je nacMem n mod- 4 mit 1 oder 3 congruent ist. 
Da waiter s fiir III nngerade ist, so ivird im Falle der geraden n die 
Form (2) ursprilnglicJi oder vom Teiler 2 sem, je nachdem n mod. 4 mit 
2 oder 0 conghient ist. Natiirlich geben die Formen vom Teiler 2 
dnrch 2 gehoben allemal urspriingliche Formen der Determinante 
J) = — n. 

Hiernachst handeln wir von der relativen Aqnivalenz der Formen (2) 
und gehen etwa durch Ansiibnng der Substitution: 

(3) (F) 7}'=c^-j-dri 

zur aquivalenten Form f mit den Zahlen p', q', s' und iibrigens von 
der Gestalt (2) fiber. Es ist alsdann, ausffibrlicb gescbrieben: 

2p' = 2pa^ + 2nqac + y c®, 

(4) ■ nq — 2pah + nq{ad^h(i) + y cd, 

^=2pV + 2nqbd-\-^-^dF, 

und es gilt jetzt, gerade wie im Falle I des § 4 (p. 336), die zum Be- 
stehen dieser drei Gleicbungen notwendigen Bedingungen ffir die Substi- 
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tution V zu entwickeln. Hierbei miisseii wir anf unsere Fallunter- 
scbeidung zuriickkoimiien und setzen erstlicb wieder: 

II. ^=1 (mod. 2) , n = q = l (mod. 2). 

Da 1 ?^ prim gegen n sein soil, so muss das Grleiclie Yon der Zahl a 
gelten, und somit verlangt die zweite Gleichung (4), dass 6 = 0 (mod. 
sei. Dies ist aber im allgemeinen noch nicht hinreichend. Damit 
namlicb. p' ungerade wird, ist mit Riicksiclit auf die offenbar be- 
stebende Oongruenz s = p (^ + 1) (mod. 8), erforderlicb und liin- 
reicbend, dass 

(5) + 2ac + = 2, (mod. 4) 

erfullt ist. Ist nun n = 86'-j~3; so bestebt (5) fur den ersten und 
dritten Coefficienten c jeder Substitution F; ist jedocb ^ = 47^^ + 1 
Oder 8^+ 7, so muss, wie man leicht sieht, c eine gerade Zabl sein. 
Hiermit werden dann zugleich auch die zweite und dritte Gleichung (4) 
in riehtiger Weise erfullt. Durch c = 0 (mod. 2) ist aber eine wobl- 
bekannte Oongruenzgruppe fg zweiter Stufe charakterisiert, welclie 
mit der durch 6 = 0 (mod. bestimmten eine Untergruppe 

^BTPin) gemein bat. Wir baben demnach das Resultat: Fur = 87^ + 3 
Ulden die Sulstitutionen F, welclie die relative Aquivalem von f und f 
vermitteln, die durch 6 = 0 {mod. ri) definierte r,^(n) der Stufe; fur 
^ = 47i 1 Oder ^ = 87^ + 7 dagegen lilden diese Suhstitutionen V 

die durch 6 = 0 {mod. n), c = 0 {mod, 2) lemichnete r 3 ^(«) der 
Stufe. 

Ein wenig umstandlicber gestaltet sicb die Erledigung des Falles 

III. p = 1 (mod. 2) , ^ = £ = 0 (mod. 2). 

Man benenne bier durcb v diejenigen unter den Substitutionen F, 
welche g&rades c baben und bestimme' znvorderst die Ton den v ge- 
bildete Untergruppe. Wir sagen gleicb, dass diese Untergruppe durch; 

(6) 26 = 0 (mod. n) , ^ = ” (mod. 4) 

vollstandig deiSniert sei. Da namlicb zufolge der beiden letzten Oon- 
gruenzen c gerade und 26 Yielfacbes yon n ist, so ist a als erster 
Coefficient der Modulsubstitution F prim gegen n] eben desbalb wird 
alsdann zufolge der ersten Gleichung (4) mit p auch p' prim gegen 
n sein. Uberdies hat noch die zweite Gongruenz (6) zur Folge, dass 
2 ' eine gerade Zahl ist; unsere Oongruenzen sind also jedenfalls aus- 
reichend, Umgekebrt zeigt man aber auch leicht die Notwendigkeit 
der Oongruenzen (6) fur die gesuchten v. — Durch (6) ist nun, allgemein 
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zn reden ; eine Congrnenzgruppe Stufe definiert^ iind es reducieren 
sicli die Snbstitutionen v mod. 2n auf die Tjpen: 

/a, e - ^ \ 

(7) i;=l ^ I (mod. 2 m): 

\2 e + 4/*, ^ ^ / 

Merbei bat a ein System incongruenter^ 2 m primer Zablen zu 

durcblaufen^ e aber ein voiles Restsystem mod. 4 und f ein ebensolches 

mod, Y* Die Gesamtzabl mod. 2n unterscbiedener (homogener) Sub- 

stitutionen v ist dieserbalb 2ng)(2n)y so dass der Index der Unter- 
gruppe der v: 

2ng){2n)'4)(2n) : 2ng)(2n) = ^(2m) = 
wird: Die Untergnippe der jeM in Betraclit homnienden Sustitutionen (p) 
mil <2 = 0 [iinod, 2) ist demgemdss eine f^'ipin)- 

Giebt es nocb weitere Snbstitutionen Vy welcbe unserem Probleme 
geniigen, so mogen wir erstlicb diejenigen nnter ibnen berausgreifen, 
welcbe gerades d und also ungerade &, c baben; diese Snbstitutionen 
nennen wir Da h und iibrigens 5 und s' ungerade sind, so liefert 

die dritte Gleicbung (4), mod. 4 reduciert, ^ = 2p, Substitutionmi 

Tionnen demnach mir eintreteny ivenn n von der Gestalt m = 8A + 4 isL 
Als notwendige und ausreicbende Bedingungen fiir folgert man 
dann weiter; 

(8) a = 0 (mod. 2)^ <2 + ^ = 0 (mod. 4), 6 = 0 (mod. y) j 

was man im einzelnen leicbt bestatigen wird. Die Substitutionen v-^ 
haben also die Gestalt: 

f2ey \ 

(9) = ( ) (mod, n), 

womit aTich evident ist, dass thatsachlicb fiir w = 87 j + 4 Substitu- 
tionen dieser Art vorkommen. Die Anzabl der braueben wir gar 
nicbt abzuzahlen; da namlieb im gegenwartigen Falle m « 8/i + 4: 
offenbar v^ = T, v = l (mod. 2) ist, so werden irgend zwei Substitu- 
tionen v^ combiniert ein v, irgend ein mit einem v znsammen aber 
wieder eine Substitution geben. Dieses aber beisst: Die und v 
msammen hilden eine Untergnippe r^(«), in welcher die der Sub- 

stitutionen v eine ausgemichnete Untergruppe des Index 2 ts/. 

Nun konnten letzten Endes nocb Substitutionen V vorkommen, 
fiir welcbe sowohl c als d ungerade Zablen sind; diese Substitutionen 
wollen vrir v^ nennen. Dividiert man die mit 2 multiplicierte zweite 
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GleichuBg (4) diircli n, so wird evident, dass *(4ab : eine ungerade 

Zahl ist. Da nun eine der Zalilen a, h im vorliegenden Palle gerade 
sein muss, so Wnnen Siihstitutionen % fu‘^' diirch 8 teilbaren n 

eintreten. Nelimen wir aber diese Bedingung erfiillt an, so liefert die 
erste Gleichung (4) die Bedingung a = 1 (mod 2), unci wir finden 
durcli miilielose Fortsetzung der Betrachtung als notwendige und zu- 
reichende Bedingiingen far v^i 

(10) a=l (mod. 2), 2 & = y (mod. n), c = 6 — ^ (mod. 4) . 

Wir unterlassen, die ausfulirliclie Gestalt Yon Mnzusclireiben, be- 
merten aber, dass gegenwartig: 

( 11 ) '.=(};?)> ”=(0,1}’ 

ist. Das bier fiir die 'V 2 y v zu Tage tretende Resultat stimmt also auf 
Grand bekannter Satze fiber die Congruenzgruppen zweiter Stufe mit 
dem im vorigen Falle gewonnenen Satze genau ilberein. Wir formu- 
lieren dasselbe demnacb nicEt besonders, geben vielmelir gleich folgen- 
den zusammenfassenden Scblusssatz: 

Die Suistikitionen F, welcJie im Falle III eines geraclen n die 
relative Aquivalens der For men /(I, rf) lierstellen, bilden die durcli (6) 
definierte f<Fls n das Doppelte einer linger aden Zahl ist; sie bilden 

die r^(„) der durcli (6) definmien v und der durcli (8) definierten v^, 
falls n durcli 4, aber niclit durcli 8 teilbar ist; sie bilden endlicli die 
Vyj^n) der durcli (6) definierten v im Verein mit den durcli (10) definier- 
ten falls n durcli 8 teilbar ist. In den beiden letsten Fallen bilden 
die in V-ip^u) enflialtenen Substitutionen v eine r 2 ^(w), toelclie innerhalb 
Hirer fyj^n) eine ausgemchnete Untergruppe des Index 2 ist — 

SeUiesslicE bleibt uns in der vorliegenden aritbmetiscben Zwiscben- 
betraclitung nur noch nachzuweisen ubrig, dass aucli in jeder Form- 
classe, die nach denjm Anfang des Faragraplien formulierten Sateen in 
Betraclit hommt, Formen /*(!, rf) der Gestalt (2) sich finden. Auch. diese 
TJntersuchimg gestaltet sich bier etwas umstandlicber, als die ent- 
sprecbende des § 4, da bei den eben bestimmten Gruppen neben dem 
Zablmodul n immer nocb der Zablmodul 2 bez. 4 besonders auftritt. 
Stets gelingt es librigens^ mit Htilfe des aucb im Falle I benutzten 
Satzes zum Ziele zu bommen, dass sicb namlicb aus einer urspriing- 
lieben Classe immer eine solcbe Form auswablen lasst, deren erster Coef- 
ficient prim gegen 2n ist. 

Zunacbst erledigen sicb leicbt die Falle w = 0, 3 (mod. 4), da 
bier die Formclassen vom Toiler 2 in Betracbt kommen, weicbe durcb 
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2 gelioben iirspriingliclie Formen der Deiermioante — n gebeii. Aus 
der einzelnen Classe derartiger Formen wable man sicb zunacbst eine 
solcbe specielle Form, deren erster Coefficient P = p prim gegen 2n 
ist. Der zweite Coefficient Q ist alsdann mod. 2 offenbar mit n con- 
gruent; wendet man also /S’' an, so iasst sich v so bestimmen, dass 
Q' 2vp Q = 0 (mod. 2n) oder (mod. w) 

zutrifift, je nachdem n gerade oder ungerade ist. Scbreiben wir darauf- 
bin Q' = nq^ so wird q = n (mod. 2). Nun bat dock unsere so er- 
baltene Form (jp, nq^ J2) die Determinante n, so dass 

71^ q^ — 4jpi? = — n 

ist und also n in AB aufgebt. Benennen wir den Quotienten von 4R 
und n durcb s, so ist in (p, nq^ thatsacblicb eine Form erreicht, 

die mit 2 multipliciert die Gestalt (2) ergiebt. 

Ist n = l (mod. 4), so baben wir mit den urspriinglichen Classen 
der Determinante — An zu tbun. Der einzelnen solchen entnebmen 
wir zuvorderst eine Form (P, P), deren dritter Coefficient B prim 

gegen 2n ist. Es Iasst sich dann eine aquivalente Form finden, mit 
demselben B, deren mittlerer Coefficient Q' — Q 2i/P durcb ge- 
eignete Wahl des v offenbar prim gegen n gemacbt werden kann. 
Q' wird gerade sein; sollte diese Zabl aber durcb 4 teilbar sein, so 
nebmen wir die eben gemeinte Zabl v urn n grosser, worauf Q' das 
Doppelte einer ungeraden gegen n primen Zabl ist. Zufolge der 
Gleicbung 

( 12 ) Q^^ — ArB = — An 

ist mit Q' aucb P' prim gegen reducieren wir aber diese Gleicbung 
mod. 16, so kommt: 

4 — 4P'P = — 4 (mod. 16), 

P^P = 2 = P' (mod. 4), 

so dass B' das Doppelte einer ungeraden, gegen n primen Zabl p ist. 
Jetzt gebe man nocb von (2p, Q\ B) zur Form: 

(2i>, Avp + B') 

liber und wird durcb geeignete Bestimmung des v sofort eine Form 
der Gestalt (2) erreicbt baben. 

Es bleibt allein nocb der Fall qz = 4Zt -f- 2 mit den urspriing- 
licben Classen der Determinante — 4^^. Indem wir genau wie soeben 
verfabren, wablen wir aus der einzelnen Classe zuvorderst eine Form 
mit einem gegen 2n primen P. Es giebt alsdann eine aquivalente 
Form mit dem gleicben P und + 2^P, wobei wir nitibelos 
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V so bestimmen konneiij dass Q' prim gegen — aber durcb. 4 teilbar 
ist. Die jetzt wieder giiitige Gleicliung (12) reduciere man mod. 16 
und wild finden, dass P' das Doppelte einer ungeraden gegen primen 

Zahl p ist. Von bier aus gelangt man nun obne weiteres in gewobnter 
Art zum Scblusse. — 


§. 7. Von der Mannigfaltigkeit der im Falle 11 auftretenden 
Functionssysteme Xa(Uj v). 


Die Satze des vorigen Paragrapben werden wir jetzt benutzen, 
um in den Fallen II und III beim einzelnen n die Gesamtmannig- 
faltigkeit der Punctionssysteme in abnlicber Weise zu cbarakteri- 
sieren, wie dies scbon oben fur den Pall I gescbab. Wir verfabren dabei 
genau so, wie in § 4 beim Palle I, d. b. wir transformieren simultan 
die Summationsbucbstaben und die Yariabeln ti, v in einem ersten 
Xa- System vermoge einer jetzt in Betracbt bommenden Substitution 
V (fur welcbe wir die bisberige Bezeicbnungsweise beibebalten) ; indem 
wir die Summationsbedingungen mit transformieren, wird 

wieder am Werte des Xo. nicbts geandert; daraufbin seben wir nacb, 
ob die neue Gestalt der Xa vielleicbt wieder unmittelbar zu den XJ 
der transformierten Form /'(I, 12 ) ^0 binfuhrt oder nicbt. 

Um zuvorderst vom Falle II zu bandeln, so bildeten da die Sub- 
stitutionen F im allgemeinen die durcb & = 0 (mod. n), c = 0 (mod. 2) 
definierte Nur im Falle n — 8h 3 stellte die erst den 

dritten Teil aller V, da die V jetzt mod. 2 keinen Einschrankungen 
unterliegen. Die fg der zweiten Stufe mit c~0 (mod. 2) besitzt nun 
ein Polygon welches in Pig. 71, I p. 289, dargestellt ist; ein zu- 
geboriges Keprasentantensystem besteht aus den Substitutionen: 

i’o = 1 » % = (1’ 0) ’ ~ (1' 1) 


1st n = + 3, so baben wir dieserhalb neben den Substitutionen V 

der fs'ip nocb zwei weitere Classen von Substitutionen F^, F^ auszu- 
iiben, die durcb die Bedingungen definiert sind: 

I (Fi) & = 0 (mod. n)j c^l, d = 0 (mod. 2), 

1 (1^) i = 0 (mod. c=l, d=l (mod. 2). 

Man scbreibe nun gerade wie in (14) p. 336: 


^ I'. 

^ I' = — acc (mod. it), 12 "^ = 1 (mod. 2). 
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Geht man zu den ursprungliclien ri ziiriick uiid beacMet^ dass h 
durcii n teilbar, a also prim gegen n ist, so folgt: 


( 2 ) y.aa{u,v) 

(3) 


2 ® 


/'tl, t;) Tti ^ 

^ 4 g 0)^ 


: — a (mod. n), = 1 (mod. 2). 


1st nunmebr V erstlicb eine Substitution der Fsu'^ so ist: 
--f- di] = dTj = 7] = a| -f- = I + ^ (mod. 2), 


und also fiibrt der Vergleicb mit (12) und (5) § 5 hier direct auf: 
Xa (uy v) = ( — ly^Xaa {aii + hv^ cti + dv) , 


so dass die mi den heiden Fornien f, f' gelibrigen Xa-Systeme ivicder 7iur 
unwesentlicli verscMeden smd"^), 

Es bleibt uns jetzt zweitens allein nocli die Discussion der im Palle 
^ = 8A + 3 zur Geltung kommenden Substitutionen Fg der r^(»). 
Wenden wir aber eine dieser Substitutionen an^ so zeigt die rechte 
Seite Yon (2) unter Riicksiclit auf die zugeborigen Summationsbe- 
dingungen niclit die Gestalt der Xa, so dass nunmelir die Xa der Form 
niclit auf diejenigen der Form f zuriickkommen. Wir werden bier 
Yielmebr (den Bedingungen (1) der Substitution F^ entsprecbend) nocb 
die Functionen Xa^ der Form f durcb: 


( 5 ) ^ ^ -2 ' 

[ I = — cc (mod. n)f | = 1 (mod. 2) 

definieren, andrerseits aber die Functionen Xa^ (den Bedingungen (1) 
der Substitution Fg entsprecbend) durcb: 

X® {u, v) 


( 6 ) 




Ofi« — i©) 


I = — a (mod. I + = 1 (mod. 2). 


Dann aber ist es eine ganz einfacbe Betracbtung, welcbe uns fiir F^ 
zu der Formel: 


(7) = 
ftihrt, fiir Fg aber zu: 

( 8 ) Xaa{u,v')={-iyY:''!\u,v). 

Die beiden durcb (5) und (6) definierten Grossenreihea stellea 
naturlich keineswegs neue Pnnctionssysteme dar; sie sind vielmehr, 


•) Vgl. die bezugliche Oberlegung p. 337. - 
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was oben durch (7) und (8) zuni Ausdruck kommt, Functionen 
gebildet filr gewisse mit f aquiyalente Formen, und werden demnach 
selbstverstandlicb aucb als Functionen you das gruppentbeo- 

retiscbe Verhalten der teilen. Aber um im Falle = 8A + 3 alle 
wesentlicb unterschiedenen X«'Sjsteme zu erlangen^ geniigt es jetzt nicbt 
mebr^ jeder Classe eine eimelne Form zu entnebmen und fur sie die 
Xa zu bilden: vielmelir tverden ivir entweder die X^ fur drei Formen 
f, f” m 'hidden hdben, die ivolil hemglich V-xpi^i)^ nicht aher sehon he- 
mglicli r 3 ^(«) dquivalent sein soUen, oder aher wir hilden filr die eine 
Form f nehen den Xq. aiicli nocli die heiden Functionssysteme Xa ^ , Xa^ ^ 
wie sie in (5) und (6) definiert sind, 

Einzig der Fall >^ = 3 spielt bier eine leicbt erkennbare Aus- 
nabmerolle. Es giebt namlicb nur eine Classe von Formen 2"“^ /(I, rf) 
der Determinante D = — 3 und die zugeborigen reprasentierenden 
Punkte der positiven o-Halbebene sind die mit o — () aquivalenten 
Ecken (cf, I p. 250). Jetzt wird f(^^ rf) dureb drei Substitutionen 
^17 '^17 sicb transformiert, die mod. 2 reduciert auf 



fubren (cf. I p. 281). Yon diesen drei Substitutionen gebort nur einOj 
namlicb — 1, der Tz%p an^ so dass der Zusatz von und V-^ zu 
die Vy) berstelleu wird. Die drei quadratischen Formen f, f\ f' 
des im vorigen Aisatze formulierfen Besultates und also aucli die drei 
0 ugeliorigen Xa-Sysfeme iverden demnach filr n = 3 identiscli ausf alien. 

Da im analytiscben Ausdruck eines einzelnen jetzt in Rede steben- 
den Xa neben rj immer aucb die Combination — ri zu nebmen 
ist, so erledigt sicb die uneig&ntliche Aquivalenz der Formen f sofort. 
Setzen wir namlicb 

r = (2i), -2nq, 

und nennen die zugeborige Grosse (12) p. 339 wieder X^^ so ist 
offenbar: 

(9) XJ (u, v) = Xa ( — v). 

Wenn wir biernach alles Bisberige zusammenfassen, so entspringt 
das folgende, wiederum indirect zu formulierende Scblussresultat: Die 
Amahl wesentlich unterscMedener Xa-Systeme hei ungeraden n und p ist 
nicht grosser als die Amolil amhiger vermehrt um die halhe Amahl 
nicht- amhiger ursprunglicher Formclasse^z der Determinante D — — 4n 
Oder D — — n, je nachdem n — 4h 1 oder 4h + 3 ist; allein im 
Falle w = 8A + 3 mit h> 0 ist diese Zahl zu rerdreifadieny um die 
ohere Orenze fur die Anzahl der uniei'schiedenen Xa-Systeme zu geimnnen. 
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§ 8. Von der Manmgfaltigkeit der im Falle ni anftretenden 
Fiinotionssysteme Xa(u^ v). 

In ganz analoger Weise erledigen wir endlicli den allein nocli 
riickstandigen Fall der zu den geraden ZaMen n geliorenden X^j-Systeme. 
Wir bilden nns wieder die zu der Form /*(|j if) geborenden sowie 
andrerseits die X^', welcbe zu der mit f aquivalenten Form f gehbren. 
Durcb eine den frilberen Fallen analoge Recbnung; die wir wobl nicM 
ins einzelne vorzufiihren brauchen, gewinnen wir von (17) p. 340 aus : 

eg -j-dti— 1 f’(g^ Tj) n i 


(1) X« {%{, ®') == ^ . 6*“%^ 2 (— 1) 




inu — gr) 


V 


mit den Summationsbedingungen: 

(2) a| + ^ (mod. n), = 1 (mod. 2), 

Nun gebore erstlicb die Substitution V der in § 6 bestimmten 
an^ so ist vor alien Dingen c eine gerade Zabl, und man stellt 
daraufbin mit Ruebsiebt auf (6) p. 342 miibelos die Congruenzen fest: 

d7] ^ Tj = I (mod. 2), 

I = — dec — & (mod. n)y 
sowie demnaebst die weiteren Congruenzen: 

2^ = 2da + 2i = 2(a + h) (mod. 4), 

= |-.2| + (^-1) + i2-1 

= e{a + h) + (d-l) + n-l 

Fur den Fally dass V in r 2 ^ entlialten ist, hestelit demnach einfacli die 
Fielation: 

(3) v) = (- 1)^'^+“'-^^ X'au+.ith «)• 


dri • 
cl-^dri- 


(mod. 4). 


Ist das Vierfaclie einer ungeraden Zalil^ so entbalt die erst 
die Halfte aller Substitutionen und bier baben wir weiter noch 
diejenigen V zu priifen, welcbe durcb die Bedingung (8) p. 343 de- 
finiert sind. Nunmebr liefert die zweite Congruenz (2) 

1 = 1 (mod. 2), 

die erste Congruenz (2). dagegen ist, da a nur noch prim gegen ^ 
ist, in die zwei Congruenzen zu zerlegen 


doc 


^mod. , ^ = c (<z -j- (x) (mod. 4). 


Mit ibrer Hiilfe ergiebt sicb gleieh weiter: 
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eg + fZij — 1 = I (c — 1) 4- (I — 1) + Jc (a + a) | 
c^ + dri — l = {c-l) + (^—l)+eda P ' 

Bei dieser SacUage sind wir genotigt^ die nachfolgende neue Reiben- 
entwicHung einznfiihren: 


(4) 




/(I, v) Tti 

. 4 n 




^ 

1= — a (^mod. I = 1 (mod. 2) ; iq=a (mod. 4). 


Alsdann wird namlicli zufolge der voransgescliickteri Rechnniigen: 

(5) X„ (P v') = (- 1)^' ^ {u, v) , 

wobei der mod. n zu nehmende Index § sicli aus den Oongruenzen 

bestimmt: 


(6) ^mod. y) ? = c (a + o:) (mod. 4). 

Merken wir uns also das Resultat: JJm fur n = 8A + 4 alle 'miter- 
selmdenen Xa-Systeme m erhalten, entmJime man entweder der einzelnen 
Formclasse mei bemcjlicli der dber nicht sclion heBiiglich 

aqiiivalente Formen f imd tilde die leiden mgeliorigen Xa-Systeme 
Oder man tilde fur die einzelne Form^ etwa f, neten den Xa auch noch 
die Functionen X^a- 

Endlicli umfasst bei alien durch 8 teiltaren n die wieder nur 
die Halfte aller Substitutionen F, und es gilt bier noch;, die Wirkimg 
der durch (10) p. 344 definierten V zu priifen. Hier ist unter den 
vier Zahien a, hy c, d nur die zweite gerade, so dass die Bedingungen 
(2) nnnmehr: 

! = 71 = 1 — a (mod. 2) 

liefern. Wir schreiben daraufhin vor alien Dingen die zweite Con- 
grnenz (10) p. 344 genauer in der Gestalt: 

h = £ ^ (mod. n), 


wo also £ entweder + 1 oder — 1 ist. Die erste Bedingung (2) 
giebt nun: 

(mod. n)y 

wahrend man andrerseits mod. 4 leicht die nachfolgenden Oongruenzen 
bestatigen wird: 

cl-\- dy — l = ae(bri — g:) + (<^ — 1) >2 + 'J? — 1 
= — aca^ -f ate (1 — «) 4- (c7 — 1) (l ^ c^) ^ ^ 1 

= — a (ac 4“ 1) (2^Z — a — Ij (1 — a) 4” (^2 — 1 4“ gj). 
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Man fiihre jetztfiir den voriiegenden Fall die neue Reihenentwicklung ein; 


(7) 


(tl, v) 






7j— l + a /(I, Jj) Tti 


‘in 


V 


I 


a (mod. n) j r} = l — a (mod. 2). 


Es konnte sclieinen, dass liiermit zwei verscliiedene Grossensjsteme 
eingefiilirt sind, den beiden Werten a = -f- 1 nnd e = — l entsprechend. 
Dies ist aber keineswegs der Fall; denn man bestMigt sofort: 


(8) Xi (u, v) = (tt, V), j3 = (o: — 1) Y + (mod. w). 

Von (1) nnd (2) aus erlialt man nunmebr mit Hulfe der vorausgeliend 
entwickelten Congruenzen: 


(9) 


Xa (U, V) = (— I)"" 


GC-f-l 


+ 






X'l’ («(, v), 


wobei sicli der mod. n zu nehmende untere Index sowie der ZaM- 
wert Yon b aus den Congruenzen bestimmt: 


( 10 ) 


a^ = a (mod. n)j 



(mod. 4). 


JBe^Uglich der Erlangimg aller Xa-Systeme tei n = 8h gilt demnacJi Tl^ori 
filr Wort dieseTbe Vorschrift tvie Id n — 8h ‘i. 

Die Betracbtung der uneigentlicben Aquivalenz der Pormen f fubrt 
uns zu ganz analogen Y'erb'altnissen, wie in den Fallen I und II. Wir 
braucben bierauf demnach nicbt ausfuhrlicb einzugehen, formulieren 
vielmehr gleicb folgendes abscliliessende Resultat: Ist n das Eoppelte 
einer ung&raden ZaJil, so ist die AnBalil wesenflicli imterscJiiedemr X^- 
Systeme libchstens gleich der AnBalil amhiger iirspriingliclier Formclassen 
der Determinante D = — vermehrt um die Jialbe AnBalil niclit-amliger 
Classen dieser Art; liaben wir dagegen ein dnrch 4 teilbares n, so ist die 
Zalil der Xa-Systeme lidclistens gleich der Anzaltl nicht- amhiger ursprung- 
licJier Classen der Determinante D = — n, rermehH nm die doppelte An- 
Bohl der ambigen Classen dieser Art. — 

Hiermit baben wir fiir alle Falle die Leistungsfabigkeit der Bi- 
linearprocesse des § 2 erschopfend charabterisiert. 


§ 9. Von den Modtilformen Stufe Ba, pa, oOa? • . die aus 
den allgemeinen Xa {u, v) entspringen ^). 

Es lassen sicb die Functionen Xa(u,v)f wie wir scbon andeuteten, 
fur die Zwecke der engeren Tbeorie der Modulformen in derselben 

Die nacbfolgenden EntwicMungen ruhren vom Herausgeber her; das 
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Weise yerwenden^ wie die Xa(ii} im vorigen KapiteL Man entwickele 
Xa(Uj v) in eine Reilie nacli ansteigenden Potenzen yon u und v and 
greife aus alien den y^echselnden Werten von a entspreclienden; 
Eeihen die Ooefficienten eines einzelnen Gliedes, etwa anf. Diese 

werden ein System yon Modulformen der Dimension 

(1) V = — 1 — X — ft 

bilden, deren gruppentheoretiscbes Verbalten sich wieder nnmittelbar 
aus demjenigen der X« ableiten lasst. 

Urn dies naber zu untersuchen, yerabreden wir fiir die Poteiiz- 
entwicklung yon die nacbfolgende Bezeicbnungsweise: 

(2) Xa(l(, v) = A« + + 

+ + H 

Man bemerke vor allem, dass wir bierbei in yoller Ubereinstim- 
mung mit der im yorangegangenen Kapitel gebraucbten Bezeicbnungs- 
weise geblieben sind, Erstlicb ist namlicb nicbts anderes als die 
urspriinglicbe (y-PunctioUj so dass abgeseben yon etwaigen Nor- 

mierungsfactoren^ das Product: 

= (u^ — • + • • ’) (^a ^ -f- - . •) 

vorstellt, dessen Entwicklung unter Gebraucb* der im yorigen Kapitel 
gemeinten 0a ? yat . • • 

(3) ^ ya^h^h + 4 

fiibrt. Wir unterlassen, bier aucb nocb die Substitution (8) p. 339 
durcbzufiihren, yermoge deren wir oben die ii, v einfiibrten; denn es 
ist scbon jetzt deutlicb, dass in (3) wie in (2) die Ooefficienten der 
linearen Glieder durcb 0 ^ diejenigen der quadratiscben Glieder durcTi 
y etc. bezeiebnet sind. Ein yon v unabbangiges Glied tritt in (3) 
nicbt auf*, jedocb fallt es, wie wir nocb seben werden, keineswegs 
bei alien X^’”^ fort. So oft aber ein Absolutglied auftritt, stellt das- 
selbe eine Modulform ( — 1)^®^ Dimension yor; wir baben dieserbalb 
in (2) fiir dieses Glied dieselbe Bezeichnung ka gebraucbt, die wir aucb 
scbon in § 3, p. 329^ fiir Moduln der Dimension — 1 anwendeten. 

Die Grossen Xa rubricieren sicb, insofern sie im wesentlicben die 
2u p = 1 geborenden Functionen sind, unter die Palle 11 und 

Gleicbe gilt tibrigens von den aritlimetiscben Untersucbungen des § 6, welcbe 
sick fur eine erscbopfende Ableitung der Satze in § 7 und 8 als erforderlicb er- 
wiesen. 
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III der voraufgelienden Entwicklnngen. AIs zugeliorige binare quadra- 
tiscbe Form f bat man nacb (2) § 6 zunacbst bei tmgeradem n: 

= + 2nqXri + 

WO q nngerade ist. Hier kana man aber sogleicb zn einer aqnivalenten 
Form mit q=l libergeben, so dass sicli dls die fur die Ilodidn Ba, yu, etc, 
des vorigen Ka^itels im Sinne der jeUigen Auffassung cliaraMeristische 
giiadmtisclie Form: 

(4) = + 

ergiebt; fiir gerade n reiht sicli in derselben Bedeidiing die Form an: 

( 5 ) = + 

Beziiglicb der Anzabl nnterscbiedener Modaln des einzelnea Systems 
treffen wir allgemein gerade die namlieben Verbaltnisse an, die fur 
die speciellen aus dem vorigen Kapitel bekannt sind, Dureh 

einen Blick auf die analytiscben Darstellungen der in den drei 
immer unterscbiedenen Fallen bestatigt man namlicb: 

— t?) = (— t;). 

Es treten demgemass bier gerade wieder jene Reductionen ein, welcbe 
wir seinerzeit durcb die Formeln (13) etc. p. 267 cbarakterisierten. 

Ist also n iingerade, so liaben tvir Systeme bu je - Moduln Aa, zu 
je Moduln ya etc., dagegen Systeme von Grossen Za, Xa etc.; 
dabei sind jene Moduln immer von ungerader, diese von gerader Di- 
mension. Ist n gerade^ so lidben wir Systeme von — Modtdn Aa, ya 
etc.y dagegen Systeme von b? Grossen Za etc. 

Die lineare Substitutionsgruppe, zu welcber ein einzelnes unserer 
Modulsysteme Anlass giebt, wird bei dieser Sacblage immer wieder 
eine der vier Gestalten darbieten, welcbe wir im Scblussparagrapben 
des vorigen Eapitels kennen lernten (p. 313); dabei werden freilicb die 
Substitutionen S und T aus den damals angegebenen Gleicbungen jetzt 
dadurcb berzustellen sein, dass wir, allgemein zu reden, a durcb ^ 
ersetzen. Im Falle II sind die Moduln des einzelnen Systems iibrigens 
vorber erst nocb durcb eine geeignete Potenz von Ya zu Grossen 
Stufe zu normieren, woriiber im nacbsten Paragrapben das Nabere 
angegeben wird. 

Wir fiigen bier endlicb fiber den algebraiscben Cbarakter der ge- 
wonnenen Modulformen nocb folgende, fiir spatere Untersuehungen 
fundamentale Uberlegung an: Die Reibenentwicklung, welcbe ein ein- 

Klein-Frioke, Modulfunctionen, II. 23 
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zelnes Xa darstellt, war bis auf mialtiplicative Constante eine ganze 
binare Verbindung you ■S’-Reiben; als solebe wird die einzelne Xo-Eat- 
wickluDg fiir alle im „Innern“ der Halbebene gelegenen Periodea- 
quotieaten tOj : cog aabediagt coavergeat seia. Die eiazelae uaserer 
Modulformea kana bieraacb iai „Iaaera“ des Polygoas Stufe aicbt 
uastetig werdea. Aadrerseits werdea wir gleicb sebea, dass die Reibea- 
eatwickluagea uaserer Modula aacb t Poteazea lait aegatiYea Ex- 
poneaten iiberall aicbt aufYfeisen. Deaigemass wird aucb ia der 
Polygonspitze m = ioo eia Uastetigkeitspuakt fur keiae der ia Rede 
stebeadea Modulforaiea sieb fiadea kouaea, eia Satz, dea maa sofort 
aucb fur die iibrigea Polygoaspitzea formuliert, da sicb ja die Modula 
des eiazelaea Systems bei Ausiibuag irgead welcber Modulsubstitutio- 
aea stets liaear reproducierea. W^ir treffea bier also auf die gleicbea 
Verbaltaisse, wie seiaerzeit bei dea Teilwertea pi,/u. aad pi,n, aad da 
bbrigeas der Cbarakter der 0a etc. als dl^^TwischsT Modulformea 
aus dem Bisberigea uamittelbar eYideat ist, so gewiaaea wir das Re- 
sultat: Die ModuJn ka, 0a, Va etc. sind ohne Ausmlitne gan0e alge- 
hraische Modtdformen. Die grosse Tragweite dieses Satzes bei naseren 
spatereu ausfiibrlicbea Uatersucbuagea der Grossea ka, 0a, • - • wird 
maa sofort ermessea. 

§ 10. BeibeaeatYYioklungen fiir die Modulformea ka, 0a, ya etc. 

im Palle I. 

Urn ausfiibrlicbe aaalytisehe Darstelluagea der Modulformea ka 
etc. zu erbaltea, wird maa die Eatwickluagea der X^ (u, v) aacb aa- 
steigeadea Poteazea yob uad v wirklicb berstellea rniissea. Dabei 
ist die Expoaeatialreibe zweimal aazuweadea, so z. B. bei (7) p. 335 
erstlicb fur dea Expoaeatialfactor Yor dem Summeazeicbea, sodaan 
aber fiir die Yoa u uad v abbaagende Expoaeatialgrosse uater dem 
Summeazeicbea. Wir illustrierea diese Recbauagea etwa am Palle I, 
auf dea sicb die ebea bereits citierte Pormel (7) p. 335 beziebt. 

Durcb elemeatare Betracbtuag erbaltea wir zuaacbst: 

( 1 ) + 

+ T [f-lw-P - ’'■) 1“’ + (^’ -yi) + sSi’) 

+ (^' -3{-0 C-IS* - r) i«*] + ■ ■ ■ j • 
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Wenn wir uns dann nocli ein paar ganz anwesentliclie Anderungen in 
der BezeicliMBgsweise erlanben wolleii, so iverden im Falls I folgende 
Barstellungen der in Bede sfehenden Modulformen entspringen: 


1) fur das System ( — Dimension: 



mil der Bedingung: | ~ — a Qnod, n), die auch in den folgendm Fmn- 
mern immer dieselbe hleiht; 

2) filr die beiden Systems ( — 2)^®'' Dimension: 



3) flir die drei Systems (— 2)^®'' Dimension: 



4) fur die vier Systems ( — 4)^"^ Dimension: 



Mag es genilgen, Mer bis zur Dimension — 4 gegangen zu sein. 

Auf den recbten Seiten der mitgeteilten Formeln tritt innerlialb 

der Klammern ausser Potenzreiben nach r nocb der Bestandteil in 


erster^ weiterbin aber anch in boberen Potenzen auf. Wenn man will^ 
kann man fiir denselben nocb die Potenzentwicklung: 

23 
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(6) = 1 — 24 V 0 (m) • r” 

TO=1 

eintragen; wo 0(w) in gewolinter Weise die Summe aller Divisoren 
von m bedeutet; es ist diese Gleichung eine unmittelbare Folge aus 
der ersten Forniel (2) in I p. 153. 

Vor allem einfacb baben sicb die analytischen Ausdriicke fiir ka 

und gestaltet. Bereits das einzelne i/a ist aber in (4) immer durcb 
zwei Reiben dargestellt; von beiden ist die zweite (bis auf numeriscbe 
Bestandteile) fiir alle drei ya die gieicbe, und man siebt, dass dieselbe 

das Product der Grosse (6) und ^ ka vorstellt. Es bietet sicb nun 

bier der folgende Gedankengang dar: Die drei Systems der y^a sind 
von gleicber Dimension und substituieren sicb vor allem cogredient] 

bilden wir also die -v — Grossen: 


( 7 ) 


ya = + C^ya^ + Csy^a\ 


wo die c drei (von a unabbangige) Constants sind, so wird in (7) ein 
System von - Moduln ya der Dimension — 3 definiert sein, die 

wiederum mil den y^a cogredient sind, Jetzt lassen sicb offenbar die c 
in mei wesentlicb verscbiedenen Weisen so bestimmen, dass in den 
Darstellungen der zugebbrigen ya der Bestandteil: 


( 8 ) 


2 



^ n 


verscbwunden ist. Die beiden so gemeinten y a- Systems 
analytischer Darstellung^^ sind: 


( 9 ) 


ya = 

ya== 



l&l) 

(g|2 + 2s^7i)r ^ 


{p^fj nq7i^)r ^ 


yfVon 


einfacher 


Eine ganz analoge Uberlegung kniipft sicb an die Formelgriippe (5); 
bier sind jedocb die 0wei Grossen zu eliminieren, welcbe aus Multi- 
plication von (6) mit der einzelnen der in (3) entbaltenen Reiben 
bervorgeben. Ds finden sicJi so wieder mei Xa-Systeme j^von einfacher 
Darstellung‘^j ndmlich etwa: 


( 10 ) 


P^^^a + — 2ns^x^a j 

,p^x^a — 2npsx^a — 4:n^qsx^a ; 
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im einzelnen Gliede der ausgefulirten ReihenentwicHxiDg findet sick 
clemnack als Factor der ketreffenden Potenz von r bez. 

|p2 . |3 — Qnps • — 4:01^ qs -rf . — 

An die weiterkin folgenden Modulsysteme der Dimensionen — 5^ . . . 
lassen sick entspreckende Betracktungen nicht mekr kniipfen. Freilicii 
ist nock bei — 5 die Anzakl der zu eliminierenden Bestandteile (nam- 
lick 4) nm eins geringer als die Zakl der Modulsysteme. Das Eli- 
niinationsresultat versckwindet indessen, wie die Recknung zeigt^ 
identisck. Hoker kinauf wird aber die Anzakl der zu eliminierenden 
Grossen stets grosser als die Zakl untersckiedener Modulsysteme. 


§ 11. Eeilienentwicklnngen der Modnln etc. in den Fallen II 
imd m. Umordnung nack. ansteigenden Potenzen von n 


In den beiden Fallen der ungeraden p treffen wir ganz akniicke 
Verkaltnisse an, wie in dem soeben erledigten Falle. Es mag erlaubt 
sein^ bei den Dimensionen — 3 und — 4 kier nur diejenigen Modul- 
systeme namkaft zu macken^ welcke sick in Ansekung der Einfackkeit 
ikrer analytiscken Darstellung an die Systeme (9) und (11) des vorigen 
Paragrapken ansckliessen. Wir findm dann durcli elementare Reclmung 
als Modulsysteme des Falles II die naclifolgenden: 

1) das eine System ( — 1)*®^ Dimension: 


(1) 


A« = ' 




fil V) 


1)^ r 


4« 


2) die heiden Systeme ( — Dinmislon: 


(2) 


/(?■>;) 

Ati . 


3) die beiden Systeme ( — 3)^®^ Dimmision: 


(3) 




f (Si n) 




filny 


yf = (~y ^ (- ; 

4) endlicJi die beiden Systeme ( — 4)^®^ Dimension, fur wdcfie wir 
der Kilrze halber nur wieder dm FoMem der Foten0 von r im 
einzelnen Summengliede anfiiliren: 

[(- 1)^(16m-I® + ^ 


( 4 ) 
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Als Smnmations’bedmgTiiig gilt in alien vier Fallen: 

(5) I = — a (mod. n)^ = 1 (mod. 2). 

Fiir die AnzaU nnterscHedener Modulsysteme der einzelnen Art 
gelten nattlrlich. die Angaben, welcbe wir seinerzeit bei den X«-Sjstenien 
ausftibrlicli formulierten. Wie wir scbon dort erorterten^ wird dann beim 
TJbergang zu einer bezuglicb oder ^nivalenten Form f' das 
Modulsystein direct in sicb ubergeben, wabrend sicb die beiden 
Systeme der wie ancb die der ya, der Xaj n. s. w. linear reproducieren. 
Diese Bemerkungen nbertragen sicb natilrlich obne weiteres auf die 
Modulsysteme der beiden Falle I und III. 

Wabrend ubrigens die Modulsysteme des vorigen Paragrapben 
obne weiteres zur Stufe geborten und als solcbe direct zu den 
bekannten Gestalten der Substitutionsgruppen (p. 313) binfiibrten, 
mtissen die jetzt in Eede stebenden Systeme des Falles II zu diesem 
Ende erst einer Normierung mit einer geeigneten Potenz von j/A 

V 

unterzogen werden. Wir werden etwa binzusetzen, wo v eine 
moglicbst kleine, aber nicbt negative gauze Zabl ist; solcbergestalt 
erreicben wir ofifenbar, dass aucb die normierten Grossen game alge- 
braiscbe Modulformen Stufe sind. Den Zablwert von v stellen 
wir aus den Reibenentwicklungen (1) etc. leicbt durcb die Forderung 
fest, dass offenbar /’(I, ?^) + durcb 4 teilbar sein muss; man bat 
also V aus der Congruenz: 

+ 2nq^f] -f- -f* nv = 0, (mod. 4) 

zu bestimmen. Dieselbe liefert, da n, q und ri ungerade sind, 
nv = 2^^ + 2^ + 3n--^~-n--^, 

V = ^ s, (mod. 4). 

Nun folgt aber andrerseits aus (1) p. 341 

s =jp(« 2 ^ + 1) =J>(« + 1), (mod. 8), 
so dass wir erhalten: 

(mod. 4). 

Der Wert d&r gansen Zalil v ergielt sioh demgermss aus der Tdbelle: 

„ = 8/i + l, +3, -f-6, +7, 


w 


0 . 
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LeUten JEndes haben imr fur den Fall III die nachfolgenden Modul- 
systeme: 

1) das eine System ( — 1/®^ Dimension: 

2, 


a) 


K 




(- 1 ) 


(8) 


2) die beiden Systeme der ( — 2)^®^ Dimension: 

/Ck \ O ^ ^ f v') 

n 


f (li n) 




Ancli weiterWii ist gegeniiber den Formeln (1) bis (4), ausserlieli ge- 
nommen; der einzige Untersehied der, dass an Stelle des Factors ( — 1)^ 

unter den Summenzeicben tiberall ( — 1) ^ tritt; die Summationsbe- 
dingung (5) bleibt gleiebfalls in unveranderter Grestalt besteben. — 
Um die Entwicklungen des § 3 allseitig verallgemeinert zu haben, 
warden wir mit den bislang mitgeteilten Reibenentwicklnngen fiir 
nnsere Moduln nocb TJmordmingen nacli ansteigenden Dote}izen von r 
vornebmen. Die dabei eintretenden ganzzabligen Entwicklungscoeffi- 
cienten mogen wir als Functionen des jeweiligen Exponenten m wie 
oben jetzt allgemein durcb %{ni) bezeichnen und wollen, um wenigstens 
eine erste nabere TJnterscbeidung zu besitzen, dem % als unteren Index 
die Dimensionzabl der betrefifenden Modulform anbangen. So erhalten 
wir z. B. im Falle I: 

(9) ha — ^ ® (mod. m), 

m 

WO %i(w) die Anzabl derjenigen Darstellungen you m in der Gestalt: 
m = + ng^ri + nsrf 


ist, fiir welcbe | = — a (mod. n) ist. Oder um ein anderes Beispiel 
zu gebraucben, so erbalten wir fur das zweite System der ini 
Falle 11: 

(10) Sg = (^y ? m~2p a^-\-2na+p ^ , (mod.4w), 


wobei % 2 (^) definiert ist durcb die Summe: 

( 11 ) X2 (m) =^(r- 1 )^^ , 


2 
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ausgedelint tlber alle^ den Bedingungen (5) gentigenden Darstellungen 
von m in der Gestalt; 

m = + 2nqlri + 

Man wird leiclit in entsprecliender Weise fiir die iibrigen Modulsysteme 
Reilien nach ansteigenden Potenzen von r entwickeln nnd die Eigen- 
art der dabei eintretenden Entvricklungscoefficienten, als arithmetiscber 
Functionen der zugeborigen Exponenten formulieren. 


Die kiermit gegebene Betracbtung der oft genannten Modulsysteme 
bietet iibrigens noch niclits Abgescblossenes dar. Vor alien Dingen 
baben wir tlberall nicbt die Prage berllbrt^ ob nicbt das einzelne 
Modulsystem dadureb zum Fortfall kommt, dass die betreffenden Terme 
in den Potenzentwicklungen der bezilglicben nberbaupt nicbt 

auftreten. So feblen im Falle wie man in (3) p. 352 nacb- 

seben wolle, die Systeme der A^; aucb werden in diesem Falle die 
beiden Systeme der 0ci nnd ebenfalls diejenigen der ya nicbt wesentlicb 
von einander verscbieden sein^ wie man leicbt feststellt. Untersucbungen 
liber etwaiges identiscbes Verscbwinden der einzelnen Systeme oder 
liber Identiscbwerden verscbiedener Systeme lassen sicb wobl zumeist 
nicbt scbwer durcbfiibren; so z* B. beweist man leicbt; dass die bei 
= 47i -f- 3 eintretenden Systeme (9) der A® niemals identiscb ver- 
scbwinden konnen, insofern die zugeborigen Entwicklungscoefficienten 
immer wesentlicb positive Zablen sind. Inzwiscben wollen wir 
derartige erganzende Betracbtungen bier nicbt ausfiibren. In der That 
soil es sicb aucb im folgenden nicbt so sebr um einen systematiscben 
Ausbau der bier besprocbenen, analytiscben Ergebnisse bandeln; es 
sollen vielmebr wieder die principiellen algehraischen Uberlegungen 
unserer friiberen Modullebre in Kraft treteU; wobei wir die Wendimg 
auf eine systematisclie TJieorie der gan^en Modulformen nebmen. Hierbei 
werden uns dann alle bis nun aus der Tbeorie der doppeltperiodiscben 
Functionen gezogenen Ergebnisse als wertvolle Hiilfsmittel der Recb- 
nung willkommen sein. 



Viertes Kapitel. 


Fomentheoretiscli-aiialytisclie AasfiiliriiHgeii im Gebiete der 
iiiedersten StnfenzaMen *). 

Im Voraufgeheiideii laaben wir alle Vorbereitungen getroffeo, urn 
den am Scblusse des dritten Abscbnitts in Bd. I unterbrocbenen Ge- 
dankengang wieder anfzunebmen nnd mit Erfolg weiterzufiibren. Die auf 
directen Riemann^schen Schlussweisen basierenden fimctionentbeoretiscb- 
algebraiscben Ausftibrungen debnten wir damals nur bis zur Stnfe 
n 7 aus. Bei den boberen Stufen konnten wir namlicb die zuge- 
borigen Punctionen nicbt obne weiteres in einer derart durcbgebildeten 
Gestalt erkennen, dass daraufbin die endgilltige Auflosung des func- 
tionentbeoretiscben Grundproblems ftir diese Stufen ausfubrbar gewesen 
ware. Jetzt besitzen wir aber in den Teilwerten, den transformierten 
Moduln^ endlicb aber in den Grbssensystemen etc. des Torigen 

Kapitels durcbaus specificierte Punctionen einer beliebigen Stufenzabl, 
deren Werte aus den Reibenentwicklungen stets berecbnet werden 
konnen; ausgeriistet mit diesen Mitteln, tverden wir der Behandlung 
des fiinctionentheoretisclien Grundproblems im Gebiete der Gongruenzgruppm 
jet^t denjenigen Atisbau verleihen, der uns zur Zeit erreichbar sclieinL 

Das erste in dieser Hinsicht anzustrebende Ziel wird offenbar 
sein miissen, dass wir fiir die Stufenzablen n die Vermittlung ber^ 
stellen zwiscben den mit analytiscber Recbnung gefiibrten Entwicklungen 
der voraufgebenden Kapitel und den bezuglicben Resultaten von Bd. L 
Indem wir aber bierbei iiberall die engste Beziehung der analytiscb 
definierten Moduln zu jenen Grossensystemen gewabr werden ^ die in 
I jeweils als die einfacbsten Modulfunetionen ibrer Stufen erkannt 
warden^ gewinnen unsere in dem vorliegenden Kapitel diircbzuftibren- 
den Entwicklungen uber die ersten sieben Stufenzablen nocb in an- 
derer Hinsicbt Bedeutung, Dadurcb namlicb, dass wir die Moduln 
des Bd. I in den Za etc. ausdriicken lernen, entspringen fiir erstere 

*) Die Entwicklungen des Yorliegenden Kapitels rubren, soweit andeie An- 
gaben niolit ausdriicklicb gemacbt sind, vom Herausgebex her. 
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Grossen anahjtische BildangsgeseUe in Gestalt von Potenzreilienent- 
wicklnngen nach r. Die Anfstellung derartiger expliciter Darstellungen 
fiir die Congruenzmoduln bezeichneten wir aber bereits in I p. 762 
als eine aucb fiir die niederen Stufen noeb zu losende Aufgabe der 
Modultheorie. 

Allentbalben sind es librigens gan^e algebraiscbe Modulformen^ 
mit denen wir in der Folge bescbaftigt sind. Wir bringen bei ihrer 
Betrachtiing ein formentbeoretisches Scblussverfahren zur Durcbbildung^ 
fiir Welches wir in dem gieicb folgenden § 1 die Grundlinien zieben^ 
und das, wie wir an zablreicben Beispielen seben werden, von ausser- 
ordentlicber Braucbbarkeit ist. Aucb scbon friiber batten wir wiederbolt 
Gelegenbeit, uns der Modulfornien zu bedienen; wir konnen aber im 
Hinblick auf die kiinftigen Entwicklungen geradezu sagen, dass die 
JDurchfuhnmg der analytiselien Ansdtze am meckmdssigsten Uberall an 
die formentheoretisclien Frmcipien anlmiipft Wir befinden uns in An- 
sebung dieser Auffassung in voller Ubereinstimmung mit derjenigen 
TendenZ; welcbe zu Beginn des nacbsten Abscbnitts zur durcbgreifenden 
Geltung kommen soli; wir werden dort ganz allgemein auf beliebigen 
Riemann'scben Flacben nicbt mit algebraiscben Functionen, sondern 
mit den zugeborigen algehraischen Formen operieren. 

Erwabnen wir endlicb nocb, dass wir zwiscbendurcb verscbiedent- 
licb Gelegenbeit nebmen, aritbmetiscbe Anwendungen unserer Unter- 
sucbungen einzusebalten. Dieselben werden die Darstellung ganzer 
Zablen durcb quadratische Formen betreffen und basieren, wie man 
leicbt ermessen wird, auf der zablentbeoretiscben Natur der Entwick- 
lungscoefficienten in den Potenzreiben des vorigen Kapitels. 

§ 1. Principien fiir die BetraehtuLng ganzer algebraischer 
Modulforiaen. 

Die Betracbtung der Modulformen war bereits in Bd. I wiederbolt 
neben diejenige der Functionen getreten; fiir die erste Stufe kommen 
die Entwicklungen p. 117 ff. in Betracbt, fiir die Stufen 2 bis 5 p. 615 ff. 
und endlicb fiir die siebente Stufe p. 692 War es dort der Dif- 
ferentiationsprocess, vermoge dessen wir aus den Modulfunctionen mitteb 
barer Weise Formen herstellen konnten, so treten uns die vorauf- 
gebend aus der Tbeorie der doppeltperiodiscben Functionen entnom- 
menen Grossen unmittelbar als Modulformen entgegen. Wenn es sicb 
jetzt weiterbin darum bandeln soli, Betracbtungen auf den Funda- 

^*) An letzter Stelle sebe man insbesondere die Note nnter der Seite 694, 
deren allgemein gnltige Gesicbtspnnkte wir Mer nicbt nocbmals wiederbolen. 
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mentalpolygonen oder den zugehorigen Eiemann^schen Placlien anzu- 
stellen, so wiirden wir von den Formen sogleicli darcli Qnotienten- 
bildung zu den Functionen zuriickgelien konnen. Inzwiscken ist es^ 
wie man nock seken wirdj von grosster Wicktigkeit, die Formen mi- 
miUelbar als mif dem Polygon 'be0. der Fldclie existierende Grossen an- 
0uselien und in diesem Sinne mit ihnen 0 u ardeiten, Einige principielle 
Gesiektspunkte ftir diese Art der Betracktung sollen kier vorab zu- 
sammengestellt werden. 

Es sollen kier einzig diejenigen Modulformen 0 (©1; einer 
Untergruppe fu in Betraekt gezogen werden, welcke im Innern des 
zngekorigen Polygons nirgends nnendliek werden, Grossen, die wir^ 
wie bislang, so auck fernerkin, als ganze Modulformen der be- 
zeicknen. Dabei soil nicht ausgeschlossen sein, dass 0 sick bei den 
Substitutionen der nur erst bis auf einen Factor reproduciert; wir 
nannten in diesem Falle (coj, ojg) der Untergruppe „adjuDgiert^^ 
und behalten diese Ausdrucksweise bei. Der bei Ausubung von Sub- 
stitutionen der auftretende Factor ist ubrigens stets eine Einkeits- 
wurzel, so dass insbesondere eine gewisse Potenz von 0 „absolut^‘^ zur 
gekort. 

Eine ganze Modulform ist ferner, wie wir wissen, die Wurzel einer 
algebraiscken Gleickung, deren Coefficienten game rationale Functionen 
von ^2; siiid; wahrend insbesondere der Coefficient des kocksten 
Gliedes die Einkeit ist. Es folgt daraus, dass ganze algebraiscke 
Modulformen stets eine ganzzaklige negative Dimension in CO2 auf- 
weisen. Die einfacksten ganzen Modulformen sind natiirlick g^^ 
und A; sie gekoren zur ersten Stufe, wakrend ^'f/A dieser Stufe ad- 
jungiert ist. 

In einem beliebigen Punkte des Polygons ist der Wert der 

zugekorigen Modulform 0 nur bis auf eine Potenz von % fixiert, so- 
fern an der betreffenden Stelle 0 niekt gerade versckwindet. Dieses 
letztere wird naturlick stets an vereinzelten Stellen des Polygons F^^ 
eintreten, und wir wollen jetzt insbesondere die Anzahl einfacker ifull- 
punkte von 0 , gemessen im Polygon als WertigTceit der ganzen 
Modulform 0 bezeicknen. Das Interessante ist, dass diese Wertigkeit 
ganz allein von der Dimension der Form und dem Index der Unter- 
gruppe abkangt, niekt aber von der besonderen gerade vorliegenden 
Modulform. Es gilt namlick der Satz: Fine gan0e algebraiscke Modul- 
form 0 der Fimmsion — v, die der Untergruppe f/ vom Index ad- 

jungiert ist, kat auf dem Polygon Ff^ die WertigTceit ^ • 

Gekore namlick die Tc^ Potenz von 0 der absolut an, so werden 
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und zwei zur geliorende gauze ■ Modulformen gleiclier Di- 
mension sein, deren Quotient somit eine Modulfunction der ist. Es 
hat nun A in jedem einzelnen Doppeldreieck von einen einfachen 
Nullpunkt (namlicli in der Spitze mit dem Winkel Null desselben, 
cf. I p. 128) und ist sonach auf F^ von der Wertigkeit Von 

derselben Wertigkeit muss somit auch sein, so dass wir von 
bier aus fiir die Modulform ^ die im oben formulierten Satze ange- 
gebene Wertigkeit finden. 

So oft nicht durcli 12 teilbar ist, wird die Wertigkeit von 
0 auf F^i eine gebrocliene Zabl sein. Dieses der Theorie der Modul- 
funcUonmi eines Polygons Ff^ fremde Vorkommnis ist uns demgegen- 
liber bei den Formen selbst der ersten Stufe bereits seit lange bekannt. 
Die Modulform hatte, wie wir in I p. 128 direct nacbwiesen, im 
einzelnen Doppeldreieck oder anders ausgesprocben in der J^-Ebene 
bei J*= 0 einen Nullpunkt der Ordnung Jg-, die Form g^ einen Null- 
punkt der Ordnung ^ bei J = 1; beides ist jetzt in Ubereinstimmung 
mit unserem allgemeinen Satze. 

Nullpunkte gebroehener Ordnung konnen nicht an jeder beliebigen 
Stelle der Flache F^^. auftreten; sie lleiben vielmelir eingesclirankt auf 
solche Ecken a, 5, c chr Einteilung von fur toelclie die Bemelnmg 
von cc'^^f die co-Halbelene aufhdr% eine eonforme m sein, Des naheren 
werden an den Stellen a, die auf F^ nur von zwei Elementardreiecken 
umgeben sind, — wir wollen daftir kurz sagen in den „Ausnahme- 
punkten — jedenfalls nur Nullpunkte der gebrochenen Ordnung ^ 
auftreten konnen, desgleichen in den Ausnahmepunkten & Nullpunkte 
der Ordnung wo m und n ganze Zahlen sind. Ist namlich s von 

a 

der Dimension — v, so wird eine eindeutige Function von co allein 
sein, die sich als solche in der XJmgebung einer im „Innern^^ der 
Halbebene gelegenen Stelle Wq nach ganmi Potenzen von {p — mf) 
entwickeln lasst. Aus diesem Umstande ergeben sich die mitgeteilten 
Satze unmittelbar. 

Betrachtungen der letzteren Art sind von folgendem, weiterhin 
oft zur Verwendung kommenden allgemeinen Princip beherrscht: Sind 
0 und 0 0 wei 011 der gleiclien Dimension geliorende, der F^ adjtmgierte 
Modulformen, welcke gegenuber den Er^eugenden der F^ das gleicke multi- 
plicative VerJialten mgen, und v&rscJiwindet 0 in einem Ausnahmepunkte 
a, b Oder 0 der Flache F^a i^ gebroehener Ordnung, so muss 0 ' an eben 
dieser Stelle gleichfalls in gebroehener Ordnung verschwinden, und 0 war 
so, dass die Differen 0 dm' beiderlei Ordnungen eine gan 0 e Zahl wird, 
Der Beweis dieses Satzes wird unmittelbar aus dem Umstande evident, 
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dass der Quotient von ^ und / eine algebraische Function der Flache 
Ffj, ist. Beispiele fiir die ausgesproeliene Eegel werden wir weiter 
unten in grosser ZaM kennen lernen. Es verdient tibrigens sogleicb 
bemerkt zu werden, dass in einer Ecke c von eine absolut zur fa 
geborende Form ^ immer nur in gam^aliliger Ordnung zu Null werden 
kann, iin Gegensatz zu jenen Verbaltnissen, die wir sclion bei g^ und 
g^ fiir die Ausnabmepunkte a und h kennen lernten; man wird die frag- 
liche Bebauptung betrefPs der Punkte c leicbt aus der analytiscben 
Darsteliung der gedacbten Modulform 0 in r scbliessen. 

Man mag nocb die Frage aufwerfen, wie viele linear- un abb angige 
ganze Modulformen einer vorgescbriebenen Dimension — v auf 
esistieren mogen. In diesem Betracbt giebt der Riemann-Rocb'scbe 
Satz (I p. 549) das nacbfolgende, leicbt zu bestatigende Resultat: Eine 
eimehie, der adjungierte Modulform 0 der Dimension — v gelidrt immer 
einem System von: 

(1) i> + T + i 

linear-unabJidngigen ganzen Modulformen (— Dimension an, irelche 
gegenuber den Er 0 eugenden der dasselbe multiplicative Vetdiolten 0eigen, 
wie bierbei ist in bekannter Weise r die Anzabl linear -unabbangiger 
Functionen cp der Flacbe F^, welebe zugieicb in den Nullpunkten von 
0 verscbwinden. Diese Regel werden wir sogleicb in einigen Fallen 
des Gescblecbtes p = 0 anzuwenden baben. 


§ 2. Von den ganzen Modulformen zweiter Stufe und ihren 
Bildungsgesetzen. 

Die Betracbtung der ganzen Modulformen e^'ster Stufe diirfte durcb 
die Entwicklungen in I p. 117 u. £, so wie durcb die analytiscben Dar- 
stellungen, ebenda p. 151 u. f., zu vollem Abscbluss gebraebt sein. 
Man gebe demnaeb gleicb zur Hauptcongruenzgruppe zweiter Stufe Fg 
und bemerke, dass eine zugeborige ganze Modulform der Dimension 

— V auf Fq die Wertigkeit y besitzt. Indem wir bier nur von soicben 

Modulformen 0 bandeln, die „absoluP^ der Fg zugeboren, wird v gerade 
sein miissen, und also ist der kleinste Wert von v, der bier uberbaupt 
eintreten kann, v = 2. Die zn v = 2 geborenden 0 sind aber ein- 
wertig^ so dass es nadh der eben dbgeleiteten Hegel (1) § 1 nur zwei 
von einander linear 'Unablidngige Grossen dieser Art gehm hann, da fiir 
die Fg das Gesclilecbt p = 0 ist Besitzen wir solcbe zwei Grossen 
in 0 Q und % , so ist weiter sofort evident, dass jede ganze Modulform 
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0 weifer Stufe der Dimension — 2v eine gan^e Jiomogene Function 
Grades von tind 0 ^ ist 

Es ist nun ein Leichtes, die beiden postulierten Moduln 0^^ 0 ^ 
tbatsacblicli berzustellen. Zufolge p. 29 ff. waren namlich die vierten 
Potenzen der drei zweiten ^-Teilwerte gegeniiber den Substitutionen 
der homogenen fg absolut invariant; ein Gleiclies gilt demnacb. aucb 
von den drei Producten ]/A , die zufolge (4) p. 30 von constanten 
Factoren abgeseben mit den drei Grossen: 



identiscb waren. Dass aber diese Grossen gan 0 e Modulformen sind, 
ist aus ibren Keibenentwicblungen unmittelbar evident; es bestebt 
denn aucb (in Tiber einstimmung mit tinserem vorbin formnlierten 
Satze) zwiscben ibnen eine bekannte lineare Relation, die man in (5) 
p. 30 aufgezeicbnet findet. 

Man konnte nun 0q and direct mit zweien unter den drei 
Grossen ( 1 ) identiscb nebmen; indessen ist es zweckmassig, zu setzen: 

(2) (^) + ^3^) > = (— ) 

wobei man bemerken wolle, dass bei der Gestalt der Relation ( 6 ) p. 30 
aucb wirklicb 0^ und 0 ^^ von einander linear -unabbangig sind. 

Die Reibenentwicklungen, welcbe wir fiir diese beiden Grossen 
aus den -^-Reiben abzuleiten baben, scbliessen sicb in ibrem Bildungs- 
gesetze unmittelbar an die Reiben des vorigen Kapitels an; nur sind 
es nicbt, wie dort, bindre quadratische Formen, sondern guaterndre, 
welcbe in den Exponenten von r auftreten. In der That konnen wir 
ja z. B. die # 2 ~Reihe in die Gestalt setzen: 

wo I alle positiven und negativen ungeraden Zahlen zu durehlaufen 
hat (cf. I p. 160). Indem also I 3 , unabhangig von einander 

alle eben diese Zahlreihe durehlaufen, wird 

( 3 ) 

sein. Ebenso findet man: 

4- ^3^ 4“ ^4" 

( 4 ) ^ 3 ^= 2 '^ ^ ’ 

wo jetzt die | unabbangig von einander obne Untersebied alle ganzen 
Zablen durehlaufen sollen; den entspreebenden Ausdruck fiir O’/ wird 
man leiebt bilden. Indem wir die in Rede stehenden Reiben jetzt 
nacb ansteigenden Potenzen von r anordnen, Tcommen nach leicJiter 
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Zwisclienreclimmg fur unsere ieiden Modulformen (— Dimension Ba 
die naclifolgenden BeiJienenfwieMungen: 


( 5 ) 


dabei bedeutet %(ni) 
in der Gestalt: 


^0 = 2 




2 

— 1 (md,2) 


m 



die AnBohl unterschiedener Darstellungen von 2 m 


(6) 2 m = 

durch beliebige ganBe Zalilen, tvdhrend %(jyi) die AnBalil der Darstellungen 
von in der Gestalt: 

(7) 4m == + |2^ + +* 

durch beliebige ungerade Zahlen ist Zwei Darstellungen^ bei denen die 
gleicben Zahlwerte I,-, jedocb in verscMedenen Anordnungen auftreten, 
mtissen bierbei^ wie man leicbt xiberblickt; als verschieden angeseben 
werden. Natiirlicb kommen bierbei fur Bq beliebige ganze positive 
Zablen m zur Yerwendung; fur % bingegen nur die ungeraden Zablen m. 
Die in I p. 628 durcb den Differentiationsprocess bergeleiteten Mo- 
duln ylg, ^4 der zweiten Stufe kbnnen als Grossen der Dimension +4 nocb 
keine ganze Modulformen sein. Dass aber die Producte Ag ]/A, 
solcbe sind und direct zu den Grossen (1) zuriickfubren, zeigten wir 
auf etwas anderem Wege bereits oben p. 29 u. £ 

Ganze Modulformen ( — 2)^®^ Dimension der fg sind nun aucb die 
drei Bweiten p-Teilwerte pxfz] sie werden demnacb direct lineare Oom- 
binationen der Bqj b-^ sein^ und zwar scbliessen wir insbesondere obne 
weitere Recbnung auf die Relation: 

( 8 ) Pqi — ^^0 

aus dem Yerbalten unserer Grossen gegentiber der Substitution 8. 
Diese Beziebungen zwiscben den Teilwerten und den Bq, b^ baben 
desbalb einiges Interesse, weil wir fur die pi^ oben (p. 12 u. £) Reihen 
kennen lernteU; die ein ganz anderes Bildungsgesetz befolgen, als die 
Reiben (5) der Ba^ Wenn wir z. B. den Fall der Gleicbung (8) nocb 
etwas naber verfolgen sollen, so kommt bier die Reibenentwicklung 
(3) p. 12 in Betracbt, und zwar fiir n = 2, = \{m) bat Mer, 

wie man in (5) p. 13 nacbseben wolle, die Bedeutung der vierfacben 
Summe aller ungeraden Teiler von m. Ist also^ einfacb genommeU; 
die Summe aller gegen 2 prime^i Teiler von so kommt: 


( 9 ) 
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Da nun %{m) fxir m = 0 offenbar 1 ist^, so wird c in Pormel (6) mit 
-J- identiscb sein^ und also muss die erste Reihe (5) mit (9) direct 
identisch sein. Es folgt daraus das arithmetiscbe Ergebnis: 1st m 
irgend eine positive game Zahly so ist die AmaM unterscMedener Dar- 
stellungen von 2 m in der Gestalt (6) gleieli der 24i-fachen Summe alter 
ungeraden Teller von m. Nehmen wir z. B. m = 10, so kommen, 
wenn wir you der Folge der ^ abseben und sie alle positiv nebmen, 
nur die beiden Quadrupel (4, 2, 0, 0), (3, 3, 1, 1) in Betracbt. Das 
erste Quadrupel giebt nun, wenn wir alle moglicben Permutationen 
anwenden, mblf Darstellungen, das zweite aber seclis solcbe durcb 
lauter positive Zablen Nebmen wir jetzt aucb nocb alle verscbie- 
denen Zeicbeneombinationen, so giebt offenbar die einzelne der zwolf 
Polgen des ersten Quadrupels stets vier, die einzelne Edge des zweiten 
Quadrupels stets 16 Darstellungen von 20. Die Gesamtanzabl der 
letzteren ist somit 4: • 12 16 • 6 = 14^4:. Auf der anderen Seite ist 
0^(10) = 6 und also in der That 24*02(10) = 144. 

Es scbliesst sicb dieses arithmetiscbe Ergebnis unmittelbar an 
den bebannten Satz von Jacobi an, welcber das Zeicben wie 

wir es vorbin definierten, betriffP^). Wir waren direct zu diesem Re- 
sultat gelangt, wenn wir die Identitat: 

Pio Pii — 

an Stelle von (8) bebandelt batten und die linke Seite von p. 12 oder 
aucb von I p. 150 (4) aus in eine Potenzreibe nacb r entwickelt batten. 
Man bemerke tibrigens, dass unserer Ableitung des aritbmetiscben 
Satzes der functionentbeoretiscbe Scbluss auf die Identitat von 6Pqi 
und zu Grunde liegt, wabrend bei Jacobi die formlicbe Transfor- 
mation der Reiben an dessen Stelle tritt‘’^*). Dieser Umstand wird 
wesentlicb, wenn wir weiterbin bei den boberen Stufen ahnlicbe Ergeb- 
nisse erzielen wollen. Da wird wiederum der functionentbeoretiscbe 
Scbluss auf die Identitat gewisser Reiben obne weiteres' vollziebbar 
sein; aber eine wirkliche Transfoi*mation der verscbiedenen Reiben in 
einander wiirde bier desbalb umstandlicber ausfallen, weil man bei 
den boberen Stufen nicbt eine ebenso durcbgebildete analytiscbe Tbeorie 
vorfindet, wie sie fiir n^2 durcb Jacobi geliefert 

Note sur la decomposition d^un nomhre donne en quatre carris^ Crelle’s 
Journal Bd. 3 (1828) oder Werke Bd. I p. 247. 

Man vgl. inabesondere die eleganten Entwicklungen in den letzten Ar- 
tikeln der Fundamenta nova, sowie die Soblussbemerkung ebenda, 

Arithmetiscbe Anwendungen der 'O'-Functionen, in Jacobi’s Sinne ent- 
"wickelt, hat neuerdings insbesondere Hermit e wiederholt entwickelt; dabei treten 
neben den Teilersummen auch die Classenanzahlen quadratischer Formen von 
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§ 3. Bie ganzen Modulformen dritter Stufe Ig, und |/A. 
Bezieliiiiig derseltoen zu den Teilwerten 


Auch bei w = 3 fiiiiren uns die Principien des § 1 , wenigstens 
fur das Gebiet der absolut zur dritten Stufe geborenden Modiilformen, 
zu abgesehlossenen Eesultaten. Da das bierher geborende Polygon 
zwolf Doppeldreiecke bat, so kann es auf demselben ganze Modul- 
formen der Dimension — 1 geben, welcbe einwertig ausfailen wiirden. 
Das Polygon jedenfalls keine Ausnabmepunkte a, by so dass 

der eine Nullpunkt einer Form fraglicber Art eine nocb nicbt naber 
fixierte Lage auf baben wiirde. Fben clieserJialb Icann es niir zitei 
linear-unabhdngige ganse Mochilformen dritter Stufe ( — 1)^®^ JDimension 
geben, in ivelclien dann jede gan^e Madid form dritter Stufe ( — Di- 
mension als ganse homogene Function Grades darsteUbar ist. 

Zwei Grossen der postulierten Art besitzen wir nun in dem bi- 
naren Modulsysteni welcbes fiir n — von der Forme! (2) 

p. 355 geliefert wird. Die analytiscben Darsteliungen dieser Grossen 
sind zufolge einer leicbten Zwiscbenentwicklung: 




"0 ^ 

wo I, ij alle Combinationen ganzer Zablen dureblaufen sollen, und: 

= y.r = 


( 2 ) 




mit der binzukommenden Bedingung | = 2 (mod. 3). Die Anordnungen 
nach ansteigenden Potenzen von r ftibren auf folgende Bildungsgesetze 
unserer Moduin: 

(3) = 

wo %{m) die Anmlil unterscJiiedener Darsteliungen von m durch die Form 
3^7] + 3 12 ^ Oder durch die mit ihr dquivalente Form + 

isty wabrend sicb fiir A^ die Entwicklung ansebliesst: 

( 4 ) A, = ^ X' W r '^7 = 1 (mod. 3), ■ 

negativer Determinante als Entwicklungscoefficienten von Potenzreiken auf. Vgl. 
z. B. jfUemargUes sur les formes quadratigues de determinant Balletin des 

sciences mathem. (2) Bd. 10 (1886), sowie vornebmlicb die Abhandlung quel- 
ques consequences arithmetiques des formules de la tJieorie des foncUons elliptiques^^ 
Acta matlieni. Bd. 5 (1884). In der letzteren Arbeit werden fur gewisse cnbische 
Verbindungen der O’ eigenartige. Darsteliungen entwickelt, welcbe auf anderem 
Wege bereits fruber von Kronecker gefunden waren (cf. Berl. Ber. von 1875). 
Man sebe endlicb die Note von Lipschitz, Sur wm formule de M. Her mite, 
Crelle’s Journ. Bd. 100 (1886). 

Flein-I’ricke, ModtUfimctioneii. II. 
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wo % (m) die halbe Amalil aller Darstellmgen der mit 1 (mod. 3) con- 
gruenten Zdhl m durcJi die Form |* + + rf ist. Die Anfangsglieder 
der Potenzentwicklungen (3) und (4) sind: 


Ao = — (1 + 6 r + + 6r* -[ ), 

Q)q 

A, = ^•3r^ (1 + r + -1 ). 

Die Wirkung der Substitutionen 8 nnd T auf A^, bereclinet 
man iiacli den Formeln (3) und (4) p. 313 zu: 

I _Ao' = Ao, A/=pA,, 

^ \ (T) iVS^' = ^,-\-2A„ 4y3A/ = Ao-Ai, 



wobei man nur berticksiclitigen wolle, dass in den genannten Formeln 
p. 313 die Einheitswurzel s fur unseren Fall durcb zu ersetzen ist. 
Unsere Moduln Aa sind also cogredient mit den beiden Grossen 1^, 
welcbe wir in I p. 630 vom Differentiation sprocess aus gewonnen 
batten. JEs bestehen nun aber sogar direct die Identitdten: 

(7) Ao = i3, = 

so dass wir voraufgeliend das Bildungsgesetz fur das Modulsystem Ig, 
gewonnen Jiahen, Man konnte dies dadurch zeigen, dass man in den 
is? ii game Modulformen nacbwiese. Zweckmassiger nocli ist es^ wenn 
wir bemerkeu; dass nacb I p. 630 die beiden AusdrQcke: 

(8) Ao^ + 8AoA,^ A„« - 20Ao«A/ - 8A/ 

bei alien beiden Substitutionen ( 6 ) sicb invariant verbalten und als 
solche ganze Modulformen erster Stufe vorstellen. Zufolge ihrer Di- 
mension in den konnen aber die beiden Ausdriicke ( 8 ) von g^ 

und ^3 nur nocb um constante Factoren abweicben, und indem wir 
die letzteren durcb Einsetzung des speciellen Wertes co — ioo bestim- 
men^ kommt mit Siicksicbt auf (5) 

Ao" + 8A,A,^ = 12^2, 


Ao^-20Ao^A,^-8A,^ = 216^g, 

in voller Ubereinstimmung mit I p. 630 (7). Insbesondere ist also 
der Quotient von Aq und A^ mit dem von Ig und I 4 identisch, so dass 
wir fur den Sauptmodul dritter Stufe 1 ( 0 ) ein BildungsgesetB gewinnen, 
indem wir ihn als Quotienten der BeiJien (1)^ (2) oder aueJi (3)^ (4) dar^ 
steUef^%, Weiter ergiebt sicb nun: 




= I/ = AA 


so dass und Aj, jedenfalls nur um eine multiplicative Einheits- 
wurzel von einander abweiclien konnen. Diese muss aber direct der 
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Einheit gleiCh sein, da die Anfangsglieder der Reihenentwicklungen 
von und libereinstiinmen Hiermit ist die genane Identitafc 
unserer beiden Modulsysteme erwiesen; wir werden demnacli statt 
Aq, Aj die typiscbe Bezeichnung I 3 , fiir das in Rede stehende binare 
System wieder aufnebmen. 

Wir scbliessen bier gleicb einige Betracbtungen fiir die nacbst 
niederen Dimensionen — v an. 

Etir v — 2 existieren auf drei linear -unabbangige ganze Modnl- 
formen. Man bann dieselben erstlieb in der Gestalt 1/ fixierenj 

andererseits liefern uns aber aucb die vier zu n — S geliorenden Teil- 
iverte Grossen der gewiinscbten Art, fur welcbe dann die Identitat: 

(9) Foi + Pio + Fii + Fi 2 = 9 

gilt. Zwiscben beiden Grbssenreiben wird demgemass lineare Abbangig- 
keit besteben, nnd wir scbliessen insbesondere aus dem Verbalten 
gegeniiber der Substitution S leicbt auf die Relationen: 

(10) I Fio + 

I Fio + 99n + = ^2§4^' 

Die Werte der recbter Hand auftretenden numeriscben Pactoren be- 
stimmt man leicbt zu 

Oq = \ = I5 

den Wert Cq bestatige man aus den Reibenentwicklungen, und 
ergeben sicb dann leicbt, indem man auf in zweckmassiger 

Polge Operationen S und T ausubt. 

An die Identitaten (10) lassen sicb wieder arithnietische Folgerimgen 
kniipfen, die am einfacbsten fiir die erste Relation (10) ausfallen. Erst- 
lieb lebrt p. 12 Pormel (3): 

(11) 4poi = { 1 + 12 2 . 

^ V jn=l 

wo (ni) die Summe aller gegen 3 primen Divisoren von m ist. 
Andrerseits wolle man §3 von Pormel (1) aus diireb eine leiebte 
Zwisebenreebnung in die Gestalt setzen: 

(12) = ’ a; = «/ (mod. 2), 

wobei, wie sehon angedeutet, fur x, y alle Combinationen ganzer, 
mod. 2 congruenter Zahlen zu nebmen sind. Indem wir quadriereii 


*) Wegen I4 sehe man I p. 618 (2) nnd 630 (6). 

24 * 
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und nacli ansteigenden Potenzen anordneii; entspringt der Satz: 1st m 
eine positive gmm ZaM, so ist die Amalil dcr Barstellungen von Am 
in der Gestalt: 

(13) Am = + ^ 2 " 

durch game, den JBedingimgen Xi = gi (mod. 2) genilgende, Zahlen iden- 
tisch mit der Bivdlffaclien Stmtme alter gegen 3 primen Teller von m^). 

Piir 1 ; = 3 giebt es auf ™ ganzen vier linear -iinabh an gige 
ganze Modulformen, die wir einerseits als Teilwerte oder aber 
als eubisclie Verbindungen der ^ 3 , I 4 bilden konnen. Die lineare Ab- 
bangigkeit dieser beiden Grossenreiben von einander lasst sicli aus 
Formel ( 8 ) p. 20 unter Rueksicbt auf I p. 630 (7) leicht folgern. 
Wir verweilen bierbei nicbt langer, sondern wenden uns sogleicb zu 
V — Aj wo es eine ganze Modulform giebt, deren vier Nullpunkte sicb 
gerade auf die vier Tetraederecken von verteilen. Man wird so- 

fort bemerken, dass dies die Modulform ist, deren Darstellung in 

I 3 , bereits in I p. 630 geleistet ist. Das Wicbtige ist, dass wir 
jetzt ans den Formen des vorigen Kapitels fiir "f/A ein einfaches Bit- 
dungsgeseU ableiten konnen; wir bolen bei dieser Gelegenheit etwas 
weiter aus. 

Fiir die bei n = 47^ + 3 in § 9 des vorigen Kapitels (p. 351 ff.) 
im damaligen Falle I aufgestellten Systems zu ^ und Moduln 

kommt bei n=3 nur die eine quadratiscbe Form + in 

Betracbt. Alle Systems ungerader Dimension werden bier binar und 
sind cogredient mit dem ersten unter ibnen, namlicb dem voraufgebend 
betracbteten System der A^. Die Systems gerader Dimension hesteken 
jeweils nur aus einer eimelnen Grosse, und sie sind alle mit der ersten 
unter ihnen 0 ^ cogredient, welche leMere zufolge ( 1 ) und ( 2 ) p. 313 die 
Substitutionen erfdhrt'^^): 

(14) (8) = = 

Das sind nun aucb gerade die Substitutionen von |/A , so dass irgend 
einer unserer einzelnen Moduln 0 ^, x^, durcb j/A dividiert, zur 
ersten Stufe gebort, und zwar, wie man sofort beweisen wird, als game 
Modulform. Die fraglicben Grossen 0 ^, x^,^ ... sind demnacb in 

der Gestalt darstellbar: 


Die Bedingnngen x. z= (mod. 2) lassen sicb ubrigens fiir jedes der Re- 
lation (13) genugende Quadrupel iUj, ... eventnell dadurcb befriedigen, dass 
man nnd x^ permntiert. 

Man erinnere sicb, dass in der cit. Formel fiir s zu nebmen ist. 
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WO eine ganze rationale Function ihrer Argumente ist, deren 

Dimension in aus der Dimension der etc. sofort au> 

gegeben werden kann. Die Formeln (3) p. 355 geben nun zwei Reiben 
beide aber miissen identisch versch winded , da G in diesem Falle 
die Dimension + 2 hatte. Wir baben ferner vier Reiben x^ aus ( 5 ) 
p. 355; jede derselben, die nicbt identiscb verscbwindet^ muss bis auf 
einen numeriscben Factor |/A darstellen. Kebmen wir z. B. die erste 
Formel (5) p. 355), deren recbte Seite sich infolge des identiscb en 
Verscbwindens von % wesentlicb vereinfacbt, so entspnngt tliatsachlicli 
dls analytische Darstellung von ]/A: 


(16) 


6 |/A = (‘ 






1=1 (mod. 3). 


Ordnet man namlicb die recbte Seite von (16) nacb ansteigenden 
Potenzen von r um, so zeigen sieb die Anfangsglieder: 

(17) |/A = (^)%^(1 — 8r+20r®+ * — 70r^ + ---); 


biermit ist erstlicb bewiesen, dass die Reibe (16) nicbt identiscb Null 
ist, dass aber andrerseits der numeriscbe Factor auf der linken Seite 
von (16) in rich tiger Weise fixiert wurde. 

Man konnte nun weiter die binaren Systeme ya, tv a etc. in Be- 
tracbt zieben und insbesondere die Frage aufwerfen, wie sicb die ratio- 
nalen ganzen Ausdriicke derselben in § 3 , I 4 in invariantentbeoretiscber 
Hinsicht naher cbarakterisieren lassen, insofern namlicb alle diese 
Systeme mit den I 3, 14 cogredient sind; inzwischen geben wir auf diese 
Gegenstande bier nicbt naber ein. 


§ 4. Die der dritten Stnfe adjimgierten Modnlformen |/A, y^- 
Zweite Darstellxing des Hanptmodxils |(£o). 

Fiir = 3 kommen nun aucb nocb die Formeln ( 1 ) ff. p. 357 in 
Betracbt, bei denen wiederum nur eine einzelne quadratiscbe Form, 
namlicb 2^^ Qrf' zu Grunde zu"legen ist. Diese Grossen- 
systeme Aa, etc. sind aber der dritten Stufe nur erst adjungiert, und 
zwar werden sie durcb Normierung mit j/A absolut zu dieser Stufe 
zuruekzufuhren sein. Wir bekommen wieder wecbsel weise binare Systeme 
und einzeln stebende Moduln; beginnen wir mit der Betrachtung der 
letztern. 

Die fur sicb stebende ganze Modulform % gebort als solcbe zur 
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sechsten Stufe nnd ist von der Dimension —2; die Substitutionen 
S und T wirken auf dieselbe in der folgenden Weise: 

(1) (S) V = (T) V = 

Sofern dieses nun wirklicli existiert, wird eine ganze Modulform 
erster Stufe sein, die bei m — ioo verschwindet; denn zufolge (1) wird 
die Reihenentwicklung von % mit einer Potenz + ^ beginnen, wo m 
eine ganze Zabl ^0 ist. Aber es ist von der Dimension —12 
und deshalb bis auf einen constanten Factor mit A identiscb, da nacb 
p. 77 eine ganze Modulform erster Stufe, die bei co = ioo verschwindet, 
stets den Factor A hat. Nun haben wir in der That unter Binhaltung 
der Summationsbedingungen: 

(2) 1 = 2 (mod. 3), = 1 (mod. 2) 

die Identitat: 

2^(_l)l|.y 6 = (1 _ 4;. _j_2r2 


SO class ein identisches Versebwinden dieser Reihe ausgeschlossen ist: 

ist demgemdss his auf einen numeriscJien Factor mit |/A identisch^ und 
ivir erhalten des genaueren fur ]/A die EntwicTdung: 


(3) 8|'A_(^) 

mit den Anfangstermen: 


"2(- 




(4) ]/A = (1 — 4r + 2r^ + 8r^ — 5r^ + . . .) . 

An dieses Ergebnis kniipft sich eine wichtige Entwicklung iiber 
^“j/A, auf die wir weiterbin melirfach zurilckgreifen werden. Man be- 
merke, dass unser jetziges oder also >^A erst durck Division mit ]/A 
in diejenige Grosse tibergefulirt wird, welche durch die Formel (3) 
p. 281 geliefert wird, Setzt man also in dieser Formel n = 8, so 
kommt die Relation: 


6 ,— 

T/A 


y 


E (-1)" 


(6 m 1)- 


Nacb leicbter Zusammenziebung entspringt bieraus als ReihenentwicJc- 
lung der 24®*®“ WurM der Discriminante A: 

/— ^ (6 m 4-1)2 

(5) Ta = ')/^2 '' 5 

^ m= — 00 

die Anfangsterme dieser Entwicklung sind: 
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(6) yA = r* (1 — I” - r" + .)*). 

Da unsere in Rede stelienden Reihenentwieklungen im Sinne des 
vorigen Eapitels zur Zahl j? = 1 und also zu den ursprungliclien 
Xcc(u) gehoren^ so werden, wie wir sclion .friiher mitteilten (cf. ( 3 ) 
p. 352)^ Moduln Aa tier nicht eintreten und die drei Systeme der 
sind im wesentlichen mit einander identiscli, Greifen wir also etwa 
das durcli die zweite Reihe (3) p. 357 fiir n = 3 gegebene System 
tlo) Vi wenigstens dieses nocb naber zu untersuchen. Als 

Anfangsterme berecbnen wir: 



so dass aucb noch die beiden Quotienten: 


Vi __ yp 

game Modulformen sind; es gentigt hierbei zu bemerken^ dass die 
beiden Grbssen ( 8 ) bei co = ioo nicht unendlicb werden und sicb bei 
Ausiibung Yon 8 und T linear reproducieren. Die beiden Quotienten 
( 8 ) geboren nun absolut zur dritten Stufe, und da sie iiberdies die 
Dimension — 1 aufweisen, so sind sie lineare gauze Functionen yon 
Ig, I 4 . Es lestehen aher direct die Identitdten: 


( 9 ) 


ji t yo_ _ fc 

yA 2yA 


wie aus den Anfangstermen der Reibenentwicklungen bervorgebi 

Die bier vorliegenden sind nun bis auf Normierungsfactoren 
mit den durcb die Pormeln (4) p. 281 gegebenen Moduln identiscli. 
Tragen wir also in diese Pormel n — 3 ein und geben dann zum 
Quotienten der beiden ya , so ergiebt sicb unter Rticksicbt auf (9) als 
neiie DarstelUmg fiir den Qaloi^schen HaujpUnodtd |(co) die folgende 

00 (6ct4>1P 

2^(— ir(6m + l)r ^ 

(10) l(®) “ ' w 3 (2m +1)° ' 

3^(- l)’"(2»i + l)r ® 


Die iibrigens scbon in Jacobi’s Fundamenten (Artikel 66) abgeleitete 

Reibe (6) fiir ^i/A entspringt aus der p. S29 mitgeteilten Kiepert’scben Reibe 
einfacb fiir den Specialwert u ^ 0. 

*) Es ist dies diejenige Darstellung des welcbe Hr. Klein im An- 

schluss an die „lS[ormalcurven“ in seinen Vorlesungen gab. Vgl. aucb „Ikos.“ 
p. 133 (21*^); nur ist das dort gebrauchte | mit unserem *— 21*“^ identisch. 
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§ 5. Bie ganzen Modiilformen vierter Stufe. Barstelixoagen fiir 
]/A Tind den Galois’sehen Hanptmodnl 


Um aucli bei der Tierten Stufe mit den im absoluten Sinue zu- 
geborigen Modulformen zn beginnen, so werden ganze Modulformen 
( — Dimension anf dem Polygon F,, 0weiwertig sein; man erkennt 
aucli sogleich in 


(1) 


2 TT 




2 7C 
0>2 


^2 ; 



2 


drei linear- unabbangige ganze Modulformen und daraufliin in 

(2) ^ (ao'9'o^ + 

die allgemeinste ganze Modulform ( — Dimension des Polygons 
J? 2 ^. Im Sinne unserer allgemeinen Erorterungen in I p. 558 u. f. 
werden die drei Pormen (1) das Polygon Fu auf eine ebene Curve 
zweiter Ordnung Cg abbilden, als deren Gleicbung wir (5) p. 30 anzu- 
seben baben. Die beiden Nullpunkte der Form (2) entsprecben dann 
Jenen zwei Puukten^ in welcben die durcb Nullsetzen von (2) in der 
Ebene der dargestellte gerade Linie die Curve scbneidet. Vor alleni 
ist nun dber jede gan^e im absoluten Sinne mr vierten Stufe gehorende 
Modulform dne rationale game liomogene Function der drei Grbssen (1); 
aus dem Ausdruck dieser Function lassen sich vermoge der Relation 
(5) p. 30 von einer einzelnen nnter den Grossen (1) alle Potenzen mit 
einem Exponenten >2 entfernen. 

Die quadratiscben Verbindungen der Moduln (1) konnte man nun 
wieder in lineare Beziebung zu den vierten jc^-Teilwerten setzen, und 
iiamentlieb aucb liessen sicb aus den entspringenden Relationen aufs 
neue aritbmetiscbe Ergebnisse zieben. Wir geben bierauf nicbt naher 
ein und betracbten aucb uuter alien ganzen Modulformen ( — 3)^®^ 
Dimension nur die eine, deren secbs Nullpunkte sich auf die secbs 
Oktaederecken von F^^ verteilen. Diese Modulform muss durcb S und 
T bis auf einen constanten Factor in sicb transformiert werden, und 
wir baben bier, wie man sogleicb uberblickt, mit j^A zu thun. Es 
soli niimlicb gelten, der Gleicbmassigkeit wegen nun aucb fur diese 
Wurzel der Discriminante ein einfacbes Bildungsgesetz mitzuteilen. 

Dm letzteres zu leisten bemerke man, dass die im vorigen Kapitel 

p. 357 fiir ungerade n aufgestellten Systems zu ^ Moduln fiir 
— 1 jeweils aucb wieder nur einzeln stebende Grossen liefern, die 
entweder mit ]/A oder j/A^ normiert ganze Modulformen erster Stufe 
liefern. Nebmen wir insbesondere die Form ( — 3)^^ Dimension 
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so giebt sie normiert eine Form erster Stufe der Dimension — 6 oder 
— 12. Von beiden Fallen muss aber der letztere zutreffen, da die in 
Rede stehende Form erster Stufe bei co = ioo verscbwindet und somit 
den Factor A aufweist. Zufolge ilirer Dimension — 12 ist sie dann 
direct mit A proportional, so dass selbst bis auf einen constanten 
Factor mit YA identiscb ist. Indem wir den letzteren in gewohnter 
Weise bestimmen und mit der Gestalt der Reihenentwicklung Yon y^ 
nocb eine leicbte, vereinfachende Modification vornebmen, Tcommt als 
andlytisches JBildungsgeseU filr die vierte Wur^el der JDiscriminmite : 

(3) i ; I + 1? = 1 (mod. 2)^ 

2 177 

WO ri dlle Comhinationen ganm', mod, 2 incongmenter ZaJilen diirch- 
laufen soUen, Hierbei baben wir stillscbweigend Yorausgesetzt, dass 
die Reibe (3) nicbt identiscb Yerscbwinde; dass dies aber wirklicb nicbt 
der Fall ist, beweist man durcb Umordnung dieser Reibe nacb an- 
steigenden Potenzen von r, 

Auf der anderen Seite batte man die Formel (3) aucb aus der 
nacbfolgenden Barstellung der achien Wursel der Discriminante her- 
leiten konnen: 

(4) 

wdbei rj alle tmgeraden Zahlen durcMaufen soil, Diese Formel (4) ist 
ein unmittelbares Ergebnis aus der ersten Formel (4) in I p. 161 5 sie 
entspringt, indem wir diese Gleicbung nacb u differenzieren, hernacb 
a z= 0 setzen und die zweite Gleicbung (2) in I p. 160 benutzen. 

Es ist aber nun bier vor alien Dingen der Ort, analytiscbe Dar- 
stellungen fur den Hauptmodul vierter Stufe und die in I aus 

ibm Yermoge des Differentiationsprocesses abgeleiteten Formen ^ 3 , ^4 
(cf. I p. 632) zu bringen. Solcbe Darstellungen werden uns Yon den 
Modulsystemen ( 8 ) p. 359 geliefert, wenn wir n — 2 nebmen. Diese 
Modulsysteme geboren zur ( — 2)*®^ Dimension, und insbesondere ist 
das zweite unter ibnen gegeben durcb: 

(5) = n-r « 

mit den Summationsbedingungen : 

(6) I = — ccy = 1 (mod. 2). 

Dass dieses Modulsystem Sq, aber nicbt etwa durcb identiscb es Yer- 
scbwinden der Reiben (5) ausfallt, be weise man durcb Entwicklung 
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der AnfaDgsterme der nach ansteigenden Potenzen angeordneten Reihen 
(5)5 wir finden Mer: 


j 0^ = 2 ri (1 — r — 6r^ + + • • •); 

I = 4 (1 — 3r + + 2r^ +••*)• 


Als Verhalten der 0^, % gegenliber S und T scbreibeii wir aus 
(5) und (6) p. 314 ab: 


( 8 ) 


® “ y2 

' l/2 «o' == ^0 + > 


f — 1 i 

~ T/S ’ 


ys 


Dnrcli Vergleicb mit I p. 632 (14) ergiebt sicb, dass die 0^^ 0^ mit den 
damaligen Moduln cogredient sind. Es gelingt nnn aber wieder 

leicbt^ die Identitat beider Sjsteme durcb eine kurze formentheore- 
tisehe Betrachtung festzustellen. Wir argumentieren bier eiwa einmal 
in der folgenden Art: 

Da sich die ^o; gegeniiber S und T linear reproducieren, so 
wird die der vierien Stufe adjungierte Modulform: 

(9) (^0^0 + 


die wir vermbge zweier Parameter a ans 0^, % zasammensetzen, in 
alien seeks Octaederecken der geseblossenen Flacbe je im Grade 
^ verschwinden; denn sie ist zufolge (7) bei co = ioo mit propor- 
tional. Drei von den vier Nullpunkten von (9) liegen also in den 
fraglicben Octaederecken, so dass mir nocb einer mit beweglich 

ist. Sonach ist der Quotient zweier untersebiedenen Verbindungen (9) 
ein Hauptmodul vierter Stufe, und es muss im speciellen eine Dar- 
stellung von ft(co) der folgenden Gestalt existieren: 


( 10 ) 


ft(ra) == 


<» 0^0 + . 

* 


Zur Bestimmung der a, S bemerte man, dass der Quotient ^ bei 

CO = too zugleicb mit unendlicb wird und zwar genau in derselben 
Weise wie (cf. I p. 614 Pormel (6)); es ist demnacb == 0, % = 6^. 
Da aber weiter die Wirkung von S auf den ^-Quotienten dieselbe ist, 
wie auf so muss == 0 sein. Fs ist demgemdss der Hauptmodul 
^(cd) mit dem Qmtimten 0 q : % identisch, so dass wir uns von (5) aus 
ein erstes BiIdungsgesef0 fur g,(p) verschaffen Mnnen. 

Weiter bemerke man nun, dass nach I p. 633 (15) der Ausdruck 
ganze Modulform erster Stufe vorstellen wird, da 
die mit cogredient sind. Da uberdies 0q0j^ { 0^^ — ^ 1 ^) bei 
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o) ioo yerscTiwindet, so ist dieser Ausdruck mit A bis anf einen 
numeriscben Factor identiscb; letzteren bestimmen wir aus (7) leicbt 
zu 2'^. Aus der so bewiesenen Formel ziehen wir zugleicb. unter Be- 
nutzung der dritten Formel (15) in I p. 633 die Identitat: 




P' — 1 ) 




SO dass % bis auf eine secbste Einbeitswurzel mit identisch ist. 
Diese Einbeitswurzel ist aber direct gleicb da die Anfangsglieder 
der Reibenentwicklungen von und 2^4 tibereinstimmen. Die ganmi 
Modulformen % sind also direct identisch mit den Modtiln 2^s, 2^4 
unserer fruheren Theorie, 

Nocb bemerke man, dass die beiden mit denen wir bier ar- 
beiten, bis auf einen gemeinsamen numerischen Factor eben jene sind, 
denen die Darstellung (2) p. 290 gait. Wir mehen hieraiis als meite 
Darstellimg des Galois' schen Haiiptmoduls vierter Stufe 


( 11 ) 


(l{co) 


-4- ^3 (0;. y*) 

T^) 


OT== — GO 


+ 00 (2 m — 1 


Infolge des einen beweglicben Nullpunktes der Verbindung (9) 
liesse sicb von den % ein eigenartiger Gebrauch fiir die rationale 
ganze Darstellung der ganzen Modulformen vierter Stufe xiberhaupt 
machen. Wir gehen indessen bierauf nicbt naber ein und unterlassen 
aucb die Discussion weiterer mit % cogredienter Modulsystenie 
vierter Stufe, die von den allgemeinen Ansatzen des vorigen Kapitels 
geliefert werden. 


§ 6. Die Tbeiden digredienten binaren Systeme 0ce tier Dimension — 2 

bei n = 

Indem wir zu w = 5 weitergeben, unterlassen wir bier zum ersten 
Male eine allgemeine Betracbtung iiber die im absoluten Sinne bierber 
geborenden Formen ( — 1)®^^ Dimension. Der Grund ist, dass unter den 
uns unmittelbar zur Verfiigung stehenden, analytiscb definierten Mo- 
duln sicb Grossen der gemeinten Art nicbt finden. Es mocbte freilicb 
nicbt scbwer balten, von den - Teil werten aus die fraglicben Moduln 
zu bilden; inzwiscben wenden wir uns sogleicb zur Specialisation der 
allgemeinen Ansatze (1) ff. p. 357 fiir n = 5 und werden im Bereich 

Of. „Iko8.‘‘ p. 132 (19). 



380 V, 4. Formentheoretisch-analytische AusfuhruDgen fur niedere Stufen. 


dieser Modnlsysteme in der That alle G-rossen gewinneii; welche uns 
in I bei der fiinften Stnfe besehaftigten. 

Bei ^ = 5 kommen fur die cit. Keihenentwicklungen zum ersten 
Male 0wei unterschiedene Formclassen zur Geltung, als deren reducierte 
Formen (2^ 2^ 3) und (1, 0, 5) zu nennen sind. An Stelle derselben 
werden wir aber fiir unsere Reihenentwicklungen die mit ihnen aquF 
valenten Formen: 

w = 6^ + 101^ + 6.2^ 


zn gebrauchen haben. Die durch 2 geteilten ersten Ooefficienten dieser 
Formen sind = 1 und p = 3; nach der bezuglichen Regel (6) von 
p. 358 folgt hieraus: Die mr Form f geliorenden Systeme sind durch den 
Zusat^factor ^/A m Moduln funfter Stufe m normieren^ die Modnlsysteme 

der quadratischen Form f' aber durch ^A^. 

Die Ansatze (1), (2) p. 357 liefern nun for die quadratischen 
Formen (1) insgesamt zwei ternare Systeme der t\a und vier binare 
Systeme der 0cc (sofern wir nur die beiden niedersten Dimensionen be- 
handeln wollen). Die nahere Betrachtung zeigt aber, dass sich die zu- 
nachst aufgezahlten sechs Systeme auf nur drei unterschiedene reducieren. 
Es werden namlich die ha Entwicklungen nach Potenzen von r mit 


den Exponenten ^ aiifweisen, und es mogen insbesondere und 

die kleinsten beim ersten bez. zweiten Aa- System auftretenden Zahlen 
% sein. Alsdann miissen 

S 5^2 " 4 " 


!!l 4. i. = ^1 + ^ 

20 '* 4 20 ' 


ri. r 

20 ~ 4 


20 


Bruche mit dem Nenner 5 sein; die denkbar kleinsten Zahlwerte sind 
also Zj: = 3y ^ ly da diese Zahlen doch positiv sein mussen. In 
den zwolf Ikosaedereeken der geschlossenen Flache Fqq werden des- 
Imlb fiir das erste System der Aa Nullpunkte jeweils der Ordnung f , 
fiir das zweite System aber solche der Ordnung ^ liegen. Da nun 
eine Form 


( 2 ) CqAq + c^h^ + ^ 2^2 

auf JPgo insgesamt 5 Nullpunkte aufweist, so wiirden fiir den Aus- 
druck (2)y gebildet im ersten System, 5 — 9 = — 4 Nullpunkte als 
beweglich iibrig bleiben, beim zweiten System aber 5 — 3 = 2. Die 
Reehnung zeigt denn aucb, dass die Reihen ha der Form f identisch 
verschwinden, wdhrend wir vmi f' aus ein terndres System mit ^wei be- 
wegliche^t NnllpunJcten gewinnen; dieses System wird weiter unten naher 
zu untersuchen sein. 
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Indem wir fiir die die tlberlegung bis zur Bestimmung Ton 
= 3 bez. 0 C 2 — 1 genau wie eben durcMiihreiij kommt nunmebr in 
Betracb-t, dass die Zahl der Nullpnnkte einer Modulform ( — 2)^®'' Di- 
mension auf Fqq zebn ist. Das einzelne von /’(I, t}) gelieferte System 
0 ^ , 02 wiirde dann offenbar in 


(3) + <32^2 

eine Modulform mit einem beweglicben NuIIpunkte liefern, ein zu 
f fj) gehorendes System 0 a aber eine Form. (3) mit siehen Null- 
punkten, sofern Glieder mit — $ und == 1 in den Reihenent- 
wicklungen wirklich anftreten. Modulsysteme 0a} bei denen diese Glieder 
feblen, konnen aber uberhaupfc nicbt vorkommenj denn z. B. bei f' 
wiirde die nacbst kleinste Zabl i>% = 5 sein, und eine zugeborige Modul- 
form (3) miisste in den 12 Ikosaederecken je in der Ordnung f* ver- 
schwindeD; was mit ibrer Wertigkeit 10 im Widersprucb stebt. Gabe 
es aber endlicb 0wei unterscbiedene cogrediente j^^-Systeme bei 7 ]) 
[oder aucb bei /*'(|, 12 )] 7 so liessen sicb beide zu einem neuen System 
combiniereuj in welebem das Glied mit — 3 feblte; ein solcbes 
System aber kann^ wie wir gerade seben^ nicbt existieren. So hletben 
uns nur 0 wei 'bindre Systeme ( — Dimensmtj eines, 0a, fdr die quadra- 
tische Form ein 0 weites, das wir durcli die BeBeiclinung 0a untm^- 

scheiden mogen, der Form /*'(!> '^) entsprechend. 

Das erste System konnen wir durcb die beiden Reiben geben: 

^ , ■ 2^ 4- 10 ^>7 4- 15 rf 


(4) 


O 


mit den Summationsbedingungen: 

I = — a (mod. 5); t] = 1 (mod. 2) 
und entnebmen aus den Anfangstermen: 

{ ^^ = + 2(yV*(l-3r-r^ + ---) 

die Thatsache, dass die Reiben (4) thatsacblicb nicbt identiseb ver- 
schwinden. Das Gleicbe batten wir aber aucb scbon aus der Gestalt: 

, 

(6) = (— (kojc, r®) 


Oder entwickelt: 

( 7 ) = (- 


iy2]/^yA F(- !)'“»■' 


(i0m4-5— 
40 
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scUiessen konneii; Darstellungeri; welche aus den allgemeinen Formeln 
(2); (3) p. 281 fiir nnser Modulsystem entspringeu. 

Bei der quadratischen Form /*' gelien wir durch. Ausiibung der Sub- 
stitution I = I'j ri — — I' + zur Hauptform (1, 0^ 5) und konnen 
dann das Modulsystem in einfacbster Weise durcb: 

(8) 

mit den Summationsbedingungen: 

I = — a (mod. 5), | -j" = 1 (mod. 2) 


definiereu. Dass aucb diese Reiben nieht identiscb verscbwinden, er- 
seken wir wieder aus den Anfangsgliedern der nach ansteigenden 
Potenzen von r geordneten Entwicklungen : 

( (1 + +•••), 

(9) % q 

[ - (^) (7 + Qr — 3r® — + •••)• 

Um unsere zn Modulformen fiinfter Stufe zu normieren^ 

sckreiben wir: 


(10) = j/A, 2t, = + 02VA, 

(11) ^, = <(VA)^ r},^0'iVAy, 


wobei gerade diese Auswahl der Bezeicbnungs weise sogleicb ihre Vor- 
teile mit sich bringen wird. Indem wir die Wirkung von 8 und T 
auf die Tja aus den allgemeinen Formeln (1), (2) p. 313 ableiten 
wollen, sind die Zablwerte jp = 1 bez. jp = 3 in bekannter Weise zu 
beriicksicbtigen. Wir finden nach hur^er Zwischenrechnung als Wwkung 
von 8 und T auf die ; 


( 12 ) iS) 

(13) (T) { 


U = a%, 

1/5 (a -£*)?,, 


wdhrefnd sich fur das 8ystem dei' Tja die heiden 8ul)sUtuUonen anschliessen : 
(14) (S) 

, . I y 5 %' = - (a2 - — (a - aO V 2 , 

1 1/6 = — (a — a^)i2i + (a^ — a*)??^ . 

Wir baben also bier wieder den Fall zweier digredimim Systeme 
fiinfter Stufe, der uns im vorigen Abscbnitt (p. 139 S.) bescbaftigte. 
Dank der in (10) und (11) gewahlten Bezeicbnungs weise stimmen die 
jetzigen Formeln mit den damaligen (4) p. 139 genau liberein. 
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Fassen wir endlieli nocli zusammen, was aus deii Yoraufgehenden 
Entwicklungen unmittelbar hervorgeht: Die ta sind von der Dimension 
— 5, die 71 a von der Dimension — 11 ; von den 25 NuIIpimJcten emer 
heliebigen Form ist nur einer beweglicli, die iibrigen 2d ver- 

teilen sich m mei auf die molf Ikosaederecken von F^^ ; von dm% 55 Nidl- 
punkten der Form + <22 “^ 2 ) insgesamt siehen ietveglicJij wdhrend 
sich die iibrigen dS m je vier anf die molf Ikosaederecken verteilem 
Diese Satze werden das Fundament uuserer weiteren Uberleguiig aus- 
machen. 


§ 7. Analytische BildTLagsgeset25e fiir den Gralois’scken Hanpt- 
modnl S(g 3)- Znriickfiilirnng der ria anf die ta. 

Die im vorigen Paragraphen definierten Moduln tn ts sind mit 
den ^4 aus I p. 631 cogredient-^ es gelingt aber auch tier wieder 
leicht, die Identitat der beiderlei Sjsteme in der bisher iiblicben Art 
zu beweisen. Da namlicb c^ti + ^ 2^2 einen beweglicben Nullpunkt 
auf Fqq bat, so gilt fiir den Hauptmodul fiinfter Stufe ^( 0 ) die Dar- 
stellung : 

m sw-Urtl- 

Nun versehwindet bei co == i 00 der Quotient : gg wie ; eben dies 
ist aber aucb nacb I p. 614 ( 6 ) der Naberungswert von £ bei co^iooy 
so dass in ( 1 ) c^ — 0 und Cj = rZg ist. Da ferner t wi® auch 
bei Ausilbung von S ubereinstimmend den Factor s annehmen, so 
muss fZi == 0 sein, Fs ist d&innach g(a)) der Qiwtmit von iind ^ 2 , 
so dass tvir fiir den Galois' schen Fauptmodnl g (o) die analytisclien Dar- 
stellungen besit^en^}: 

^ ^ = V y d’l {2a)7Cy 

CO 5m'^-^Sm 

( 3 ) 






(— irr 


Jetzt rechne man ferner aus, dass die neuen tu bei m — ioo 
dieselben Anfangsterme der Entwicklung nacb r aufweisen, wie die in 
I gebildeten 5^? namlicb: 


Die Mermit gelieferte Darstellung von ^( 03 ) darcb die -Function v^nrde 
von Hrn. Klein zuerst in der Hote: Hb&r Teihcerle der - Function^ 

Math. Ann. Bd. 17 (1881), angegeben. 
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( 4 ) 




Die genaue Identitdt beider Systeme ist damit durcli die Bemerkung 
bewiesen, dass die Ikosaederform /*, gebildet fiir ^ 2 ? zufolge einer 
bekannten Zwischenbetrachtung mit — identisch sein muss, und 
dass eben dies auck der Wert von ist. 

Die beiden Formen ( — 5)^®^ Dimension ^2 sind besonders ge- 
eignet, mit Zubiilfeuahme der Discriminante A eine rationale ganze 
Darsteliung fiir alle ganzen Modulformen funfter Stufe iiberhaupt zu 
leisten. Ist etwa Z{(o^^ o^) eine ganze Modulform fiinfter Stufe der 
Dimension — v, so wird dieselbe auf Fqq im ganzen 5v einfache Null- 
punkte besitzen. Nun hatte der Ausdruck + SQ nur nocL eineu 
bewegliehen Nullpankt, und man bilde sieh daraufhin die 5v Aus- 
drucke (ai^^ + welcbe in den 6v Nullpunkten von Z{p^j 

verschwinden. Alsdann wird offenbar der Quotient von 

hv 

(5) jy + liQ und Z{m^, 

2 = 1 


eine game Modulform funfter Stufe darstellen, insofern sie auf 
nicbt unendlich wird; zudem ist diese Modulform von der Dimension 
— 244^, und ihre 120v Nullpunkte verteilen sick zu je lOv auf die 
zwolf Ikosaederecken. Es giebt nur eine Modulform dieser Art, nam- 
lick A^’'; also entspringt fiir Z die Darstelhmg: 

5v 

JJ(ch-S,+iiS,) 

( 6 ) . 


Versehwindet Z selbst in alien 12 Ikosaederecken in gewisser 
Ordnung, so werden sick im Zakler von ( 6 ) eiuige Factoren in eine 
Potenz von A zusammenzieken lassen, die man dann gegen den Nenner 
keben mag. Dieser Umstand tritt ein, wenn wir jetzt unsere beiden 
%, 7]2 nack der Eegel ( 6 ) durck ausdriicken wollen. Den sieben 
freien Nullpunkten der entspreckend werden wir fiir das einzelne 
9]cc ein Product von sieben Factoren («gi + &? 2 ) bilden mussen, welckes 
der Dimension — 35 angekort und in den zwolf Ikosaederecken je 
14“fach versehwindet. Dividieren wir also das gebildete Product nock 
durck A^, so kommt ein Quotient der Dimension — 11 mit je 4 festen 
Nullpunkten in den Ecken. Sind demgemass und gewisse ganze 
komogene Verbindungen Grades der tu § 2 ; so muss es fiir 9 ^ 1 , ri^ 
die Darstellungen geben: 


0 ) 


= 


fi (^i 7 S 2 ) f (Si -I Sa) 

? ^2— ^2 • 
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Die Bestimmung der fa ist ausserst leicht, Erstlich kann namlicli 
nur solche Grlieder enthalten, welche sick bei der Substi- 

tution 8 um den Factor b andern. Beim Verbalten von gj, gegen- 
iiber S wiirde also % der Congruenz : 

3% + 2 (7 — %) = 1 (mod. 5) 

geniigen miissen, so dass = 2 (mod. 5) ist und also nur die zwei 
Glieder If, tftf auftreten. Indem man ihn ahniicber Weise bei '>^2 
verfabrt, kommen die Ansatze: 

+ rfg/, 

die sich fiir die urspriinglicben umschreiben in: 

2^A%' = — a^f -f hsf&f, = — c&fzf + . 

Zur Bestimmung der Oonstanten a, h, c, d benutzen wir die Reilien- 
enfcwicklungen. Um dies etwa fiir a, h auszafuhren, so ergiebt die 
Substitution der betreffenden Reihen in den aufgeschriebenen Ansatz: 

— (7 — 162r) == ar^ 4- (1 — 2Sr). 

Wir lesen daraus ab: & == — 1 , a = l. Durch eine analoge Rechnung 
findet man c ~ 1 , d = 1, so dass die Darstellung der vermoge 

Sij 5’2 geleistet ist durch: 

(8) A^^, = tf - + 52^. 

An die somit gewonnenen Formeln kniipft sich eine interessante 
historische Bemerkung. Indem wir die - Substitutionen ausiiben^ 
werden sich die beiden Ausdriicke auf den rechten Seiten von (8) 
linear substituieren, und zwar cogredient mit ^ 2 ? oder auch, was 
wir nun betonen^ contragredient ndt Dieserhalb wird der 

doppelt-binare Ausdruck: 

(9) n^ 0 Sx® 0 

formell in sich selbst tibergehen miissen, falls man auf ihn simultan 
die digredienten 7 ], ^-Substitutionen ausiibt. Dass der Wert des "Aus- 
drucks (9) unverandert bleibt^ ist selbstverstandlich; er ist Ja einfach 
mit Null identisch zufolge der fiir uns vorliegenden functionentheo- 
retischen Beziehungen zwischen nia und fa . Es war also Nachdruck 
darauf zu legen^ dass sich auch die Gestalt von (9) unverandert repro- 

Wir erinnern hier kurz an den allgemeinen Begriff der Contragredienz: 
zwei Systeme von gleickviel Variabelen os^ , . . , Vn ^2 • ‘-t beissen 
contragredient^ wenn sie gleiciizeitig solchen Substitutionen unterworfen werden, 
dass die urspriinglichen imd transformierten Werte der Variabelen durch die 
Identitat 

<yi' + < 2 // + — 1 - + — h 

verbnnden sind. 

Klein-Pxicke, Modulfanotionen. II, 


25 
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duciert, dass also die Invarianz bei beliebigen Werten der digredienten 
Variabelen bestelit. 

Es bat nun Hr. G or dan scbon vor langerer Zeit das Yollstandige 
System der doppelt-binaren Formen aufgestellt, welcbe; wie die Form 
(9), gegeniiber den simultanen digredienten Substitutionen (gestaltlich) 
absolut invariant sind^*)- Neben einer grosseren Reibe anderer For- 
men finden sicb insgesamt vicT Formen^ welcbe in 7]^ linear 
sind; die erste ist die Form (9), die iibrigen drei zeigen in den 
bez. die Grade 13, 17 und 23. Jede fernere invariante Form, die in 
den Tia linear ist, wird sicb linear und bomogen aus jenen vier Formen 
aufbauen, wobei die Coefficienten solcbe rationale gauze Verbindungen 
der Ikosaederformen Q, ^ sind, dass der Ge- 

samtausdruck in den Homogeneitat zeigt. Eine Anwendung dieses 
Satzes konnte man insbesondere auf diejenigen binaren, mit den ria 
eogredienten Modulsysteme macben, welcbe fiir die boberen Dimen- 
sionen — 4, — 6 etc. von den allgemeinen Ansatzen des vorigen Ka- 
pitels geliefert werden: Alle diese Modulsysteme wtirden lineare Oom- 
binationen von vieren unter ibnen sein musseu, wobei die Coefficienten 
dieser linearen Yerbindungen ganze Modulformen erster Stufe waren. 
Inzwiscben wiirde es zu weit fubren, wollten wir ausfiibrlicber auf diese 
Gegenstande eingeben*^’’^). Analoge Untersucbungen batten wir ilbrigens 
scbon bei den vorangebenden Stufen ausfiibren konnen. 

§ 8. Eormentheoretiscbe Gestalt der Resolvente fiinften Grades 
der Ikosaedergleichung. Bezieliung zum Hauptmodud t der Unter- 

gruppe Tg. 

Im Anschluss an die Formen % finden wir Gelegenbeit, bier 
nocbmals auf die Resolvente fiinften Grades fiinfter Stufe zuriickzu- 

=*=) Im Yerlaufe der Abh. ,,Wjer die Aufldsung der Gleichungen mm 5^®^ 
Grade^^, Math. Ann. Bd. 13 (1878). 

Man sebe insbesondere die 1. c. gegebene tabeUarische Zusamnienstellung 
Gordan’s. Die Diagonalglieder der Tabelle entbalten die Formen gleicb hober 
Dimension in es sind dies die drei oben p. 141 unter (11) aufgezablten 

Bildungen. Ygl. aucb Ikos. p. 194 S. 

Die vier im Texte genannten doppelt-binaren Formen der Art (9) sind 
iibrigens bei Gordan wenigstens z. T. nur in symboliscber Gestalt angegeben. Die 
fertigen Ausdriicke bndet man vollstandig znsammengestellt in der Dissertation 
von Hrn. 0. Fiscber ,, Conforms Ahbildung splidrischer DreiecJce auf einander 
mittels algebraischer Functionen^‘ (Leipzig, 1886) p. 63. Es werden dortselbst die 
Abbildungen unter sncbt, wie sie unter andern durcb Gleichungen der Art (9) von 
einem Ikosaederdreieck der f-Ebene auf die Ebene der complexen Yariabelen 
~ : Yi^ vexmittelt werden. 
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kommen^ fiir welche wir eine erste, fanctionentlieoretisclie Gestalt in 
I p. 649 (4) kennen lernten. Es gilt eine formentheoretisclie Gestalt 
filr die Resolvente fiinften Grades abzuieiten, welcke die Gestalt eiuer 
HauptgleicJmng fiinften Grades liat, d. h. einer Gleicliung, in welcher 
ansser der vierten Potenz der Unbekannten aucb nocli deren driUe fehlt^'). 

Wir kniipfen bier zweckmassig an die Entwicklimgen im vorigen 
Abscbnitt p. 139 n. f., wo wir in den flinf^ den Werten ?/ = 0, 1^ 

4 entsprecliend zu bildenden Ausdriicken 

( 1 ) 

Grossen erkannten, weicbe gegeuiiber S und T das 1. c. unter (9) an- 
gegebene Verbalten zeigen. Indem wir jetzt unter 'ija unsere vor- 
aufgebend betraebteten Moduln versteben, baben wir in (1) funf Modul- 
formen fiinfter Stufe definiert, die sicb bei Ausiibung von S und T 
einfacb permutieren, und die demnaeb ein System gleicbberecbtigter 
Moduln Yorstellen. Dieselben sind von der Dimension — 16 und ver- 
scbwinden in den zwolf Ikosaederecken je im Grade 6; eben dieser- 
balb werden aucb nocb die Quotienten der Ausdriicke (1) und A game 
Modulformen fiinfter Stufe, und zwar der Dimension — 4 vorstellen. 
Die so erbaltenen fiinf gleicbberecbtigten Quotienten nennen wir 
und finden insbesondere fiir die Anfangsglieder der Potenzent- 
wicklung : 

(2) y, = g)' + Ir^ _ 7,-^ + • • • 

Als eine unter fiinf gleicbberecbtigten ganzen Modulformen ge- 
niigt Pq einer Gleicbung fiinften Grades, deren Coefficienten ganze 
Modulformen erster Stufe sind, wabrend der Coefficient des hocbsten 
Gliedes gleicb 1 ist. Da die yv bei m = ^'cx^ verscbwinden, so werden 
die Coefficienten in der fraglicben Gleicbung fiinften Grades .nacb 
einem oft benutzten Satze durcbgebends den Factor A aufweisen. Diese 
Gleicbung bat also notwendig die Gestalt: 

(3) y^ + aAi/^ + hg^^/\y + c^r/A == 0, 

indem ganze Modulformen erster Stufe mit dem Factor A eben erst von 
der Dimension — 12 an auftreten. Zur Bestimmung von a, e seize 
man in (3) fiir y die Entwicklung (2) ein und benutze die Anfangs- 
terme fiir A und man findet so nach Tcur^er Mechnung ah form£n~ 
theoretische Gestalt der Besolvente fiinften Grades: 

(4) f — 40 A . / — eO^TaA • y — 144^/ A = 0. 

Vgl. Merzu insbesondere „Ikos.“ p. 105—107; man bat in der dort con- 
struierfcen „Hanptresolvente“ der Ikosaedergleicbung nnr w — — ^ n = 0 zu 

setzen, um die ntmmebr im Texte abzuleitende Gleicbung zn gewinnen. 

25 '^ 
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Bei der Zuriickfiilirung der Gleichung (4) auf die function entheo- 
retische Resol vente 5*®^ Grades wolle man zuerst iiberlegen, welcher 
Yon den fiinf Moduln yy zu dem in I p. 647 in Fig. 98 gezeichneten 
Polygon geliort^ es wird einfach sein, was wir aus der Sym- 
metrie dieses Polygons beziiglicli der imaginaren co-Axe mit Rucksicht 
auf die reellen Entwicklungscoefficienten in (2) beweisen. Auf dem 
Polygon ist nun y^ als Form der Dimension —4 von der Wertig- 
keit -f; ein Nullpunkt entfallt, wie man in (2) sieht^ nacb der Spitze 
(jo = ioo- die beiden anderen, je in der Ordnung finden sich nacb 
den Regeln des § 1 (p. 364) in den beiden Ausnabmepunkten h, welcbe 
jFg aufweist. In diesen beiden Punkten h wird demnaeb der Quotient 
: 2/o endlicb und von Null verscbieden sein; dagegen wird dieser 
Quotient im dritten Punkte h von F^ offenbar einfacb verscbwinden 
miissen und iibrigens in der Spitze co = ioo in der Ordnung eins un- 
endlich werden; sonstige Null- und Unstetigkeitspuukte treten aber 
fiir : 2/o iiicbt auf. Es ist dieserbalb der in Rede stebende Quotient 
mit dem in I fiir F^ definierten Hauptmodul % durcb eine beiderseits 
lineare Gleicbung verkniipft^ und wir scbliessen aus der Wertever- 
teilung von % auf den Ansatz: 

Durcb Naberungsrecbnung bei ai = ioo findet man sofort c — — 12^ 
so dass die misclien imd % hesiehende Relation die Gestalt hat: 



Zur Priifung unserer Entwicklung fiibre man den biermit ge- 
wonnenen Ausdruck von y^ in (4) ein und findet: 

(r ^ 3)M(r — 3)2 - 5 (t — 3) + 40} + 1728J= 0, 

Oder etwas weiter entwickelt: 

(% — 3)^(i;2 — lU + 64) + 1728/== 0, 

womit die functionentbeoretiscbe Resolvente wiedergewonnen ist. 


§ 9. Das temare Modnlsystem flinfter Stufe der Aa. 

Es bleibt jetzt nocb die Discussion des in § 6 (p. 380) aufge- 
fundenen ternaren Systems der Aa, Welches wir durcb die Reiben: 

( 1 ) = *0 


mit den Bedingungen: 


I = — « (mod. 5), I + 12 = 1 (mod. 2) 
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zu definieren haben'^). Die Anfangsterme der ReibenentwickluBgen sind: 

*•- {l-r-.« + r‘ + 2 ,< + ...j, 

(2) ■ Aj = - (^)r* **) {l — 2 j- 2- 2r3+2r5 + j-«+ ...| , 

As = + ( 1 ^) 1 1 — 2 r+ — 2 r^+ 1 ■ 

Um die Aa zu Moduln fiinfter Stufe zu normiereu^ scbreiben wir: 

(3) Ao = — 2 A o1/ A , Ai = — A. ]/ A, A. = — Ag ]/A , 

SO dass nur erst die Producte A^A gan^e Modulformen fiinfter Stufe 
werden; wir wollen iibrigens diese, fiir die normierten Moduln bereits 
p. 332 in Aussicbt genommene, genauere Bezeichnung A nur dann an- 
wenden^ wenn es zur Unterscheidung notwendig ist. Die Anfangsterme 
der Entwicklungen fiir die normierten A^ sind: 



ibr Verbalten bei 8 und T ist: 

(S) Aq =Aqj Aj =€^A^, A2 —SA2, 

y 5 Aq' == Aq -f- + As , 

(T) ys a; = 2Ao + + (£ + , 

1/5 As' == 2Ao + (£ + + a^)A, , 

wie man unter Riicksicht auf den in der ersten Pormel (3) recbter 
Hand aufgenommenen Factor 2 aus den friiberen Regeln ieicbt ab- 
leitet. Der Vergleicb mit I p. 644 (4) liefert nunmebr das Resultat: 
Die jeUt mif analytiscJmn Wege definierfen normierten Moduln Aa sind 
mit den in 1 iei n = 5 geiildeten Grossen Aa cogredient Die beiderlei 
Systeme sind iiberdies Yon gleicher Dimension und stimmen in den 
Anfangstermen (4) iiberein 

Wie wir scbon in § 6 feststellten, besitzt die gauze Modulform 
Stufe (•— 10)^'' Dimension 
(5) A (CqAq + Cj Ai + C 2 A 2 ) 

auf Fqq nur 0 wei beweglicbe Nullpunkte, so dass in den 12 Ikosaeder- 
ecken je vier Nullpunkte festliegen. Eben desbalb ist der Ausdruck 

*) Audi das im vorigen Kap. p. 329 ff. allgemem eingeftibrte System der 
fulirt fiir — 5 zum Mer vorliegenden Modulsystem zurdcb. Man sehe dariiber 
„]S[onnalcurven“ § 20. 

**) In letzterem Betraclit vgl. man in I die Formeln (1) p. 643 und (2) p. 619* 
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(5) als gauze homogene Function zweiten Grades von darstell- 

bar, obne dass noch irgend eine Potenz von K multiplicativ binzu- 
trate. In den drei Ausdriickeu AA^ baben wir somit soicbe quadratiscbe 
Verbindungen von gg, die gegenuber S das Verbalten der Aa teilen. 
Man entnimmt daraufbin aus (12) p. 382 nnmittelbar das Ergebnis, 
dass die drei Producte AA^ bis au£ nnmeriscbe Pactoren mit 
bez. gg^ nnd g^^ identiscb sind. Wie diese Factoren beissen mxissen; 
ergiebt sicb aus den Anfangsgliedern der beziiglicben Reibenentwick- 
lungen; wir finden die Ergebnisse: 

A A ^ A A!. 

(b) Aq — ^ 7 T ^ 7 Ag — ^ 

Erinnert man sicb, dass die jetzigen Moduln g^, gg aus dem in Bd. I mit 
dieser Bezeicbnung belegten System durcb Normierung mit l/A her- 
vorgeben (cf. I p. 631 (9)), so ergiebt der Vergleicb der eben gebil- 
deten Formeln (6) mit denen in I p. 643 (1) die Identitdt der damaligen 
A« mit den neuen Moduln t\a funfter Stufe. 

Hiermit baben wir in der That fiir die gesamten in Bd. I bei 
n = 5 untersucbten Moduln analytiscbe Darstellungen mitteilen konnen. 

§ 10. Analytiscbe Darstelltingen fiir die einfacbsten Modnl- 
fnnctionen secbster Stnfe «/(cd) und ic(£»)* **) ). 

Den Modulfunctionen secbster Stufe galten die EntwicMungen in 
I p. 683 S. Es erscbien damals zweckmassig, als ein voiles Modul- 
system fiir n == 6 eine auf dem Polygon dreiwertige Function y(cj) 
mit einer zweiwertigen x{c3) zusammenzustellen. Jene wecbselte bei 
Ausiibung von S ibr Zeicben, diese nabm den Factor an, und sie 
waren an einander gebunden durcb die Relation = 1 ; merken 

wir endlicb aucb nocb die Anfangsglieder der Entwicklungen nacb r an: 

(1) 2/=+r“i, x= — r-^. 

Es lassen sicb nun fur y und x ausserst einfacbe analytiscbe 
Darstellungen vermbge der Function -O’g angeben. Dieselben sollen 
bier, iibrigens unter Beiseitelassung mancber Einzelheiten der Zwiscben- 
entwicklung, angegeben werden; man wird diese iiberall leicbt erganzen. 

Um mit y{Go) zu beginnen, so ist y^{(Xi) ein Hauptmodul fiir das 
Transformationspolygon secbster Ordnung auf welcbem derselbe 

in der Spitze m — ioo unstetig und bei m = ^ zu Null wird. Nacb p. 366 

*) Man vgl. bier die Arbeit des Herausgebers j^Bie Gmgruemgrujppen der 
sedhsten Matb. Ann. Bd. 29 p. 97 (1886), insbesondere § 10. 

**) Cf. Fig. 1 p. 42 Oder aucb I p. 367 Fig. 86. 
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ist nun die Modulform diesem Polygon F ^2 adjungiert 

und wird auf demselben zwei Nullpunkte aulweisen, die nur in den 
Spitzen desselben gelegen sein bonnen, Ein Nullpunkt der Ordnung 
^ findet sicli bei co — ioo, der andere von der Ordnung f bei © = ^5 
man beachte bierbei, dass die fraglicbe Modulform nur in solcben 

Spitzen — verschwindet, welcbe gerades y aufweisen. Da unsere Modul- 
form zur 2^®^ Stufe gebort, so wird sie durcb Transformation dritter 
Ordnung eine absolut zur Stufe geborende Form ergeben. Ins- 


besondere ist wieder die Form 


dem Polygon F ^2 
i 00 in der Ordnung bei o ^ 


jungiert; sie verscbwindet bei m = i 00 in der Ordnung bei o = ^ 
in der Ordnung Hieraus ist mit Rucbsicbt auf ( 1 ) obne weiteres 
evident, dass sich y{(o) diircli in der naclifolgenden Weise dar- 
stellen Idsst: 

( 2 ) = 

Tragen wir die Reibenentwicklungen ein, $0 seM sich der expUciie AnS’ 
driich fiir y mechmassig in die Qesfalt: 


Yyico) 


3 m 


Um eine entsprecbende Darstellung fiir x{g)) zu gewinnen, wenden 
wir Transformation dritter Ordnung auf y an und untersucben den 

Ausdruck Diese Grosse gebort, wie man leicbt feststellt, als 

Hauptmodul zu der durcb /J = 0 (mod. 3), y~0 (mod. 2) definierten 
Congruenzgruppe secbsten Stufe. Das zugeborige Polygon ge- 

winnt die iibersicbtlicbste Gestalt durcb BMagerung in Fig. 84 I 
p. 365; es bestebt daselbst einfacb aus jenem gleicbscbenkligen Drei- 
eck, dessen Eckpunkte c die Bezeicbnungen 2, 5 und q tragen. Hierbei 
sind die beiden kleineren Dreiecksseiten einander zugewiesen, wabrend 
von der grossten Seite die linke Halfte der recbten zugebori Die Be- 
ziebung dieses Polygons zu dem von x wird man jetzt leicbt fest- 
stellen und kleidet die Ergebnisse dieser geometrisehen TJberlegung 
obne weiteres in die Formel: 



' xjco) — 
^x(co) + 2/ 
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Unter BenutznBg der zwisclien x und y bestehenden Relation ergiebt 
sicb von bier aus leicht: 


yip) • (l) = (1 — *)% 


SO dass wir mit BuchsicM auf (2) and (1) fur x{(d) die Darstellung 
duTch %'2 gewinnen: 


( 4 ) 


x(g}) — 




Weiter folgt durch Eintragung der JReihen: 


( 5 ) 


ic(G}) 


^ (6m + lF 

2j^ 

— oo 

“ S(2m4-l)^ 

2. • 


2 


3 7/i^ -f- m 




2'- ' 


ein Resultat, das sich an Einfachheit des Ausdrucks durchaus mit 
Formel (3) auf gleiche Stufe stellt. 


§ 11. Analytisehe Daystellixageii for die in Bd. I betrachteten 
Systeme der Sa imd von siebenter Stnfe. 

Die allgemein angesetzten Modulsysteme in den beiden Schluss- 
paragraphen des vorigen Kapitels gekoren fiir n — 7 obne weitere 
Normierung absolut der siebenten Stufe an; mogen wir uns vorab 
daraufhin allgemein orientieren, wie viele unterscHedene ternare Za- 
Systenie Mer eintreten konnen. Sei eines iinter ihnen g^, g^, so wird 
die Modnlform) 

( 1 ) 

auf im ganzen. 28 einfache Nullpunkte baben. Nun versebwinden 

(7 

die in den Spitzen samtlich, und es sei die niederste in den 
EniwicHungen der auftretende Potenz von r, Alsdann ist 6 jeden- 
falls > 0^ nnd es liegen von den 28 Nullpunkten des Ausdrucks (1) 
in den 24 Punkten c je <? fest. Man siebt^ dass notwendig <? = 1 ist^ 
so dass der Ausdruck (1) nocb vier beweglicbe Nullpunkte hat. Indem 
aber eines unter den Sa gegentiber 8 die Einbeitswurzel s als Factor 
annimmt^ sind die wie man mit Hiilfe von (1), (2) p. 313 fest- 
stellen wolle, entweder direct oder nach einer Permutation der unteren 
Indices cc. Mit den in I p. 705 untersuchfen cogredierd. Da demzufolge 
alle vom vorigen Eapitel gelieferten Systeme auch unter sick co- 
gredient sind , so Mussen sie odle im wesentlichen wiit eino/yid^r Ubereinr 
stiMMfni denn gabe es zwei unterschiedene^ so wiirden wir aus beiden 
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linear ein neues System zusammensetzen konnen, bei dein die eben 
mit 0 bezeicbnete ganze Zabl im Widersprucb mit unserer tJberlegung 
> 1 sein wiirde. Bass wir dber hier direct m dem 0a- System ans Bd. I 
0urucJckommen, folgt aus dem TJmstande, dass eben jene Grosses 0a 
gieicbfalls gan 0 e Modulformen 7*®^ Stufe waren. Wir batten sie namlicb 
vermoge der Pormeln: 

0 = 

^ OOj^dco.j CO^dcOj^ 


aus den Integralen erster Gattung jaip) der Stufe abgeleitet^ and 
auf diesem Wege gewinnt man stets ganze algebraisebe Modulformen 
( — Dimension. Man konnte bierbei hocbstens nocb in den Poly- 
gonspitzen das Eintreten von Dnstetigkeitspunkten vermuten; inzwiscben 
weist die Umgestaltung des Differentials: 




co^do>^ — co^dco^ \(o^/ dr 

diese Moglicbkeit ab. 

Um Potenzentwicklungen fur unser ternares Modulsystem zn ge- 
winnen, diirfen wir biernacb unter den Ansatzen des vorigen Kapitels 
eine beliebige Auswabl treffen; setzen wir etwa: 


( 2 ) 






wobei wir (unter unwesentlicber Modification der friiheren Pestsetzung) 
die Summationsbedingung so vorscbreiben wollen, dass iq alle der 
Bedingung: 

(3) I = (mod. 7) 


geniigenden Combinationen ganzer Zablen durcblaufen soil. Biese 0a 
sind ohne weiferes mit dm in Bd, I unter dieser Bezeiclimmg gedachtmi 
Modulformm identiscli; indem wir namlicb die Reiben (2) naeb an- 
steigenden Potenzen ordnen, kommt: 


( 4 ) 


' ^1 = — (1 — 4 ?’ + 3 /" + -( ), 

= + (^)^^ (1 - 3^ + * +4r3 + ■■■), 


und bier stimmen in der That die Anfangsterme mit den Angaben (5) 
in I p. 736 genau liberein. 

Als Barstellung&n unserer Grossen 0a durcJi die Function leiten 
wir aus (2) p. 281 die folgenden ab: 
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(5) r')i 

dabei soli /J die Zahlwerte 1, 2, S durcUaufen, und es ist: 

( 6 ) a = /3^ (mod. 7) . 

Tragt man fur die ibre Reihenentwicklnngen ein, so ergeben sich 
fur die Za- Quotienten folgende Darstdlmgm*): 


(7) ; ^^4 = 

” (14m + 5)> (14m — 1]'" 

— l)»r l)™r 


:_ 2 (- !)'“»■ 

00 


(Uwi + SP 
56 


Zwischen den liier vorliegenden stellten wir oben (p. 314) ganz 
allgemein far beliebige ungerade n die damals anter (9) gegebene bi- 
quadratiscbe Relation auf. Es ist interessant zu bemerken^ dass im 
vorliegenden Falle u = 7 jene Relation direct die aus I woblbekannte 
Gleieliung der Curve 64 der ^ce ergiebt^ wir haben die Zablen ai des 
allgemeinen Ansatzes zu dem Ende in der folgenden Weise zu wahlen: 

a ^=: 0 , ^2 = 1 , = 0^4 = 3 


und miissen tibrigens berucksiclitigen, dass in Pormel (5) des Textes 
die beiden Moduln 0^ h gegenuber der bei allgemeinem n in (9) 
p. 314 befolgten Anordnung vertauscbt sind. 

Neben den spielte in I bei n=l das quaternare System der 
A« eine wicbtige Rolle; aucb fiir dieses werden wir jetzt analytiscbe 
Darstellungen angeben konnen. Zu diesem Ende kniipfen wir an das 
in § 3 des vorigen Eapitels (p. 329 £P.) allgemein definierte System von 

!L±_1 Modulformen (— 1 )*^^ Dimension ka, die fiir n = 7 die specielle 

Gestalt aunehmen; 

(8) ''•-S 


2 (- 1)^ 


'±1 t±l^ 
2 168 




mit den Summationsbedingungen: 

I = — 6 a (mod. 7), | = ^ it ^ (mod. 6 ). 

Die Anfangsglieder der Entwicklungen nach ansteigenden Potenzen 
fllr diese vier Moduln berechnet man leieht zu: 


( 9 ) 



A A=. 

^ > -^4 — 


— yW . 
£»!! 


*) Die Darstellung der durch die Function in der Gestalt (5) und (7) 
wurd^ von Hm. Klein in der wiederholt genannten Arbeit y,Uber gewisse Teih 
werte der Function^ % Math. Ann. Bd. 17, gegeben. 
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Die Hermit gegebenen ka werden durcli Normiernng mit m Mo- 
duli! ka der siebenten Stufe ausgestaltet^ und wir wollen bierbei des 
genaueren scbreiben: 

(10) AoA^=2Ao, = 

SO dass die Anfangsterme fur die solcbergestalt definierten Moduli! 
siebenter Stufe ka die folgeudeu sind: 


(11) A. - M’,-, A, - MVt, ©V, A, 



Bereits oben deuteten wir an (cf. p. 330), dass das damals all- 
gemein formulierte Modulsystem der ka fur n = 1 mit den vier Mo- 
duln ka Ton Bd. I cogredient wird, sofern wir nur eine ganz einfaebe 
Anderung in der Bezeicbnungsweise vornebmen. Eben dieser Modi- 
fication in der Scbreibweise sind wir aber^ was man leiclit nacbrecbnen 
wirdj durcb die Festsetzung (10) bereits gerecbt geworden, so dass 
die in (II) gemeinten ganzen Modnlformen ka mit dem quaterndren Mo- 
dulsystem ka aus I gencm cogredient sind. 

Die in I gebildeten ka sind nun an sicb nocb keine ganze Modal- 
formen; sie werden es jedocb nacb Normierung mit A (cf. I p. 720 
(2) und (3)). Zudem werden die so normierten A-A« von der 
Dimension und besitzen genau wieder die Anfangsterme fll), was man 
aus I p. 739 (5) erseben wird. Die Identitdt der heiderlei quaterndren 
Systeme oder {nocli etivas genaiier gesp'oclioi) das Bestelien der Eelationen 
ka = Aka ist damit offentar, Denn waren die Systeme A® und Aka 
nicbt identiseb, so wiirde man aus ibnen ein neues quaternllres ka- 
System linear combinieren konnen, welcbes in jedem der 24 Punkte 
c Yon mehr als filnf Nullpunkte haben wiirde; das wiirde aber mit 
der Dimension — 9 dieser ka bekannter Weise im Widersprucb steben. 


§ 12. Bas quaternare Modulsysteni der bei n =1. 

Neben den betracbteten Systemen der und ka liefern die An- 
satze des vorigen Kapitels fiir die Dimension — 1 nocb ein meites 
quaterndres Modulsystem y das wir in Bd. I nocb nicbt zu betracbten 
Gelegenbeit batten. Die Existenz dieses Systems werden wir am besten 
vom Transformationspolygon 7^^ Ordnung Fg aus versteben^ dessen 

Gestalt die Figur 104 in I p, 742 angiebt. Unter den Moduln 

eines einzelnen Systems ist ja stets der erste (derjenige mit dem 
Index 0) eine zum Transformationspolygon gehorende Grosse; 
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man wolle also vorab ftir nnseren Fall discutieren, welche Modul- 
formen ( — Dimension diesem Polygon zagehoren mogen. 

Das Polygon hat Bwei Ausnahmepunkte 1), dagegen keinen 
Ausnahmepunkt a. Eine Form (— 1)^®^ Dimension liat auf F^ die 
Wertigkeit f und muss nach den Eegeln von p. 364 in jedem der beiden 
genannten Punkte h in der Ordnung \ verschwinden. Ubrigens kann 
also kein Nullpunkt niehr eintreten, so dass es nur eine einzige ganze 
Modulform der Dimension ( — 1) auf F^ giebt (selbstverstandlich bis 
auf einen numerischen Factor). Mit der ersten Form des quaternaren 
Systems sind aber auch die drei ubrigen fixiert^ insofern sie sick aus 
den acbt gleicbberechtigten Gestalten jener ersten Modulform zusammen- 
setzen lassen: Es gieit demgemdss hochstens ein absolut mr Skife ge- 
Jidrendes quaterndres Modiilsystem der Dimension — 1 , und dieses wird 
uns nun tJiatsdcJilicJi durcli die EntwicMungen (2) p. 355 geliefert^ wenn 
wir die quadratische Form (1, 1, 14) m Gnmde legen. Die 1. e. ge- 
braucbte Bezeiclinungsweise mogen wir zur besseren Unterscbeidung 
jetzt so modificieren, dass wir ftir ha scbreiben; ftir diese Moduln 
B haben wir dann die Darstellungen: 


( 1 ) 




I = — a (mod. 7). 


Die Anfangsglieder der Entwicklungen nach ansteigenden Potenzen sind: 


( 2 ) 


^o = |;(l + 2r + 4r^ + ...), 

= + + ...), 

(2 + r + 5r^ + ■■■), 

^ A (3 + 2>- + H ). 


Das Verhalten der gegenuber den Substitutionen S und T 
berechnet man miihelos aus den allgemeinen Ansatzen; wir finden: 

(3) (S) Bo' = Bo, B; = ^B,, = b; = £"B,. 

f iyl B; = Bo + 2Bi + 2B, + 2B„ 

(4) (I’)| ^1 + (« + «'') Ba + (f* + e®) B^, 

ij/Y B/ = Bo +(£ + £«) B, + + £®) Ba + + s®) B,, 

. 21/7 B/ = Bo + B, + (s^ + «') Ba + (a + a®) B,. 

Der Tergleich mit I p. 724 (4) und (10) ergiebt, dass die B^ mit de 7 z 
ha contragredient sind. Die bilineare Combination 
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( 5 ) -f- B2A2 + B4A4 

nnserer beiden Systeme wird also eine ganze Modulform ( — 
Dimension erster Stufe abgeben, sofern wir die A^ im Sinne des Torigen 
Paragrapben als Formen der Dimension — 9 fixieren. Der Ausdmcl^ 

( 5 ) wird aber geradem mit Nidi identiscli sein, denn er verscbwindet 
bei CD — i 00, 

Da Bq bei cd — ioo von Null verscbieden ist^ so besitzfc die 
Modulform: 

( 6 ) C0B0 + C1B1 + C2B2 + C4B4 

auf insgesamt vier^elm mit den c bewegliclie Nullpunkte. Setzt man 
demnach die B^ zu bomogenen Coordinaten des Raumes von drei 
Dimensionen ^), so werden wir als Abbild des Polygons eine Curve 
vier^ehnter Ordnung (7^4 dieses Raumes erbalten, die durcb 168 aus (3) 
und ( 4 ) zu erzeugende Coilineationen in sicb selbst ubergebt. 

An die (7^4 des Jig konnten wir natiirlich die Pormulierung eines 
Galois’scben Problems der kniipfen und demselben (gerade wie in 
I beim Problem der A^) insbesondere eine Resolvente acMen Grades an 
die Seite stellen. Auf diese letztere mogen wir bier nocb ein wenig 
ausftibrlicber zuriickkommen. Die Form B^ wird sicb^ als von un- 
gerader Dimension^ bei den bomogenen Substitutionen der zum Trans- 
formationspolygon J^g geborenden Ts, allgemein zu reden, nur erst bis 
aufs Vorzeicben reproducieren; dagegen gebort B^^ der bomogenen fg 
im absoluten Sinne an, Indem wir das Quadrat von B^ nocb mit dem 
Factor — 7 verseben, werden die acht gleichberecbtigten Gestalten 
dieser Modulform die folgenden sein: 

^ ^ 1 2/v = (Bo + 2a^B, + B, + 

Da die y der Dimension ( — 2) angeboren und ganze Modulformen 
sind, so wird die Gleicbung acbten Grades, der dieselben genugen, die 
Gestalt aufweisen: 

f + ccg^-y^ + ^93 • ¥" + 79i ^ • / + ^9i93 ' f' + + ^A) • 

^ ^ + n93 93-y + ^ 93 ^ = 0- 

Im letzten Griiede durffcen. wir sofort particular %'9^ ansetzen und 
nicbt (%'g<^ + ('9%^, welcbes die allgemeinste ganze Modulform erster 
Stufe der Dimension — 16 ist; denn wir wissen vom Eingang des 
Paragrapben ber,, dass die Nullpunkte des Products der y im Aus- 
gangsdreieck in der Ecke b vereint liegen. 

Gemass der gerade erkarmten Contragredienz zn den kdnnte man die 
ancb als Ebenencoordinaten im Eanme der interpretieren. 
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Die Bestimmung der numerisclien Factoren a, ^ etc. in (8) ist 
ausserst einfack Bei m^ioo wird zufolge (2) und (7): 

der Ausdruck unserer Resolvente. Substitniert man demnach in (8): 



so muss die entspringende Gleichung mit (9) identiscb. sein; dadurcli 
bestimmen sick mit einem Schlage alle in (8) unbekannten Coeffi- 
cienten bis auf g. Den Zablwert von g aber bereclinen wir leiclit 
durcb Zubiilfenahme eines weiteren Gliedes der Eeibenentwicklungeu. 
Als fertige Gestalt der Besolvente achten Grades der Ba erlialten wir 
solcimweise: 

Man kann fragen^ wie sich die Beziebung zwischen der Resolvente 

(10) und der in I p. 749 unter (6) angegebenen Resolvente der A ge- 
stalten mag. Um dies anzugeben, wollen wir die Modulform Bq durcb 
Aq und g^j g^, A ausdrilcken und balten bierbei zweekmassiger Weise 
an der Fixierung von Aq als einer Form (+3)^®^ Dimension test, da 
eben diese Voraussetzung der citierten Formel (6) in I p. 749 zu 
Grunde liegt. Die Beziebung von Aq zum Hauptmodul t der fg, wie 
wir ibn in I p. 744 fixierten, ist alsdann: 

(11) r = 49AAo^ 

Man bemerke nun^ dass g^lK ^ : Bq eine zur fg geborende Function ist, 
deren Null- und Unstetigkeitspunkte leicbt angegeben werden konnen. 
Es liegt namlicb ein TJnstetigkeitspunkt der Ordnung zwei (von Aq 
berriibrend) bei g> = 0, wo r = oo istj zwei Nullpunkte je von der 
Ordnung 1 liegen in jenen beiden Punkten J von die auf der ge- 
scblossenen JFg von seeks Elementardreiecken umlagert sind. Die 
beiden zugeborigen Werte % bestimmen sick nach I p. 745 (3) aus 
A" Str-f- 1 = 0. Durcb leiebte Fortsetzung der Reebnung findet man 
unter Benutzung von (11) den Ausdrmh von Bq durcJi g^ und A 
in der folgenden Gestalt: 

p '^d'i Aq 

^ J ^ T^A'-'Ao^ + S-T^AAo^ + l' ' 

Endlich kniipft sick an die Gleicbung (10) und die Modulform Bq 
nock die folgende Betraebtung. Aus der am Anfang des Paragraphen 
gegebenen formentbeoretiseben TJberlegung gebt bervor^ dass es bis 
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auf eine multiplicative Coustaute nur eine game Modulform ( — 2/®^ 
Dimension auf Fg giebt, namlieh Verstelien wir nun unter 

die Teilwerte^ so gebort aucb die Summe + P 02 + F 04 ) 
absoiuten Sinne zu Fg Dass diese Summe nun nicbt identiscii ver- 
schwinden kann, beweisen wir z. B. durcli Hinweis auf Hire Potenz- 
entwicklung nacb r- dieselbe steilt sieh namlicli aus (3) und (p) p. 12 
nach leicbter Zwischenrecbnimg in der Gestalt dar: 

(13) (Poi + Fo 2 + Foi) = 1 + F (''* **) ) ■ j ’ 

wobei (t >7 (w) die Smnme aller gegen 7 primen Teller der Zalil m be- 
deiitet Wir seliliessen demnacb obne weiteres auf die nacbfolgende 
Bwisclie'ii den p-Teihverten und dem Modid hestehende IdenUtdt'’^^): 

(14) Pqi + po2 + Pi>4. = i 


Mogen wir die sich bier bietende Gelegenheit nocb einmal ziir 
Ableitung eines aritJmietischen Kesultates benutzen. Man schreibe zu 
dem Ende die Eeihenentwieklung (1) von B^ in die Gestalt urn: 


(15) 



+ •?>;+ 2 


WO die Paare ganzer Zablen tj keiner einscbrankenden Bedingiing 
zu unterwerfen sind. Statt (15) konnen wir aucb scbreiben: 

( 16 ) ^0 = ^ ^ ^ = y (“04 2 ), 


wobei jedocb jetzt die ganzen Zablen x, y modulo 2 einander con- 
gruent sein sollen. Die Darstellung von Bq- nach ansteigenden Potenzen 
von r wiirde daraufbin die nacbfolgende sein: 


*) Die Summe der unterscMedenen Teilwerte , wie sie im Texte fur 
n — 7 vorliegt, ist ubrigens bereits vor langer Zeit von Weierstrass in der 
Transformationstbeorie gebraucht worden; man sebe namentlicb die oben bereits 
wiederbolt genannte Dissertation von Hrn. P. Miilier, JDe transformatione functio- 
num elU^ticaruniy Berlin (1867). Es ist dortselbst die in Rede stebende Summe 
mit (jj bezeicbnet, und es werden fiir eine Reibe niederer Werte n die Gleicbungen 
(n + 1)^®^ Grades, denen genugt, wirklicb angegeben. 

**) In dem dritten jungst erscbienenen (fragmentariscben) Bande von Hal- 
*f) ben’s „Tmite des fonctims elliptigues^ ist der Bebandlung der 7^®^ Strife ge- 
radezu die Gleicbung acbten Grades fur die auf der linken Seite von (14) stebende 
Form zu Grunde gelegt. Nennen wir diese Form (mit Halpben) so miisste 
durcb die Substitution die Gleicbung (10) des Textes in die Halpben’scbe 

Relation (15) L c. p. 51 ubergeben; die Eecbnung bestatigt diese Bebauptung. 
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QO 

(17) = 

^ ?«=o 

liier bedeutet % (m) AnmJil imterscJiiedener soldier Darstellungen 
von 4w in der Gestalt: 

(18) 4m = + 7 + 7 2 / 2 ^ 

dnrch game positive oder negative Zahlen x, bei denen = 2/1 
aZso audi x^=y^ mod. 2 erfullt ist‘^^. Der Satz aber, der sicb aus 
der Identitat (14) bier ergiebt, ist offenbar der, dass die so gemeinte 
Amdhl (18) der Darstellungen %(m) immer viermal so gross ist, als die 
Summe der gegen 7 primen Divisoren der ZaJil m, Man wird diese Regel 
leicht an Einzelbeispielen bestatigt finden. 

Es ist uns im jetzt beendeten Kapitel gelungen, fur die gesamten 
in Bd. I studierfcen Modulfunctionen und Modiilformen analytiscbe Dar- 
stellungen zu gewinnen. Dabei erwiesen sicb. in den Fallen n = 3, 
4, 5, 7 gerade jene Grbssen als besonders braucbbar, die wir im vor- 
aufgebenden Kapitel ganz allgemein fiir beliebige Stufenzablen definiert 
baben. Indem sicb also diese Grossen im Bereicbe der niedersten 
Stufen als zwecbmassig bewabrt baben, werden wir mit ibnen aucb 
weiterbin die Aufgaben des functionentbeoretiscben Grundproblems zu 
losen versucben. 

Dieser mod. 2 hinzubommenden Bedingung werden wir bei jedem der 
Gleicliang (18) geniigenden Quadrupel ganzer Zahlen y notigenfalls dadurcb 
genugen kSnnen, dass wir x^ und x^ vertauschen. 
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Die Modnlsysteine elfter Stnfe niid die ziigelidrigen Resolyeiiteii 
elften and zwdlften Grades. 

An die eben beendete Betrachtung wiirde sicb der Reibenfolge 
nacb die entsprecbende Bebandlung der acbten und neunten Stnfe 
scbliessen^ wir geben auf die letzteren indessen nicbt besonders ein, da 
die Verbaltnisse bei diesen Stufen zufolge der Entmcklungen in I 
leicbt von den Stufen n — 2^ 3^ 4 aus beberrscbt werden konnen^ und 
weil andrerseits bereits bei Gelegenbeit der <^-Teilwerte (c£ p. 30) die 
wiclitigsten Moduln for ^ = 8 und 9 ibre anaiytiscbe Darstellung 
fanden. Aucb die zebnte Stnfe lassen wir ansser Betracbt; dieselbe 
lasst namiicb eine ganz abnlicbe Bebandlung zu, wie wir sie der Stnfe 
n = Q ziir Halfte in I, zur Halfte in § 10 des vorigen Kapitels an- 
gedeiben Hessen. Die Stelle der Tetraederirrationalitat bei w == 6 ver- 
tritt dann natiirlicb fur n — 10 die Irrationalitat des Ikosaeders 

Dagegen konnen wir bei = 11 infoige der y^Binfacbbeit^^ der 
Gruppe Gggo nicbt wieder an voranfgegangene Entwicklungen niederer 
Stufen anknnpfen. Hier mtissen wir vielmebr anfs neue einsetzen und 
wollen nunmebr auf Grundlage der Moduisysteme des dritten Kapitels 
eine ausfubrlicbe Tbeorie der elften Stufe entwickeln. Im Grossen und 
Ganzen wird sicb dieselbe an die Tbeorie der 7^®"^ Stufe anscbliessen^ 
insofern ja die Gruppen und ganz abnlicbe Strncturen dar- 

bieten. Aber wir werden nicbt ein System der zu discutieren baben, 
wie bei n — sondem deren drei'^ und der fnndamentalste Unter- 
scbied gegen n — 1 wird der sein, dass bei n = 11 die Gruppen 
welcbe von den balbmetacycliscben G^^ berriihren^ nicbt mebr zum 
Gescblecbte Null gebbren^ sondern p = 1 baben. 

Was die friiberen Arbeiten betrifft, auf welcbe unsere Darstellung 
zurnckgebtj so sind bier wieder die Abbandlungen von Klein nber 


*) TgL-nbrigensj was die analytiscben Darstellimgeii der Modulfunetioneii 
zebnter Stufe angebt, das 7*® Kapitel in der bereits p. 159 genannten Dissertation 
des Herausgebers. 

Klein-PrScke, Modulfunetioneii. II. 


26 
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die elfte Stufe voranzustellen ausserdem aber ist filr die Resolvente 
zwolften Grades die in Bd. 32 der Math. Ann. veroffentliclite Arbeit 
Ton Kiepert liber die Transformationstbeorie zu nennen^*). Hr. Kie- 
pert bat daselbst mit Hulfe transformierter Moduln die Resol\^ente 
zwolften Grades zum ersten Male in functionentheoreti sober Gestalt 
Yollstandig entwickelt. Die Resultate der Herren Klein nnd Kiepert 
werden nun bier durcb den Herausgeber in einer nicht unwesentlicb 
durcbgebildeten Gestalt gegeben. Es war erstlicb der grossere Reicb- 
tum der von Kap. 3 ziir Verfiigung stebenden analytiscben Hillfsmittel^ 
der die Tbeorie der ^^a-Systeme ausgiebiger gestaltete: an Stelle des 
einen von der Function gelieferten Systenaes Za treten, wie scbon 
erwabnt, drei ^a-Systeme, wobei die gegenseitigen Beziebungen zwiscben 
denselben insbesondere die geometrischen Satze liber die zugeborigen 
Curven scbarfer bervortreten lassen. — Indessen ist zu betonen, dass 
die Anfstellung der Resolvente 11*®° Grades^ welcbe den wicbtigsten 
Zielpunbt der citierten Untersucbungen von Klein ausmacbte, durcb 
das von den gelieferte System der 0a in erscbopfender und ein- 
facbster Weise gelingt, Ubrigens erwahnten wir scbon in I p. 761^ dass 
Hr. Klein sicb das eben erwabnte, zu n=ll geborende System der 0a 
durcb ein directes functionentbeoretiscb-geometriscbes Scblussverfabren 
berstellte, worauf erst spater die einfacbe analytiscbe Ausdrucksform 
dieser. Za durcb •O'j bervortrat. — Des ferneren ist es die consequente 
formentlieoretisclie Sdiliissweise, die im Verlaufe des Kapitels liberal! 
vom Herausgeber zur Verwendung gebracbt wurde. Was bierdurcb 
zu gewinnen ist, bat sicb in liervorragender Weise bei Ableitung der 
function entbeoretiscben Gestalt der Resolvente zwolften Grades gezeigt. 
Wabrend namlicb obne die Zublilfenabme formentbeoretiscber Uber- 
legung die endgliltige Gestalt jener Resolvente nur unter einem sebr 
bedeutenden Aufwande numeriscber Recbnungen festgestellt werden 
kann, scbrankt man solcbe Recbnungen bei zweckmassig geleiteten 
formentbeoretiscben Scbliissen auf ein sebr geringes Maass ein. — 

§ 1. Binfiilirung der drei Modudsysteme Za von ( — 2J*®^ Dimension. 

Da 11 mod. 4 mit 3 congruent ist, so kommen flir die Modul- 
systeme ( — 2)*®^ Dimension, mit denen wir bier beginnen, sowobl die 

^gl* Damentlich Math. Ann, Bd. 15 „Uber die Transformation elfter Ord- 
nmig der elliptisclien FuncUonen^^ (1879); far die formentheoretiscbe Resolvente 
12^®^ Grades kommt ansserdem der bereits p. 81 erwahnte Brief von Klein an 
Brioschi, ^^Uber MultipUcatorgleichungenf^ in Betracht. 

tfber die Transformation der elliptisclien Functionen bei zmammengesetztem 
Transformationsgrade (1887). 
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Ansatze (3) p. 355 wie aueh (2) p. 357 zur Gel tun g. Jene liefern 
Systeme zu je fiinf Moduln welche direct zur elften Stufe gehoren; 
die vom anderen Ansatze gelieferten Ba sind erst durcli den Factor 
Va zu Moduln elfter Stufe zu normieren. Wollen wir uns nun gleicli 
durcli eine sehon oft benutzte tlberlegung die Gesamtbeit der Her 
mogliclien - Systeme ( — 2)^®^ Dimension veranscbaiiliclien. 

Solien die absolut zur elften Stufe geboren^ so scbreiten ilire 

A A 

EntwicMungen nach ganzen Potenzen von fort; und es sei die 
niederste hierbei eintretende Potenz. Alsdann bat das einzelne Ba in 
den 60 Punkten o von je a NullpunktCj so dass zufolge der Di- 
mension der Ba nocb (110 — 60(?) freie Nullpunkte bleiben. Man sielit 
Her sofort: Es ist noUvendig o== 1, so dass es mir ein System dieser 
Art geben Jcann, tvelches alsdann nocli fiinf Big heivegliche Fidlpimlde auf 
Fqqq aufweist Wir wollen die Moduln dieses Systems zum Dnterschiede 
von zwei anderen sogleich zur Spracbe kommenden Systemen durcb 
bezeicbnen; dieselben werden tins fhatsdeJiUch geliefert, tvenn wir die 
AnsdtBe (3) p. 355 fiir die gnadratisclie Form (1, 11 ^ 33) specialisieren, 
Wir geben bier einige Anfangsglieder der Potenzentwicklungen an, 
wobei wir als untere Indices a der gerade wie bei n = 1 ^ die 

fiinf quadratiscben Reste von 11 gebraucben: 

~ O 4- • • •) > 

= + + ■••); 

(1) ■ ^„ = + (^)VA(2-3r+ -x- +...), 

% = + (■^) (1 + * — + •• •); 

+ (— (3 — 4r — 5>“ H ) • 

Die Moduln Ba eines zur elften Stufe nur erst adjungierten Systems 
werden Potenzentwicklungen nacb zulasseH; und indem wir jetzt 

or 

wieder die niederste wirklicb auftretende Potenz nennen, wird 6 
eine ungerade Zabl > 1 sein. Hier liegen dann insgesamt 30 o’ Null- 
punkte in den Punkten c von Fqqq fest^ so dass deren nocb (110 — 30 o') 
frei bleiben. Die einzigen zulassigen Werte sind biernacb 0=1 und 
0 = 3, In gewobnter tlberlegung zieben wir bieraus den Scbluss^ 
dass es nur ein System mit 0 = 3 gele^i hann; wir nennen es ^^0) und 
merken gleicb an, dass eine lineare Verhindung dieser noch BwanBig 

26 * 
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lewegliche MdlpimUe auf aufweism wird. Dem gegentiber mag 
es unendlicb viele ^^.-Systeme mit 6 = 1 geben; aber dieselben miissen 
docb, was man leicbt erkennt, in dem einfachen Znsammenbange 
stehen, dass sie alle aus einem miter ihnen %md dem System der 
linear eombiniert werden honnen. In diesem Sinne werden wir behaupten, 
dass es nur ein wesentlich neues System der Za mit <3 = 1 geben hann, 
ivelcJiem ilbrigens 80 freie Niillpunhte aiif i^ggo eige7i sein werden; das 
biermit gemeinte System nennen wir z^^'^ und werden jetzt und 
z tbatsachlicb berstellen. 

a 

Indem wir die Reihen (2) p. 357 fiir die quadratische Form 
(2, 22^ 66) bilden, kommen wir zum System der wir berecbnen 
fur diese Moduln z^^^ folgende Anfangsglieder: 


^1 = 

— 2 

\co^/ 

(1- 

- 4r 

+ 3r^ 

+ 

5r^ 

— 

5r^ -f- ■ 


^3 = 

— 2 

O’*'* 

(1- 

- 3r 

+ * 

+ 

4, .3 

+ 

3r^ + • 


h = 

— 2 

o’-« 

(1- 

- 3r 

— 

+ 

8j-3 

+ 

* + • 


% = 

— 2 

O’-'* 

(1- 

- 3r 

+ ^ 

+ 

5j.3 

+ 

* +• 

■0. 

1 

+ 2 


(1- 

- 3r 

+ ^ 

+ 

5, .3 

— 




Nacb den bezuglichen Bemerkungen von p. 353 haben wir bier mit 
dem durcb -9*^ darstellbaren System zu tbun. Der Vollstandigkeit 
balber mogen wir die betrefiPenden Ausdriicke bier berstellen^ wobei 
wir jedocb den unteren Index a ausnabmsweise die Zablenreibe 1^2, 5 

durcblaufen lassen; es ist alsdann: 

(3) = (— l)“+i. 2i]/^ |/A • {aco%, r“). 

Um jetzt letzten Bndes nocb das in Aussicbt genommene System 
z^"^^ zu bilden^ erinnern wir uns^ dass wir fiir = 8A + 3 bei den 
auf die Palle ungerader p beztiglicben Untersucbungen des Kapitels 3 
(cf. p. 347) jeder einzelnen in Betracbt kommenden Olasse quadra- 
tiseber Pormen drei unterscbiedene Individuen zu entnebmen batten. 
Andrerseits konnten wir aucb bei einer einzelnen Form bleiben, mussten 
dann aber immer nocb jene beiden besonderen Arten von Reiben bil- 
den, welcbe durcb die Formeln (5) und (6) p. 347 gegeben sind. In 
dieser letzteren Weise verfabren wir jetzt, bilden uns also die in (2) 
p. 357 allgemein definierten Reiben wieder fiir die eben bereits be- 
nutzte quadratische Form (2, 22, 66), nun jedocb unter Obacbt auf die 
Summationsbedingungen : 
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(4) I = — a (mod. 11), ^ -f- = 1 Tmod. 2). 

Dann trefiPen wir, was wir hier Baturlich. niclit ins einzelne durch- 
reclinen, gerade auf ein Modulsystem, wie wir es oben nannten; 
merken wir nns vor allem fur dasselbe nocli die Anfangsterme an: 


(5) 


= + 


(1 

-j- lOr + ■ 


= + 


(11 

— 14»- + • 


= — 


(2 

+ 20r + • 


= + 


(6 

— Hr + • 


= — 


(4 

— 26r + ■ 



Endiicli leiten wir aucli gleich das Verlialten unserer drei Modul- 
sjsteme bei Ausubung von S und T ab, wie es sich aus den frdliereii 
Regein unmittelbar ergiebt. Mogen wir flir die beiden ersten Systeme 
^( 2 )^ nacbdem wir sie normiert liaben, die Bezeichnung brauchen: 

(6) £« = --«•}/ A, 

SO Bind jedenfalls die leidm Systeme der la 'oon der Dimension — 8 mit 
einander cogredient Da namlicb fiir sie beide die in Kap. 3 mit ^ be- 
zeicbnete Zalil einfacb gleicli 1 ist, so scbreiben wir aus (1) und (2) 
p. 313 ab: 

( (8) ?s'==£“53, 

(7) (T) ' ^ ~ ~ 

I + (fSa _ £-5a) ^ _ g-4«) 

.(U) ?i'=?3, ?3'=?9, 


Wir Iiaben hierbei als dritte Substitution TJ gleicb eine solcbe binzu- 
gesetzt, die mod. 11 mit congruent ist; dieselbe wird bei spa- 

teren Recbnungen vielfaeli zur Benutzung kommen. Das System der 
steht fiir sicb ; fur dieses namlicb ist die Zabl p = 2^ und 2 ist 
quadratiscber Nicbtrest von 11. Um die ;si^^-Substitutionen zu erbalten, 
baben wir demzufolge in (7) s durch zu ersetzen; wir finden so fiir 
S und T: 


(S) 

(T) 


^l' = , 0/ = = €% , g/ = , g/ = , 

— iyii 

^ (£l0« _ ^ (-gSc. _ ^ 


( 8 ) 
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Hier ergiebt der Vergleicli mit (7), dass imser drittes Modulsystem in 
der Beihenfolge 0 ^, % mit den U in iJ^rer iirspriinglichen An- 

ordnimg contragredient ist Die bilineare Verbindung: 

0i ts + + -‘>^5 + ^' 5?4 + f 

wobei die ei^ies der beiden Systeine vorstelleHj die Ba aber das 
dritte System wird demgemass eine ganze Modulform erster Stufe 
abgeben; dieselbe muss aber identisch Null sein, da sie bei w == i 00 
Terscbwmdet und zur Dimension — 10 gebort. Es ist also jedes der 
leiden Systems der la cin das System der Ba — dnrcli die Identitdt 
gebimde^z : 

(9) + B^l^ + ^9^5 -f B^l^ + ^^4^1 = 0. 

Wollten wir ubrigens in (9) die ReihenentwicHungen (1) und (2) bez. 
(5) eintragen^ demnaclist aber wieder nach ansteigenden Potenzen von 
r anordnen^ so mtissten alle Coefficienten der so entspringenden Reihe 
identiscb Null sein. Indem wir diese Rechnung tbatsacblieb dnrcb- 
filbren^ erlialten wir Bestatigungen flir die Richtigkeit der in (1)^ (2) 
und (5) angegebenen Entwicklungscoefficienten. 

§ 2. Yon der AufsteHuiig der algebraiscben Belationen zwisehen 
den Ba^ Specialbetracbtung der BcP, 

Die Prage nacb den algebraischen Relationen, welche fur die 
Moduli! eines einzelnen Systems gelten^ ist bei = wie auch sonst 
stets, einer system atisclien Aufiosung faliig. Man wird bei der Problem- 
stellung vorab die Dimension v angeben, welche die gewiinschten, in 
den Ba selbstverstandlich homogenen Relationen aufweisen sollen. Man 
wird dann in erschopfender Weise gleich nach den gesamten linear-unab- 
lidngigen Belationen Grades Bwischen den Ba frage^i, die zvir alsdann 
spdterhin geometrisch als eienso viele linear -unabhangige FldeJien deuten 
mogen, auf deren jeder die Bzigehorige Curve der Ba ganB gelegen sein 
tmlrde. Die linke Seite einer solchen Relation f{Ba) =0 kann man aber 
immer derart gebildet annehmen^ dass sich dieselbe bei der Operation 
S bis auf eine bestimmte Einheitswnrzel reprodnciert. Wiirde namlich 
f(Ba) in mehrere Bestandteile zerfallen, die bei S verschiedene IP® 
Einheitswurzeln annebmen, so hatte man offenbar jeden dieser Be- 
standteile fur sich gleich Null zu setzen. Bei dieser Sachlage schlagen 
wir zur Aufiosung imserer Frage den nachfolgenden Weg ein: 

Wir bilden nns erstlich alle v-gliedrigen Prodnete der b^ und 
ordnen sie in elf Classen an, je nach der Einheitswnrzel, die sie 
bei Ausiilung von S als Factor annehmen. Die Olasse vom Factor 
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== 1 steht fiir sicli; die ubrigen zelin Classen zerfallen in zwei Ab- 
teilungen zu je fiinf, wobei die Classen der einzelnen Abteiliiiig durcli 
die Operation U in einander iibergefiihrt werden. Man bilde jetzt ans 
den ^a-Producten der einzelnen Classe eine lineare bomogene Function 
mit numerisclien Coefficienten. Diese Function, die wir gleicli wieder 
/(^tO nennen mogen, stellt eine der Stufe, aligemein zu reden, 

adjungierte ganze Modulform ( — Dimension Yor und besitzt als 
solche aiif dem Hauptpolygon die Wertigkeit llOi/. Von den 110 v 
Nullpunkten iiegt aber eine grossere Reibe in den Punkten e des Poly- 
gons und zwar unabbangig dayon, wie wir die Coefficienten in 
gewahlt baben mogen. Man wird bierbei zweckmassig diejenigen fiinf 
Punkte c fiir sicb betracbteii, welcbe von den Polygonspitzen (d — iocy 
U(lo6)y ... berrlihren, und von ibnen die 55 librigen 

Punkte c sondern. In den letzteren Punkten zeigt /’(^«) ein gleicb- 
massiges Verbalten; so z. B, wird jedem der in Rede stebenden 

55 Punkte im Grade verscbwioden, so dass nur noch Null- 

punkte ilbrig bleiben. In jenen fiinf vorausgenommeoen Punkten c 
wird aber im allgemeinen nocb ein boheres Verschwinden von f(s!a) 
eintreten, wie man soicbes im Einzelfalle immer leicbt von den Formel- 
gruppen (1) bez, (2), (5) § 1 aus ilberblieken kann. 

Die bisherige Uberlegung gait, wie scbon bemerkt, fiir jede be- 
liebige Wabl der Coefficienten von Nun mag man versuclien, 

diese Coefficienten derart zu particularisieren, dass moglicbst viele von 
den riickstandigen Nullpunkten in die genannten fiinf besonderen 
Stellen c des Polygons zu liegen kommen. Dies ist durcb eine solche 
Wahl jener Coefficienten anzustreben, dass in den Potenzentwieklungen 
von f[Zct)y /’ '^3a)? . . • nacb r die Anfangsglieder moglicbst zabl- 

reicb zum Ausfall gebracbt werden. Gelingt eine solche Wahl der Co- 
efficienten, dass die Gesamtanmhl der NidlpunMe von f\p-a) den Stellen 
c d&n Betrag 110 a; itbersteigt, so tvird dieses f(^a) dem Bolygon 
offenhar mit Ntdl identisch sein miissen; dabei wird == 0 gleich % 
linear -unabhangige Relationen in sicb vereinen, wenn bei der ge- 
dacbten Recbnung % Coefficienten von unbestimmt bleiben. — 

Dass wir auf diesem Wege aber auch zu den gesamten Relationen 
Grades gefilbrt werden miissen, wird man leicbt iiberblicken. 

Jetzt bemerken wir weiter: Die Wertigkeit von f{/u) waebst 
proportional mit der Zahl Pj die Zalil der ^a-Producte der einzelnen 
Classe, do i. die Anzabl der in Verfugung stebenden Coeffi- 

cienten waebst aber sebr viel sclineller. Man wird also annebmen 
diirfen, dass Relationen /(^a) = 0 stets angegeben werden konnen, so- 
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bald V eine gewisse Grenze libersteigt, nnd es entspriugt bier insbe- 
sondere die Frage, tvelches der niederste Wert von v ist, filr den es 
Belationen = 0 giebt Haben wir dann einmal RelatioBeii 

Grades f{&a) == 0, f a) = 0, ... gewonnen, so wird man Gleicbnngen 
der Grade {y + 1) etc. zwischen den ja aucli schon dadurch ab- 
leiten konnen, dass man z. B. Verbindnngen 

H = 0 

nnd abnlicbe boberen Grades berstellt^). 

Diese allgemein gtiltige TJberlegung eriautern wir jetzt am Modul- 
system Da diese fiinf Grossen linear -unabhangig sind, so sei 

erstlicb v = 2. Die 15 qti adratischen Verhindungen der 0a verteilen sicb 
aber in der Art anf zebn Classen, dass die Classen der einen Abteilung 
immer zwei ^a-Producte entbalten, namlich 0 J und 0 za^ 9 cc, wabrend 
die Classen der anderen Abteilung nur je ein Product aufweisen. Giebt 
es also uberhanpt quadratiscbe Identitaten zwischen den Moduln 0a •, 
so werden dies die fiinf mit einander gleichberecbtigten sein: 

(1) a0j‘ + h03a ^9cc = 0 

Nimmt man aber bier a = 1, so ergiebt sicb aiis den Reiben (2) § 1, 
dass die beiden Glieder von (1) bei ay = ioo in verscbiedenen Graden 
verscbwinden; die Gleicbung (1) kann demnacb bei nicbt-verscbwin- 
denden a, b nicbt identiscb besteben, und also folgt: Zwischen den 
fiinf Moduln 0 a^^ giebt es Jceine algebraische Belationen 0 weiten Grades, 
Die 35 ciibischen Verbindnngen der 0a liefern erstlicb die fiiuf 
Prodiicte 0a^^^u fnr die Classe vom Factor £'^ = 1, und wir baben 
also die Existenz von Relationen der Gestalt: 

( 2 ) + C.0.f^0Q + = 0 

zn discutieren. Bei cd == i 00 verscbwindet aber das vierte Glied von 
(2) in geringerem Grade als alle iibrigen Glieder, so dass in der Iden- 
titat (2) notwendig c^ — 0 ist. Man wende nun anf (2) die Substitution 
U an und findet durcb die namlicbe TJberlegung Cq — 0 u. s. w. Es 

*) Dass es librigens immer eine mdliche Zahl von iinabhangigen Relationen 
f' (fa) = 0? • • • (unterscbiedener Dimensionen v) giebt, vermoge deren 
alle ubrigen Relationen nacb Art des Textes mit Hulfe rationaler ganzer Ver- 
bindiingen g\ ... in der Gestalt 

^ (^€c) f (^a) + C^a) f i^a) H ^ 

darstellbar sind, hat Hr. Hilbert bewiesen; man sehe dessen bez. Abbandlung in 
den Mathem. Annalen Bd. 36 (1889). 

Wir schreiben bier statt ^a uberall kurz , damit man die Reihenent- 
wickltingen (2) § 1 nnmittelbar einsetzen kann. 
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giebt also keine Relation (2) mit nicht-verseliwinclenclen Cu- Die iibrigen 
30 cnbiscben Verbindungen der verteilen sick zu je drei auf die 
zebu Classen der beiden Abteilungen, und wir finden von ilinen anSj 
dass etwa nocli besteliende cnbiscbe Identitaten eine der Gestalten: 

Hh" ""f” ““ 0 

aufweisen mussten* Aber es zeigt sich wieder leicbt durcb TJntersucbiing 
bei G} = ioOy dass keine dieser Gieicbungen mit nicbt-verschwindeBden 
b, c identisch erfiillt sein kann. Also der Satz: JEs gieht filr die 
aiicli Tieine algebraisclie Belationen dritten Grades. 

BiqnadratiseJie Relation en zwischen den Za existieren nun aber 
wirklicb*, wir braucben dieselben gar nicbt in der bisberigen syste- 
matiscben Weise abzuleiten, sondern konnen sie aus der Gleicbnng (9) 
p. 314 abscbreiben, welcbe wir seinerzeit ganz allgemein fiir die durcb 
die -Function darstellbaren Za bewiesen baben. Wir setzen in der 
cit. Relation die vier Zablen a^, cq erstlicb der Reibe nach mit 

0, a, 2ccj $a identiscb, indem wir unter a, wie inimer, einen beliebigen 
quadratiscben Rest von 11 versteben. 3Ian erJidlt so ein erstes System 
von fiinf gJeicliberecMigten biqnadratisclien Identitaten der 

(3) Za^ZSa 4“ — 0* 

Man setze zweitens die at der Forme! (9) p. 314 mit 0, 1, 2, 4 der 
Reibe nacb identisch, nnd erJidlt ein ziveites System von firnf gleidi- 
berecMigten biquadratisclien Melationen: 

{4} “F* 0» 

Perner kniipfen wir an die Relationen (4) die folgende Rechnung. Die 
linke Seite von (4) nennen wir h(Za) und bemerken, dass. Ji(Za) zur 
Classe vom Factor gehort. Man definiere nun f(Za} durcb: 

(5) (ZoS) = .S’,, f{Za)^ 

Da ziifolge leichter Rechnung die linke Seite von (5) den Factor Za 
besitzt, so wird f(Za) wieder eine ganze bomogene Function vierten 
Grades der vorstellen, und zwar nimmt dieselbe bei Ausiibung der 
Substitution S den Factor an. Da aber die linke Seite von (5) 
identisch verscbwindet, so gilt dasselbe von f{Za), so dass wir die 
ferneren firnf gleichderechtigten biquadratisclien Belationen aiidltm: 

(6} G“ Z^aZQoc “f* 0. 

Die fiinfzebn Relationen (3), (4), (6) verteilen sicb so auf die zebn 
Classen, dass immer nur die einzelne Relation (3) mit der zu dem gleicben 
a geborenden Relation (6) einer und derselben Classe angebort. Diese 
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zwei Relationen sincl aber sicher von einander linear-nnabliangig, und 
da linear- abb. an gige Relationen offenbar derselben Classe angehoren 
miissenj so folgt als Resultat: Die funfselin Gleichungen (S), (4), (6) 
stellen ein System linear-imabhdngiger Belationen vierten Grades dar^ die 
mischen den Moduln Za des ersten Systems lestelien^), 

Fernere Relationen filr die betracbten wir nicbt mehr besonders. 


§ 3. Die 2 ur gehorenden invarianten Verbindungen der und 
deren Bezietning zn den Modnlformen erster Stufe g^^ g^y A. 

In der Tbeorie der 7^®^ Stufe (I p. 733) warden mebrere ganze 
liomogene Punctionen der damaligen Za gebildet, welcbe die Eigen- 
scbaft batten, bei den 168 Substitutionen jener Za nicbt nur dem Werte^ 
sondern aucb der Gestalt nacb unverandert in sicb uberzugeben. Es 
ist die Frage, ob wir aucb bei der Stufe aus den 5 „Variabelen^^ 
Za Oder analoge Verbindungen berstellen bonnen, die wir als In- 
varianten der Gritppe Gqqq zu bezeicbnen batten. Setzen wir spaterbin 
in einer einzelnen solcben Invariante fur die Variabelen entweder die 
eines der beiden Systeme oder die ein^ so mussen die derart 
gebildeten Ausdriicke (als Functionen von cu^) entweder identisch 
verscbwinden oder ganze Modnlformen erster Stufe darstellen. 

Filr eine systematiscbe Ableitung der in Rede stehenden In- 
varianten der Gqqq konnen die Gesicbtspunkte des vorigen Paragrapben 
verwertet werden. Soil die Invariante bomogen von der Dimension v 
in den Za sein, so wird man immer nur die i^-gliedrigen ; 2 ^a-Producte 
jener einen fur sicb stebenden Classe beranzieben, die gegenuber S 
invariant sind. Die fraglicben Producte bringe man alsdann in eine 
solcbe lineare Verbindung, dass immer in fdnf durcli U auseinander 
bervorgebenden Producten Symmetric stattfindet. Die weitere Entwick- 
lung wird man dann zweckmassig durch formentbeoretische Betracb- 
tungen im Anschluss an das Transformationspolygon biirzen. Wie 
diese anzustellen sind, zeigen wir sogleicb an einem Beispiele. 

Gegenuber S invariante ^^-Producte traten zuerst bei 2 / = 3 auf, 
und zwar gab es dort die funf Producte Za^z^a^ Es kann demnacb 
bocbstens die eine Invariante dritten Grades: 

( 1 ) == 

existieren. Statt nun immittelbar zu untersucben, ob wirklicb 

Die fiiiifzelin biqnadratischen Relationen zwiscken den Moduln des ersten 
Systems der warden von Hrn. Klein in Bd. 15 1. c. durch directe Betrach- 
tangen zur Ableitung gebracht. 
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aucli gegeiiiiber T invariant ist^ was eine etwas iimstandliche Recli- 
nung erfordern wurde, geben wir den folgenden indirecten Man 

setze in (1) insbesondere die d'a ein imd bat alsdann in <t> eine 

dem Polygon adjungierte Modulform (—6)^®'' Dimension. Da aber 
die durcb Multiplication mit j/A zii Moduln Stufe warden^ 

so ist der Quotient 0 : "j/A eine zum Polygon _F^2 geborende 

Function. Man recbnet nun vermoge ( 2 ) p. 404 sofort aus^ dass die- 
selbe bei m — ioo den Wert 8 annimmt, so dass sie nur nocb in der 
anderen Spitze co == 0 von JPjg unendlicb werden kann. Hier aber 
liegt fiir jedes einzelne da^ ein Nullpunkt der Ordnung |-j fur 0 j 
also entweder ein solcber der Ordnung oder was aus der Wertig- 
keit 6 von O sofort folgt. Da aber "j/A an jener Stelle einen Null- 
punkt der Ordnung hat, so folgt: entweder bleibt der Quotient 
0 (^« ^) : y A auf F^2 uberall endlicb, oder er stellt eine einwertige 
Function von F12 dar. Letzteres aber widerspricbt dem Umstande, dass 
F^2 Gescblecbt j) = 1 bat, imd also enisj^ringen die Belationen: 

(2) 0 = 8 1 / A , 0 (d'O = 8 A^ 

Werde nun 0 (^a) durcb T in 0' (Za) ubergefubrt, so bestelit die Glei- 
cbung 0 (ga ) — 0' (Sa) = 0 unabliaugig von den besonderen W erten 
der coif (025 O'ber diese Gleicbung muss bereits in den ta identiscb be- 
steben, da wir im vorigen Paragrapben saben, dass es keine cubische 
Relationen zwiscben den da^ giebt. Die Form 0 {zd) ist also wirMicli 
eine Invariante der Gqqq"^)* 

Durcb abnlicbe Betracbtungen kann man zeigen, dass es keine 
Invariante vierten Grades der gi^bt. Aber wir baben jetzt ein 
einfacbes Mittel, eine Invariante filnffen Grades von 0 (^a) zu bilden. 
Wir recbnen uns, wie aucb scbon bei friiberen Stufen, z. B. bei n= ij 
einfacb die zu 0 gelibrende Hesse' sche Deferminante: 

\s, 0 0 

; ^4 % 0 0 i 

( 3 ) = ^ 

! 0 0 ^3 z, i 

Us 0 0 -^0 ^4 'i 

aus und findm als cxpliciten Atisdruck der soniit getvonnenen Invariante 

filnften Grades: 

(^4} ^ (Za) (Z(d ^Sa^Oa) Hh 

a 

*) Mag erlaubt sein, bei diesen Satzen nnter der aUgemeinea Bezeiebatmg 
Za aucb die normierten Modnln der beiden ersten Systeme mit einzubegreifen. 
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Untep Umgelmng der nacTistfolgenden Werte v betracMen wir 
jetzt sofort v = 11. Wir konnen bier ahnlieh Yerfahren, wie in I 
p. 739 (4) bei Gelegenlieit des zvl n — 1 geborenden Problems der A^. 
Man bemerke namlich, dass oder aneb zum Tei- 

lungspolygon gebbrt (insofern diese Modnlform gegentiber S inyariant 
ist) und somit durcb die Modulsubstitutionen insgesamt in 60 ver- 
scbiedene gleicbberecbtigte Moduln transformiert wird. Wir werden 
uns aus der Gestalt der ^a-Substitutionen diese 60 gleichberecbtigten 
Grossen leicbt berleiten und finden nun in ibrer Summe als eim mr 
^660 ^ehdrende Imariante 11^®^ Grades: 

(5) X = {i 

a 

10 

+ } . 

Man bat bier freilicb nocb durcb eine kurze Recliuung zu zeigen, dass 
der Ausdruck auf der recbten Seite you (5) jedenfalls in den nicbt 
identiscb yerscbwindet ; inwieweit identisebes Verscbwinden in cOg 
eintritt, falls wir die ^cc J^iit den Moduln eines unserer di'ei Systeme 
identificieren, werden wir gleicb untersucben. — 

Wir setzen nunmebr in die drei gewonnenen Inyarianten nacb 
einander die Moduln der drei Systeme ein und bringen die so ent- 
stebenden Ausdrueke mit den Moduln erster Stufe in Beziebung. Die 
Bedeutung von d) ist bereits in (2) angegeben. In Y ist ein 
Ausdruck definiert^ der durcb Multiplication mit f/A zu einer ganzen 
Modnlform erster Stufe ( — Dimension wird; wir scbliessen daraus 
in gewobnter Weise auf den Ansatz: 

( 6 ) = 

Aber die Reilienentwicklung der linken Seite von (6) Yreist kein Glied 
mit der Potenz ri auf, so dass a = 0 sein muss. Da ferner bei 
£0 = ioo gegen 4^^ alle iibrigen verscbwinden, so ist fiir die dritte 
Invariante: 

(7) lim X (4^0 = ^ 5 “ = — 2^1 ri, 

w=iia> '“ 2 ^ 

wie man leicht nacLweisen wird. Andrerseits ist X (40 eine ganze 
Modulform, die durch Multiplication mit ]/A zur ersten Stufe zurQck- 
gebracht wird, so dass sie iufolge ihrer Dimension und der Annabernng 
(7) mit g^AYA proportional sein muss. Indem wir die Rechnung 
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leiclit zu Ende fiiliren, fassen wir die filr die gewoBBenen Eesul- 
tate in den Satz zusammen: Die drei Invarianten (1)^ (3); (5) ier G-qqq, 
gelildet fur die Moduln unseres ersten Systems, geben die identiscJien 
Melationen : 

(8) cl>(5,) = 8A^ ¥(e.) = 0, Xita) = - 2^^. 3^,A^ 

Die Be^iehung des ersten Modulsy stems ^um Hauptmodid erster Stufe 

J gestaltet sicli also wie folgt: 

(9) |^ = - 1728J'(«). 

Bei dem den Formeln (5) p. 405 zugeliorigen zweiten Modulsystem 
der fallt der Ansdruck yob X (^a) durch ^3 und g^ ein wenig com- 
plicierter aus; wir schliessen hier leickt au£ den Ansatz: 

(10) X (g«) = + Ig^^) A®, 

WO sick die beiden Zahlen a, b jedenfalls niclit wie 4 : 27 verbalten, 
so dass auf der rechten Seite yob (10) eine holiere Potenz Yon A als 
die 6^® niclit auftritt. Zur endgiiltigen Bestimmung der Formel (10)^ 
die wir indessen nicbt leisten, wiirden wir also zwei Glieder der Reiben- 
entwicklung yob X (ta) notig haben. Einfaclier werden die Ansdriicke 
fur 0 und ¥; wir finden fiir diese beiden Invarianten, gebildet in un- 
serem meiten Modulsystem die naclifolgenden Darstellungen durch 
^2? 9s' 

(11) 0 (5«) = - 3^ . 13 A^ , V {la) = 2^ • 3- • 5^3 A% 

woraus sicJi fur e7(co) der Ausdruch im zweiten Modulsystem la ergieht: 

(12) 3*-13®. J|^ = - 218-5®. J-. 

Endlick Yerschwinden beim Modulsystem Za^ die beiden InYarianten 
0 und Y notwendig identisck; denn sie wiirden sonst gauze, bei 
(B — i 00 Yerscliwindende, Modulformen erster Stufe der Dimension — ^6 
und — 10 Yorstellen; insgesamt abet' findm wir fur das dritte Modul 
system der z^a^ die Melationen: 

(13) 0(^,) = O, V(5.)==0, X(0.) = — 2'‘- 3^25^3 A. 

Zur Darstellung yob J durch die zt^ warden wir also noch neue In- 
varianten der (xfigo heranziehen mussen^). — 

*) Die invarianten Formen 0, ¥, X, so wie die specielle Betrachtung der- 
selben fur das erste Modulsystem (Formeln (8) und (9) des Textes) warden 
yon Hrn. Klein bereits a. a. 0. vollsi^ndig entwickelt. 
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§ 4. Von den geometrisclien G-ebilden iind 60®^®^ Grades 

im Eanme welche don droi ;^a-Systemen entspreclien 

Die Formeln des Yorigen Paragraplien werden in neuer Weise 
Terstandlicli, wenn wir nun in gewobnter Art die geometriscbe Den- 
tung der als homogener Coordinaten ernes Emmies E^ von vier JDimen- 
sionen einfuhren. Im E 4 legen wir ein beliebiges aus fixnf linearen; 
nicht durcli einen Punkt gehenden „Eaumen^' gebildetes Coordinaten- 
pentaeder zu Grunde und bezieben auf dasselbe erstlicb die Punkt- 

coordinaten tu S 3 ? Ihnen reiben wir aber im Anschluss an die 

Contragredienz des dritten Modalsystems zu den beiden ersten ^Rauin^'- 
coordinaten an (welch^ letztere den Liniencoordinaten der ebenen 
Geometric imd den Ebenencoordinaten der gewdbnlieben Raumgeometrie 
analog gebildet sind). Diese neuen Coordinaten^ welche particular ge- 
wahlt immer einen jm E 4 gelegenen linearen Raum fisieren; sollen 
0CC genannt werden nnd so bestimmt sein, dass durcb die Gleichung: 

(1) + ^bSo + -sSi + ^4^1 = 0 

die vereinigte Lage Yon Punkt (g«) und Raum { 0 ^) angezeigt isi tJben 
wir jetzt eine Coliineation des E^ aus, so werden sicb in der That 
die 0a in richtiger Weise zu den contragredient substituieren. 

Im so Yorgerichteten E^ sind nun zahlreiche geometrische Ge- 
bilde zu betrachten. Die PunJcte == leschreiben naeh § 1 eine 
eigentUch im E^ gelegene Curve der 0 wamigsten Ordnung^ wahrend 
in entspreehender Weise die Punhte t,oc — ta sine Cqq der achUigsten 
Ordmmg leschreiben. Beide CurYen sind einfach bedeckt (wie man leicht 
beweist und also gegenseitig auf einander eindeutig bezogen. Nun 
aber wird die Beziehung der O^q auf die CgQ bei Ausubung der 660 Col- 
liaeationen der Gqqq nicht gestort. Wenn wir demnach je zwei zuge- 
ordnete Punkte heider Curven durch eine Gerade yerbinden, $0 ent^ 

*) Die Mer uad im folgenden Paragrapben gegebenen geometriscben Ent- 
wicklungen wolle man nnr mebr als beilaufige ansebea. Diese Betrachtungen 
Yerfolgen den Zweck, die Wecbselbeziebung zwiscben den drei Modnlsystemen 
der der Anscbannng n'aber zu legen, kommen indessen weiterhin bei der Tbeorie 
der Resolventen nnd 12^®^ Grades nur beilaufig zur Verwendung. 

**) Wir bezeicbnen bier consequenter Weise die durcb eine einzelne Gleicbnng 
zwiscben den Coordinaten dargestellten (^rai-dimensionalen Gebilde des 
scblecbtweg als „Raume“. Es ist diese Terminologie bier durcbfiibrbar, weil 
wir eben im des Textes nur mit ein-, zwei- oder drei-dimensionalen Gebilden 
zu tbun baben. 

namlicb aus der Terschiedenlieit der 660 f^-Substitutionen und der em- 
deutigen Abbangigkeit des J vom einzelnen System der cf. (9) und (12) § 3. 
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Sjpringt aus alV diesen Geraden erne im gelegene Begelfldclie, die durch 
die 660 Gollineationen der in sicli selhst transformiej't tvird. 

Man kann diese Regelflache aucli nocli in anderer Weise ent- 
standen denken. Walilen wir namlich Parameter und tilden 

die fiinf Moduln Stufe: 

( 2 ) tu 

so werden dieselben selbstverstandlich mit den cogredient sein^ 

andrerseits aber bei co = ioo das Verhalten der zeigen^ wie man 
durcli Vergleicb der Formeln ( 2 ) und (5) § 1 findet. Aus letzterem Um- 
stande scliliesst man: Bei beliehig fixierten %i uerden die in (2) defmierten 
ia eine des beschreihen^ tvenn co das Polygon iiberstreicM; nur 
fiir — ^ Stelle der Cso eine CgQ. Aber man siebt nun sofortj 

dass die gesamten so erreicJibaren Oiirven Cg^ gerade die oben bescliriebene 
Pi.egelfldche wieder er^eugen loerden, Es entspringt bier die Frage, wie 
man sicb geometriscb das plotzlicbe Zurucksinken der Curvenordnung 
von 80 auf 20 bei % = 0 zu erklaren hat. Die Antwort ergiebt sicb 
fast unmittelbar aus dem Umstande, dass von den 80 beweglicben 
Nullpunkten der aus den Moduln (2) zu bildenden linearen Verbindung 
UCata Specialfall ^^ 2=0 secbzig in den Punkten c vom Polygon 
Fqqq fixiert werden. Diesen 60 Punkten c entsprecben auf der Regel- 
flacbe ebenso viele Gerade, und da baben wir nun den Satz auszu- 
sprecben: Die dem Modidsystem ( 2 ) zugeordnete mfdllt fiir ^ 
in jene 60 Gerade tmd die Curve CgQ des Systems . 

Man veranscbaulicbe sicb daraufbin den Verlauf der Curven 
auf der Regelflacbe. Eine jener 60 geraden Linien ist diejenige Penta- 
ederkante, welche der durcb = 0 , ^5 = 0 dargestellten „Ebene^^ des 
Coordinatenpentaeders gegenuberliegt. In der Nabe dieser Linie con- 
vergieren alle Curven auf der Regelflacbe nacb der Pentaedereeke 
gi ^ 0, = gjj ==••• = 0. Aber bierbei scbmiegen sicb die mit 

kleiner werdendem mebr und mebr an die in Rede stebende Gerade 
und die C^q an. Bei den iibrigen 59 Geraden, die aus der ersteren 
durcb eine in der Gqqq entbaltene Ikosaeder- bervorgeben, gestalten 
sicb die Dinge ebenso. 

Scbliesslicb entspricbt dem dritten Modulsystem 0a. 00 ^ 

linearen Edumen besfehendes Gebilde des B^, welches den developpabeln 
Fldclien der gewohnlichen Baumgeometrie parallel gehen wird; wir baben 
diesem Gebilde die Classe 50 zu erteilen, insofern durcb jeden Punkt 
des E 4 50 jenem Gebilde angeborende lineare Raume bindurcbgeben. 
Unser neues Gebilde wird naturlich gleicbfalls durcb die 660 Col- 
lineationen in sicb selbst iibergefuhrt. Ber dnBelne lineare Baum des 
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in Bede stehenden Gehildes seJmeidet mfolge der Qleichung (9) § 1 die 
BegelfldcJie {neben weiteren Bestandteilen) in derjenigen geraden Linie^ 
welche vermbge der gemeinsamen Be^iehung Bum Polygon der betreffen- 
den Stelle des Gebildes der 50®^^ Glasse eindeiitig Bugeordnet isL Letz- 
teres Gebilde liegt also geradezu 'perspectiv zur Regelflachej auf die es 
eindeutig bezogen ist, 

§ 5. Bnroliscliiiitt der Curven G^q, CgQ nnd der Kegelflaelie mit 
den Ranmen — 0 nnd Y (^) = 0. 

Den im vorigen Paragraplien betrachteten Gebilden des ge- 
seilen wir jetzt den durch: 

( 1 ) c !>( e .)==0 

dargestellten cubisclien Baum hinzu^ der gleichfalls die wiebtige Eigen- 
scbaft hat, durch die 660 Collineationen des in sich selbst iiber- 
gefiihrt zu werdeu. Beim Durehschnitt des Raumes (1) mit einer der 
Curven Cg^ oder treten nun Uberlegiingen in Kraft, wie wir sie in 
Bd. I wiederholt, z. B. bei n = 7 (p. 696), Terwendeten. Soli eine ein- 
zelne unserer Curven nicht ganz im Raume 0 = 0 gelegen sein, so 
wird letzterer auf der Curve ein System von Punkten ausschneiden, das 
gegenuber der Gqq^ invariant ist. Eben deshalb muss die Anzahl dieser 
Schnittpunkte sich vermbge ganzer, nicht -negativer Zahlen cc^ y, d 
in der Gestalt schreiben lassen: 

(2) 660 + 330/3 + 22Qy + 60d, 

wobei diejenigen Punkte der Curve, w’elche in den drei letzten Gliedern 
von (2) gezahlt sind, die vs^ohlbekaunte specielle Lage auf der Curve 
haben werden. Es wird nun die O 20 der .d^’ von 0 = 0 in 60 Punkten 
geschnitten, und es ist somit in (2) a = ^ = y d=l zu nehmen, 
da doch 0 nicht identisch Null ist. Der Baum (1) schneidet also 
auf der der das System der 60 PunJcte c aus, was ein Blick auf 
die erste Forme! (8) p. 413 sofort bestatigt; denn eben an diesen 
Stellen der G^^ verschwindet A. Durch dieselbe Uberlegung finden 
wir, dass die Gg^ der wm Batime (1) im vierfacJi gerecJmeten (d = 4) 
System der seclmg Punkte c geschnitten wird, 

Jetzt aber wolle man zur griindlicheren Erfassung der vorliegenden 
Verhaltnisse denRaum 0 = 0 gleich mit der Regeiflache der Curven 
zum Durehschnitt bringen, und hierbei tritt folgende interessante Be- 
trachtung ein: Im allgemeinen ist der Ausdruck 0, gebildet fiir das 
in (2) § 4 gegebene Modulsystem als Modulform der ersten Stufe 
mit A® proportional. Da aber 0 voni dritten Grade ist, so wird es 
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drei Special werte ftir den Quotienten fiir welehe das in 

der Regel eintretende Anfangsglied mit der Potenz in der Entwick- 
lung Ton 0 (^cc) ausfallt. Wir bereclinen fur diese Specialwerte % die 
cubisclie Gleicbung: 

(3) 8%'" — 60%^ %2 "f" 1503fi%2^ — 117^2^ = 0, 
welche aufgel5st die drei verscliiedenen Wurzeln giebt: 

(4) 

^ ^ w,, 2 ’ 2 ^ 2 

Man wird nun scbon bemerkt baben, dass diese drei Modulsysteme 
drei identiscb Terscbwindende d>(§a) geben miissen^ und dieses Re- 
sultat kleiden wir wiederum in den geometriscben Satz: Der Baton 
(1) schneidet auf der Begelfldclie drei unterscliiedene von den Ciirven 
aiis. Irgend eine andere CgQ (sowie auch bat mit dem Raume (1) 
nur ihre Punkte c gemeinsam. Eine einzelne der 60 Geraden c (der 
Regelflacbe) bat aber mit (1) zufolge des eben cursiv gedruckten Satzes 
an der betreffenden Stelie c der Gqq drei consecutive Punkte gemein- 
sam, wahrend sie docb andrerseits den Raum 0 = 0 nocb in dem 
zugehorigen Punkte e der C^q schneidet. Die fraglicbe Gerade liegt 
demnacb ganz im Raume 0 = 0^ da dieser docb von einer niclit in ihr 
gelegenen Geraden nur in drei Punkten geschnitten wird. Fassen wir 
also zusammen, so ergiebt sick bei der Art, wie die Curven CgQ die 
Regelflacbe iiberlagern, das Resultat: Der vollstdndige DurchschniU des 
Baumes 0 = 0 mit der Begelfldclie lesteht aus drei verschiedenen, durcli 
(4) festgelegten^ Curven CgQ im Vei^em mit den sech^ig geraden Linkn c, 
Weiter aber folgt hieraus: Die Begelfldche lesiM die Ordnimg 100*). 

Der Baum funfter Ordmmg Y = 0 wird die G 2 Q der ganz ent- 
balten miissen^ da es auf dieser Curve kein invariantes System von 
100 Punkten giebt- Andrerseits lasst sick 400 in der Gestalt (2) nur 
durcb ft; = /3 = 0, y = l, d = 3 darstelien. Soil also der Raum Y = 0 
die einzelne Curve CgQ nicbt ganz entbalten, so wird er auf der CgQ 
das System der 220 Punkte h einfacb, die 60 Punkte c aber dreifach 

**) Zur Sicberstellung des eben befolgten SchlnssverfabreDS beacbte man, 
dass keines der gefundenen Scbnittgebilde von Regelflacbe nnd Ranm 0 = 0 
mebrfacb zablt- Dies ist far die drei Curven Ogo aus der obigen Deduction leicbt 
ersicbtlicb und kommt ubrigens zum unmittelbaren Ausdruck durcb den Umstand, 
dass die Gleicbung (3) des Textes keine Doppelwurzel bat (man vgL dem gegen- 
iiber die sogleicb unter (b) folgende Gleicbung). Sollte aber eine der Geraden c 
als Scbnitt der Regelflacbe mit dem Raume 0 = 0 mebrfacb zabien, so musste 
offenbar der Raum 0 = 0 die ganz auf der Regelflacbe gelegene an jener 
Stelie c mebrfacb scbneidenj das aber widerspricbt, wie wir scbon fanden, der 
Tbatsacbe. 

Klein-Fricke, Modulfanctionen. II. 27 



418 


V, 5. Moduln und Eesolventen elfter Stufe. 


gezalilt ausschneiden. Die betreffenden Formeln (8) und (11) § 3 werden 
diese letzteren Angaben als ricbtig bestatigen. 

Um den Scbnitt von = 0 mit der Regelflacbe zu untersuchen^ 
bemerke man, dass es jetzt fiinfWerte giebt, fiir welche ge- 

bildet- fur die betreffenden identisch verscliwinden muss. Wir finden 
als Gleicbung fur diese speciellen Parameter: 


(5) (%i ~ — 

deren Wurzeln: 

( 6 ) = 


+ 20%^) x/ 

^ o ^ ^ 

^ ? 2 ' 2 


0 , 


sind. Der Baum V = 0 schneidet auf der BegelfldcJie sonach neben der 
nocJi drei verscMedene Curven aus. Da aber Y(£a) im allge- 
meinen mit proportional ist;, so wird uberdies der Complex der 220 
auf der Begelfldche gelegenen Geraden b im Durclischnitt der Fldche mit 
Y = 0 enthalten sein. Warden alle bislang aufgezablten Bestandteile 
des Durcbschnitts nur einfach in Betracbt kommen, so warden sie ins- 
gesamt eine Curve der Ordnung 220 + 20 + 3 • 80 = 480 zusammen- 
setzen. Aber Y = 0 schneidet die Eegelflache in einer so dass 
noch eine Da aber, wie man ubersehen haben wird, neue 

Schnittgebilde nicht mehr in Betraeht kommen konnen, so ist die 
fehlende unsere Curve der was in der That durch die Doppel- 
wurzel ^2 = 0 von (5) bestatigt wird. Die CgQ der mhlt demnach 
in dem fraglichen Durchschnitt doppelty und dies ist nur dadurch mog- 
lich, dass entweder die Eegelflache von V = 0 langs der bertihrt 
wird, Oder aber dass diese eine Doppelcurve des Raumes V = 0 ist. 

Und nun tritt von diesen beiden Moglichkeiten thatsachlich die 
letztere ein. Leiten wir namlich den expliciten Ausdruck nach 

einer der ftinf Grossen ab, so erhalten wir jedesmal einen biquadrati- 
schen Ausdruck der der sich aus den linken Seiten bestimmter 
zwei Eelationen (3) und (4) p. 409 linear zusammensetzt. Fur die 
Punkte der G^q verschwinden also alle funf ersten Ableitungen von 
¥ (So-) identisch, so dass in d&r That die Curve C^^ eine Doppelcurve des 
Baumes ¥ = 0 funfter Ordnung ist Das hiermit erreichte Resultat 
bildet im Eaume das genaue Analogon einer von Sylvester und 
Glebs ch herriihrenden Entwicklung aus der Theorie der Flachen dritter 
Ordnung im gewohniichen Eaume B^ ^), was noch evidenter wird durch 
die Bemerkung, dass die funfBehn unterschiedenen viergliedrigen Unter- 
determinanten von (3) ^. 411 , mit Null identisch geseM^ die funf^ehn 


Man sehe den ansfulirlicheii Bericht liber diese Theorie in der Salmon- 
schen Baumgeometrie (dentsche Ausgabe, 3. Aufl., 1880) Artikel 296 u. f. 
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Helationen des § 2 wieder ergehen, Wenn man in entsprechender Weise 
im die Hesse'sche Flache einer Flache dritter Ordnung durcli Nnll- 
setzen einer viergliedrigen Determinante darstellt^ so werden durcli 
Nullsetzen der zelin ersten Unterdeterminanten (zufolge der eben 
citierten Theorie) die zelin Enotenpunkte jener Hesse'scben Flache 
dargestellt. Mit dem System dieser Knotenpunkte wiirde also in un- 
serem Raume B^ die C^q der 0cc als Doppelcurve der Hesse^schen Flache 
¥ = 0 in Parallele zu setzen sein *). 

Wir brechen diese Betrachtungen ab, obwohl sie leicht noch weiter 
fortgesetzt werden konnten. Man wiirde nun aucli noch die Gleichung 
X {to) — 0, sowie weiter die durch 0 (^a) = 0 und ¥ = 0 darge- 

stellten Raumgebilde verfolgen konnen. Vor allem wiirde man auch 
umgekehrt die den particularen Parameter werten (4) und (6) zuge- 
horigen ga-Systeme einer weiteren functionentheoretischen Discussion 
unterziehen, sowie weiter alle geschehenen Entwicklungen in ausge- 
dehnter Weise fiir die nun darzustellende Theorie der Resolventen ver- 
werten konnen, Um indessen nicht zu viel Raum mit der Theorie der 
11^®^ Stufe einzunehmen, kniipfen wir nur noch die Untersuchung der Re- 
solvente 11*®^ Grades an das System der wahrend wir spaterhin 
fiir die Resolvente 12^^ Grades andere, gerade fiir diese Resolvente 
besonders taugliche, Moduln heranziehen werden, 

§ 6, Answahl einer speciellen Untergruppe Gq^ von Gqqq nnd 
Untersnclinng des zur Gqq gehorenden Polygons 

Hat man einmai die Gesamtheit der algebraischen Relationen 
zwischen den ftinf Moduln des einzelnen Systems unter einander sowie 
zwischen ihnen und den Moduln erster Stufe A gewonnen, so 

mag man nun in bekannter Weise wieder umgekehrt dieses Glei- 
chungssystem bei gegebenen g^^ g^ als Definition der fiinf Moduln 
bez. ansprechen. Wir verweilen aber nicht bei der ausfiihrlichen 
Pormulierung des so gemeinten Galois^schen Problems, wenden uns 
vielmehr gleich zu dessen niedersten Resolventen-, und hier sind es 
die beiden Resolventen Grades, welche ihrer ausnahmsweisen Stel- 
lung wegen (cf. I p. 490) das Hauptinteresse in Anspruch nehmen. 
Dntersuchen wir also vor allem diese Resolventen! 

Es fanden sich in Bd. I p. 479 ff. innerhalb der Gqqq zwei Systeme 
von je 11 gleicbberecbtigten Gqq vom Ikosaedertypus, die erst dann 
in einander transformierbar waren, wenn wir von Gqqq zu der durch 

*) Es ist biermit der Gedaukengang sMzziert, vermoge dessen Hr. Klein 
L c. die Curve Ogo der zuerst ableitete. 

27 ’^ 
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Spiegelungen erweiterteD Gruppe Gqqq fortgingen. In der AbsicM; die 
Polygone fiir die beiden entsprecbenden Oongruenzgruppen 
vom Index 11 zn untersucben^ greifen wir etwa diejenige unter den 
22 Gruppen Gqq auf, welcbe wir aus den Substitutionen: 

( 1 ) i^od.U) 

erzeugen konnen. Dass diese Substitutionen wirklicb eine Ikosaeder- 
gruppe Gqq innerbalb der (?gco folgt aus dem DycFscben Satze 

(I p. 456)*, denn man beweist sofort, dass die Bedingungen dieses 
Satzes: 

s^^l, ^^=1, (mod. 11) 

von den Substitutionen (1) erftillt werden. In dieser Gqq wird sicb 
tibrigens aucb die Operation finden: 

(2) u s'^t s^t T = (^ 1^ o) 


Wir merken uns aucb gleieb, welcbe Gestalt die Gqq annimmt, 
wenn wir sie durch die Jq,- S ubstitutionen darstellen; es ergiebt sicb 
aus den beziiglicben Angaben des § 1 fur die Substitutionen t, u: 



Fig. 6. 


Das Polygon der ausgewablten Congruenzgruppe bat die in 
Pigur 6 aufgezeicbnete Gestalt. Wir wollen diese Figur nicht ausfiibr- 
licb analysieren^ sondern ihre Ricbtigkeit einfacb dadurcb bewabren^ 
dass wir die erzeugenden Substitutionen bis von denen scbon in 
der Zeichnung Vermerk genommen wurde, jetzt binterber aus den in 
(1) und (2) gemeinten Substitutionen u der Gqq erzeugen. Wir 
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reclinen aber in der Tliat leiclit aus^ dass mod. 11 die fiinf Oon- 
gruenzen erfilllt sincl: 

1 2 '■ ^ ^ f 6 j rmz S t S j i’g -j t It . 

Man nimrat bereits in Fig. 6 wabr^ dass die Gruppe mim Gc- 
sclilecJite p = 0 geliort Indem man also in bekannter Weise die aiif 
einander bezogenen Randcnrven von Fig. 6 zusammenbiegt, gelit dieses 
Polygon in eine einfacli und vollstaiidig bedeckte Ebene tiberj deren 
Einteilung in 2-11 Elementarbereiche Fig. 7 scbematiscli darstellt. 
Die "Verzweignng der ll-blattrigen Riemann'schen Flache ilber 
der Ebene, wie sie der 
zugehort, ist in Pig. 7 
immittelbar ersichtlicli ; wir 
finden: Bel J — oo lidngen 
die 11 Blatter in einem 
Vermeigimgspimlite cycl isch 
misammen; bei J == 1 ver- 
laiifen drei Blatter isoliert^ 
zvdlirend die Ubrigen acM 
Paaren mit einander ver- 
meigt sind; bei J’= 0 rer- 
laufen ^wei Blatter isolie>% 
tvdJirend die neiin Ubrigen 
m Je drei in drei Verzivei- 
gungspiaikien gusam men- 

lidngen, Weifere Verzivei- 
gungspunlite treten nicM auf. 

Die Polygone der mit innerhalb f gleichberecbtigten Unter- 
grnppen entsteben ans der Fig. 6 einfach diirch Transformation mit 

S, Die Riemann’sclien Flaehen welcbe ibnen zngeboren, 

sind bekanntlicb von der eben bescbriebenen in keiner Weise ver- 
scbieden; geandert wird ja bei Portgang zn den nbrigen allein die 
Beziehung der Flache zur o-Halbebene. Zn den Polygonen des 
anderen Systems der 11 Griippen Tii gelangen wir nun einfach, indem 
wir die eben genannten Polygone an der imaginaren o-Axe spiegeln. 
Ibnen entspricbt dann eine zweite Riemann'scbe Flache die natur- 
licb ans jener ersten Flache tiber der e7-Ebene einfach durch Spiegelung 
derselben an der reellen J'-Axe hervorgeht. — TJbrigens giebt es, so- 
fern wir anf die Verzweigung der F^i nur insoweit Acht geben, als 
sie im eben formulierten Cursivsatz durch Zahl nnd Art der Yerzwei- 
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gungspimkte, sowie die zugehorigen Werte J cliarakterisiert wird, nicht 
nur zwei, sondern insgesamt zelan unterscMedene elfblattrige Riemann- 
sclie Flaclien, welche alle diese Verzweigung aufweisen Eben diese 
Sachlage liat deuii aueh zur Polge, dass von den gesclielienen Verzwei- 
gungsangaben alleiii aus die Resolventen Grades noch. nicht ge- 
funden werden konneH; was doeh bei n == b fitr die eine und n = 1 
flir die beiden Resolventen Grades der Fall war Es war bier 
bei n — 11 vielmebr durcliaus notig, behufs Gewinnung der Resol vente 

Grades aiif das Modulsystem der zu recurrieren. — Zufolge des 
Verzweigungssatzes (I p. 346) definieren natiirlich aucb die ilbrigen 
elfblattrigen Plachen , weicbe wir eben erwabnten, Untergruppen 
Vii der Modulgruppe 5 die ihnen zugeborigen Resolventen fiihren uns also 
zn einer Reibe merkwiirdiger Nicbteongrnenzmoduln Olasse, die 

iibrigens zur Zeit nocb nicht naber untersucbt sind. 

§ 7. Die einfacbsten Mod-ulformen mid der Hanptmodul der 
ansgewahlten Tu. 

Indem wir zur speciellen des vorigen Paragrapben zuriick- 
kebren, auf weicbe sicb die Pig. 6 bezog, fragen wir nacb den ein- 
facbsten ibr zugeborenden ganzen Modulformen. Hier wtirden wir 
gewisse allgemeine Betrachtungen an die Satze liber die Wertigkeit 
der Modulformen knlipfen konnen; indessen tbun wir gut, unsere Be- 
tracbtnng gleicb auf jene Modulformen der einzuscbranken, die 
sicb ganz und rational in den darstellen lassen. Dabei ist es wieder 
eine geometriscbe Betraebtung im Raume von welcber wir zweck- 
massiger Weise ausgehen. 

Durcb Nullsetzen des Ausdrucks 

iX) 2/00 = 5 i + S3 + to + ?5 + ^4 

wird der zum Coordinatenpentaeder des geborige lineare ^Einbeits- 
raum^^ dargestelli Derselbe wird durcb die Substitution s, andrerseits 
aber aucb durcb u in sicb transformiert, da, wie wir aus ( 3 ) § 6 
leicbt ausreebnen, die Form sowobl durcb s wie u in sicb trans- 

■^) Es ist dies von Hrn. Klein in der scbon im Anfang des Kapitels ge- 
nannten Abhandlung ,,tJh€r Transformation elfter Ordnung der ellipUschen Func- 
tionen^^ (Math. Ann. Bd. 16) ahgeleitet warden. Neuerdings hat Hr. Hurwitz das 
fundamentale Problem, alle nnterschiedenen oi-blattrigen Eiemann’schen Flachen 
mit gegebenen VerzweignngspTiiikten anfziizahlen, mit grossem Erfolg behandelt; 
man vgl, die Abhandlnng ,, Zn)€r Miemann'sclie Fldchen mit gegebenen Ver- 
BwdgungspunUenf^, Math. Aan. Bd. 39 p. 1 (1891). 

Man sehe die Mer in Betracht kommende Abhandiung Klein’s j,Uher 
die Brniedrigung der Modular gleichungen^^^ Math. Ann. Bd. 14 (1878). 
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formiert wird. Bei Ausiibung der 60 ColHneationen der Untergruppe 
iiimnit also der fragliche Rauni iDsgesaint sechs unterschiedeiie 
Lagen an, wie denn in der That durch die fanf Operationen ts'’ in 
die funf untersehiedenen Ausdrucke yy-. 

( 2 ) iyTiyy='^ ? 3 v («‘"'' + 2 £ 2 ,^ — — 

iibergefiilirt wird. 

Um jetzt Grossen zu erhalten, die zur gehoren, werden wir 
symmetrische Verbindungen der sects y berstellen. Freilicb konnen 
wir zu dieseuL Zwecke nocli nicht die Summe der y braucben; derm 
diese verscbwmdet nach (1) und (2) identisch. Man fiihre demgemass 
sogleich die Smme der Quadrate der y ein und scbreibe den Ausdruck 
dieser Summe durcb die in der Gestalt; 

(3) yl, + + ^1^ -I 1- Vi = — (1 + i]/ll) • 

man findet dann nach kurzer Rechnnng fur /"(§„) die explicite Dar- 
stellung: 

( 4 ) m ) = 2 ^ . 

cc=l,3,... 

Hieraus ist in der That ersicbtlicb, dass die Stmime der Quadrate der 
y nicht identisch verschwindet. 

Durcb f(^cc) — 0 wird ein Raum zweiten Grades des i ?4 darge- 
stelltj welcber durcb alle 60 Collineationen der Gqq in sicb transfor- 
miert wird. Die Untersuchung der Beziebung dieses Raumes zu den 
gesamten oben (§ 4) im eonstruierten Gebilden wtirde gewiss zu 
interessanten Resultaten binfiibren; wir verfoigen indessen einzig den 
Scbnitt von f = 0 mit der CgQ der ga- Da zwiscben den Moduln 
keine quadratiscbe Relation bestebt, so scbneidet der fragliche Raum 
die O 20 in 40 Punkten^ die durcb die Gqq immer nur in Punkte ans 
derselben Reibe iibergefuhrt werden. Dieserhalb werden die 40 frag- 
licben Sebnittpunkte auf der O^q notwendig jenen 20 Paaren von Aus- 
nabmepiinkten & des Polygons entsprecben, deren zugehorige Substitu- 
tionen der Periode 3 sicb in Gqq finden (man sebe daraufbin das Polygon 
in Fig. 6 naeb). Indem wir neben die specielle fjj unserer bis- 
berigen Deduction sogleich die 2-11 mit ibr innerbalb der erweiterten 
Modulgruppe gleiebbereebtigten Gruppen stellen^ ergiebt sicb biernach 
das Resultat : Fs gieit im meimal elf gleicJiberecMigte Bdume meiten 
Grades durch je 40 Punhte b d&>- der 

Man beacbte die Anaiogie zu den zweimal sieben Kegelschnitten darcb 
je 8 Pnnite b der bei n = 7 (cf. 1 p. 715). 
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Das Verschwinden von f in jenen 40 Punkten I folgt aueh leicht 
aus dem Satze von der Wertigkeit ganzer Modulformen. Es ist namlich; 

(5) fi?c) = A-Yfe) 

eine zu gehorende ganze Modulform ( — 4)*'^' Dimension, die eben 
desbalb auf diesem Polygon die Wertigkeit besitzt and in den 
beiden fraglicben Punkten I je im G-rade verscbwinden muss (p. 364). 

Die drei ruekstan digen Nullpunkte von /"(^a) liegen zufolge unserer 
geometrischen Deduction notwendig in der Spitze oj = ioo des Poly- 
gons, und dieses wieder wird durcb die Reihenentwicklung von 
von welcber wir einige Glieder bier bersetzen: 

(6) f{0a) = ^ O' ^ ~ ^ 

uBinittelbar bestatigi Bei dieser giinstigen Lage der Nnllpunkte von 
f durfen wir tibrigens erwarten, dass die Gleicliung elften Grades, durcb. 
welche f{^a) an g^, gs gebunden ist, bervorragend einfacb ausfallfc; wir 
werden das weiter unten in der That bestatigt finden. — 

An die zweite Potenzsumme der y reiben wir jetzt die dritte uod 
scbreiben des naberen: 

(7) — i yn + 2/o^ + h Vi) = 9 (S«) • 

Es ist dann im durcb = 0 ein Rauni dritten Grades dargestellt, 
der, da er die der ia nicbt entbalten kann, die Curve in 60, be- 
zuglich der aquivalenten, Punkten scbneidet. Mit dem in Rede 
stehenden Raum g = Q combinieren wir jetzt den durcb (1) p. 416 
gelieferten cubiscben Raum und baben dann in: 

(8) ^2^(5cif) = 0 

gleicb ein ganzes Biiscbel von Raumen derselben Art. Dabei kommt 
dann in Betracbt, dass und g, wie man leicht beweist, auf dem Polygon 
nicbt identiscb sind; eben desbalb wird das Biiscbel (8) auf der Go,) ein 
System von 60 Punkten ausscbneiden, dem den wechselnden Werten 
des Parameters : scjj entsprecbend gerade eine einfaebe Beweglicb- 
keit zukommt. Zur Vereinfacbung des Ausdrucks von g in ta ersetzen 
wir g = 0 durcb denjenigen Raum li = 0 aus der Reibe (8), in dessen 
Gleichungsform die Glieder von cb gerade ausgefallen sind. Man 

findet fiir das so gemeinte ) den expliciten Ausdruck; 

(9) h iu) = ^ + 3 1. u. fg. - u) 


+ 


1 + tyn 


ta ( ^4a ^9c 



2 
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Hiermit wird zugleicli evident, was bislang noch nicht gezeigt war, 
dass die dritte Fotenmimme (7) in den ta nicht identisch versckwindet 
Nacb EinMirnng von h setzen wir nun die Gleiehung fiir das 
Btiscbel (8) von Raumen dritter Ordnung in die Gestalt: 

(10) h(tu) + t<i>(ta) = 0. 

Da aber von den Scbnittpunkten der C^q der mit dem Raume (10) 
bei jedeni stebenden Wert r nur ein einzelner auf denjenigen Teil der 
Curve entfallt, welcher als Abbildung des Polygons anzusehen 
ist, so hdben wir umgehelirt in der mir gehorenden 3Iodidf unction: 


(11) r(<o) = 
Oder anders geschrieben in: 

(12) t(m) = 


HQ 

8A- 


HQ 

SV'A 


einen JSaii^tmodul fiir diese Gruppe des Geschlechtes p = 0. 

Dieses Ergebnis wird durch die formentheoretische Betrachtuag 
unmittelbar bestatigt. Man bat als Anfangsglieder der Reihenentwick- 
lung fiir 


(13) 




"T' 6> 


M’ + 2 r A 


+ 


LtjVllr-A 

2 



SO dass die y-wertige Modulform h(0a) im Innern des Polygons F^ 
nur noch einen emfachen Nullpunkt baben kann. Bei m = ioo be- 
recbnet man tibxigens fur die Annaherung: 

( 14) lim tr (co) = rA ^ 

co—i CO 


so dass der Dnstetigkeitspunkt von t((d) in der Spit^e co = i oo des 
Polygons gelegen isi 

Zwiscben den Modulformen 7i(ta) nnd der Function t der 

besteben zwei bemerkenswerte algebraiscbe Relationen, deren erste wir 
in der folgenden Art ableiten: Es ist der Quotient von f^{0a) A 
offenbar eine zweiwertige Modulfunction der deren Nullpunkte die 
beiden Ausnahmepunkte b von sind, w’ahrend der fraglicbe Quo^ 
tient bei co — i oo gleicb 641;^ wird. Also folgt der Ansatz: 

= 64r* + 8az + h, 

den wir sofort anch in die homogene Form umreclinen: 

= h\Q - a-VA-h(g.) + i-A. 
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Die Bestimraung der beiden Zahlen a, b gescbieht dui'ch. Einsetzen 
der Entwieklungen (6) raid (13) in der iiblichen Weise, wobei man 

fiir "j/A nur das Anfangsglied braucht. Wir fmclen dergestalt 

die nachfolgende explicite Form der fragliclien Felation: 

+ 24]/ A his;) + 64(5 — 

^ Sr + (p - iVli). 

Burch Nidlsetmi der rechten Seite letderer Gleiclmng entspringen ver~ 
mittelst AufVosung die Werte t in den heiden AusnaJimepunMen h von F^^, 
Auf der anderen Seite besitzen wir im Quotienten Yon g^ nnd 
/(^ce) ©iiie dreiwertige Mo dulf unction der deren Nullpunkte die 
drei riickstandigen Punkte i Yon F^^ sind, wabrend die Unstetigkeits- 
punkte bei co = ioo Yereint liegen. Man bat bier die Ansatze: 




3-2«i?3A]/A = /"{7i® 




:.]/A7i^ + |3- A7i — y AVa}. 


Die Zablen y bestimmen wir wieder Yermittelst der Reibenent- 

wicklungen nnd finden solcJierweise als explicite Gestalt der neuen Be- 
lation: 

- 3 • 2'V2A yA=f [¥ + 8 ]/A7j 2 — 96 (l + i YlT) Ah 
— 256 (7 - iYu) aYa}, 

q 2 n + Biyii 7 — i]/ii 
^ ^ ^ 2 



Dabei sind aucb in der ersten dieser beiden Gleicbungen als Argu- 
mente von f und h die gedacbt; durch NullseUen der rechten Seite 
der letderen Gleiclmng entspringen vermittelst Axiflbsung die mmierisehen 
Werte von x in jenen drei Punhten i von F^^^ ivelclie durch die rechte 
Seite von (15) noch nieht mit erledigt waren. 


§ 8. Die beiden Kesolventen elften Grades in functionen- 
tbeoretiseber ttnd formentbeoretisclier Gestalt. 

Durch die eben ausgefiihrten Eecbnungen ist die Aufstellung der 
beiden Resolventen elften Grades bereits implicite mit erledigt. Aus 
der Verzweigung der Riemann^scben Flacbe F^^ setzen wir namlicb 
unter Riicksiebt auf (14) § 7 fur die Relation zwiscben dem Haupt- 
modul T und J die Gestalt an: 
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J: J — 1 : 1 == (r- -f- + gY 

: (r^ + az^ y) (z^ -j" 8r^ + + ^jY 

: 1728.*-) 

Hier aber ist der quadratische Factor des ersteii Gliedes recliter Hand 
nicFts anderes als die rechte Seite der Gleicliiing (15'1 § 7, walirend 
der dreifaeli zatlende cubisclie Factor dieses Gliedes direct mit der 
recMen Seite der Gleicliung (16) identisch ist. Das Mittelglied aiif 
der rechten Seite des eben aufgescbriebenen Ansatzes ergiebt sicb nnn 
aus den beiden anderen Gliedern vermoge einer elementaren Eeclinmig; 
3Ian erJialt so aJs fertige fundmientheoretisclie Gestalt der einen Besolve^ite 
elften Grades: 

(1) J: J"— 1 : 1 = (r ' + 3 r + 5 — / l/Il) r — 

; — 4 ^ ~ y tr — 4 + 6 i ]/ll) (x^ + 2%^ 

+ _ (5 + ,• >/n) r + |iin) ^ 

:172S. 

Von bier ans gewinnen wir die andere Resolvente elften Grades 
einfach dadnrch; dass wir allenthalhen das Vorzeiclien der Quadrafwurzel 
yil umJceliren, Da namlicb — 1 quadratiscber Nicbtrest Yon 11 ist, 
so wird beim Ersatz von s durcb mit einem Nicbtrest v die Gqqq 
der ta-Substitutionen derart isomorpb anf sicb selbst bezogen, dass 
das eine System der Untergruppen Gqq in das andere libergebt^^). Da 
aber bei diesem Ersatz des s die Irrationalitat t]/ll das Zeicben 
wecbselt, so ergiebt sicb die ausgesprocbene Bebaiiptnng nnmittelbar. 

Als Wurzel einer formentlieoretisclien JResolvente ll*®’^ Grades ist, 
wie wir scbon bemerkten, die Modnlform ( — Dimension f(^a) be- 
sonders geeignet. Zur Vereinfacbung der Zahlencoefficienten setze man 
f(0a) mit 4:x((x>^^ cOg) identiscb mid folgere fiir diese ganze Modiil- 
form X ans (15) nnd (16) § 7 die beiden Gleicbimgen: 

= A (t^ + 3r + 5 — i]/!!) , 


**•) Eben dieser Ansatz wurde natiirlicb auch bei alien jenen Nicbtcongrnenz- 
moduln zur Geltnng kommen, welche den am Schlusse Ton § 6 gemeinten IJnter- 
gruppen fn zngeboren. 

Es kommen bierbei die in I p. 427 ff. begrfindeten Satze iiber die Gleich- 
bereebtigung der Snbstitutionen ... in Anwendung. 
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Diirclh Elimination des r axis diesen ieiden Gleiclinngen entsp'ingt als ein- 
facJiste formentheoretisclie Gestalt der einen Eesolvente elften Grades: 

(2j — 22 A • + 1 1 (9 + 2i l/Il) — 12^2 A^ • 

+ 88 i yii A^ • + 1 1 (3 — i yu) lUg.^A^ == 0. 

Die and ere formentheoretisclie Resolvente entsteht ans (2) einfach wieder 
clurch Zeiclienwechsel der Wurzel ]/ll. Natiirlich hatte man die Glei- 
cliiing (2) aiich nacli formentheoretischem Ansatz vermittelst der Reihen- 
entwieklung (6) § 7 ableiten konnen. 

Wir haben bier erneut eine lehrreiclie Gelegenheit^ die von uns 
haufig betonte Pravalenz der ersten Stufe in der Transformationstlieorie 
vor den ubrigen zu beobacMen. Es war ja nattirlich dem Herkommen 
gemass, dass man friiher die von Galois entdeckten besonderen Re- 
solventen ftinften, siebenten und elften Grades im Anschluss an die 
Jacobi^schen Modulargleicliungen der betreffenden Grade zii realisieren 
suchtej welch^ letztere in der That dieselbe Monodromiegruppe be- 
sitzen, wie die Gleichungen f(J\ J) == 0. Eben dieses war der Ziel- 
punkt der eingehenden Untersuchungen Hermite^s dessen Ansatz 
jedoch viel zu umfanglich war^ als dass die voile Durchbildung des- 
seiben im Bereich der ,^wirklichen Durchfuhrbarkeit^^ gelegen hatte 
Auch hier gelang es erst dadurch, dass Hr. Klein die Transformations- 
theorie systematise!! an die erste Stufe kniipfte und zugleich vermoge 
der Riemann^schen Principien sich stets die einfachsten Functionen 
eines gerade vorliegenden algebraischen Gebildes verschaffte; die Re- 
solvente elften Grades in ihren einfachsten Gestalten (1) und (2) wirk- 
lich herzustellen. — 

Pur das gegenseitige Verhaltnis der beiden formentheoretischen 
Resolventen elften Grades (2) gelten iibrigens dieselben Satze, die wir 
an analoger Stelle bei den Resolventen Grades 7^^ Stufe ent- 
wickelten: JDie Wurgeln der einen Eesolvente sind lineare Fxmetionen der 
Wxxrgeln der anderen Eesolvente. Unterscheiden wir namlich die ver- 
schiedenen Wurzeln von (2) durch untere Indices v und benennen 
ihnen gegeniiber die Wurzeln der anderen Resolvente so ist nach 
(4) p. 423: _ 

( 3 ) 4 ^,. = ^ — ZzaX^a) — 

a a 

(4) 4 ?/„ = E 29a) — - — I - - - E • 

a a 

Sur la theorie des equations modulaires, Paris 1859 (Comptes Rendus t. 49). 

In der That sind denn aiich in der Hermite’sehen Gleichung noch 27 
nnineriscbe Constanten unbereclinet geblieben. 
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Darch Inversion der elf Gleichnngen (3) folgt: 

10 


( 5 ) 


. V 


'^ce ' 

r = 0 






- 1 4 -iyii 


^‘'a = 


10 


durcli Substitution dieser Ausdriicke fur die zweigliedrigen ^'oj-Yerbin- 
dungen in (4) entspringen die Darstellungen von durch die x. Da 
die Sumnie der elf Xv identiscb verschwindet^ so lasst sicb die Dar- 
stellung des einzelnen in der beabsicbtigten Gestalt noch in oo^ Weise 
treffen. Besonders einfach sind die Formeln: 


( 6 ) - 


1 — iyii 


XvJ^l “f" ^v + 3 Xv-\.9 ‘4“ ^r-i-5 “h 


welcbe offenbar den Formeln (8) in I p. 759 vollig gleicligebildet sind; 
es reihen sicb ibnen die nacbfolgenden Darstellungen der x durch 
die y an: 

( *) 2 “f" yv+G 4” yv+7 4" s 4“ yv+io ; 


so dass aucb betreffs des unteren Indices in (6) und (7j dieselbe 
Gesetzmassigbeit berrscbt, die wir 1. c. bei n == 7 vorfanden. 


§ 9. Das Transformationspolygon elfter Ordnung vom 
GescMeclite p — 1. 

Eine erscbopfende Bebandlung der elften Stufe wiirde an gegen- 
wartiger Stelle die TJntersuchung der zu = 11 geborenden Modul- 
systeme ( — 1)^®^ Dimension anzureiben baben. Solcber Systeme aber 
werden uns von Kap. 3 (p. 354 ff.) im ganzen 2wei geliefert, und ibnen 
wiirde sicb die Untersuebung der Resolvente 12*®^ Grades dann wieder 
naturgemass anscbliessen lassen, gerade wie wir voraufgebend die Ee- 
solventen 11^®^ Grades an die knupften. Inzwischen sei es erlaubt^ 
bier unmittelbar zur Betracbtung der Eesolvente 12^®^ Grades bez. zur 
Betracbtung der ibr zugeborigen Riemann^scben Flacbe -^12 vorzu- 
geben; wir werden dann weiter unten nocb bei passender Geiegenbeit, 
wenn aucb nur ganz beilaufig, auf die beiden Systeme der Aa kurz zu 
sprechen kommen. 

Die eben gemeinte Riemann’scbe Flacbe wird uns durcb die 
zwolf gleicbberecbtigten Untergruppen Index 12 geliefert, welcbe 

von den balbmetacycliscben Untergruppen der berriibren. Eine 
unter ibnen ist aritlimetiscb durcb die Congruenz y = 0 (mod. 11) de- 
finiert, und das ibr ziigeborige Polygon nennen wir, wie gewobnt, 
Transformationspolygon elfter Ordnung. Dasselbe ist beziiglieb seiner 
Gestalt oben (Kap. 2 des vor. Abscbn.) ausfiihrlicb ebarakterisiert und 
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liat bekaBntlich (cf. p. 52) das Geschleclat — 1; deinzufolge muss sicb 
dieses Polygon dureL. teilweises Zusammenfiigen seiner an£ einander 
bezogenen Kanten zn einem einfach bedeckten Parallelogramm um- 
gestalten lassen, dessen je zwei gegeniiberliegende Seiten einander zii- 
zuordnen sind, Wir branch en diese Operation bier nicht explicite dnrch- 
zufiihren, da wir ohnedies schon tiber die Verzweignng der Piache 
orientiert sind (cf. p. 50 u. f.); iibrigens sehe man die p. 43 genannte 
Abliandlung von Hrn. Papperitz^ wo man auf der ersten der beige- 
gebenen Tafeln das fragliche Periodenparailelogramm dargestellt findet. 

Das Transformationspolygon wird nun durch die Substitution; 

( 1 ) = 


in sich iibergefuhrt, wie solches oben bereits ansfiihrlicli erlautert 
wurde. Durch Zusatz der Operation (1) wird demnach die auf eine 
Gruppe Tq erweitert, in weicher eine ausgezeichnete Untergruppe 
des Index zwei ist; natiirlich ist diese nicht mehr Untergruppe der 
Modnlgruppej und wir wollen an diesen Dmstand immer durch den 
oberen Index bei f/ erinnern. Das zu fg' gehorende Polygon ent- 
steht durch Halftung aus F^^, und unsere ganze Entwicklung griindet 
sich nun auf die wichtige Thatsache, dass das Polygon Fq mm Qe- 
schlechte jp = 0 gehort 

Bs stellt sich namlich die Transformation W vermoge des Inte- 
grals erster Gattung u der notwendig in der Gestalt: 


( 2 ) 



Fig. s. 


tc — — u -{- c 

dar, da die Substitution a> = W (co) die 
Periode 0ivei aufweist und andrerseits auf 
der imaginaren o-Axe, wie man leicht 
iiberblickt, einen Fixpunkt besitzt. Man 
wolle aber u gleich so wahlen, dass die 
Oonstante c in (2) mit Null identisch ist^ 
worauf sich die Pixpunkte der Substitution 


W in der ti;-Ebene mit Hiilfe ganzzahliger 4, /a einfach in der Gestalt: 


darstellen; hier sind in (3) und sogleich in (4) mit oo^ voriiber- 
gehend die beideii Perioden gemeint, welche das vorliegende elliptische 
Gebilde besitzt. Pigur 8 soli uns schematisch die Abbilder der Polygone 
F^^ und Fq andeuteuj ersteres iibertragt sich in das grosse, um den 
Nullpunkt der te-Ebene symmetrisch angeordnete Parallelogramm (dessen 
gegenuberliegende Seiten einander zuzuordnen sind), Fq liefert die obere 
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(sdiraffierte) Halfte. Die Grenzlinien dieses scliraffierten Bereiches 
sind dabei dureh die Substitutionen: 

(4) ^2(^0 = -— w -f- %(w) = W + ©2 

einander zugeordnet, deren Wirkung z. T. in Fig. 8 angedeutet ist. Da 
ist nun unmittelbar evident, dass wir es mit einem Pundamentalbereicli 
des Gescblechtes p = 0 zu tbun baben, und das Gleiche muss dann 
natiirlicb aucb zufolge der conformen Abbildung vom ursprunglicben 
Polygon Fq der co-Halbebene gelten. 

Bildet man jetzt Fq durcb eine zugeborige einwertige Function auf 
eine complexe Ebene ab, so wird sicb fiber derselben F-^^ dls Mvei- 
bldUrige Riemann'scJie Fldche anordnen lassen. Die vier dabei auftretenden 
Verzweigungspunkte entsprechen natiirlicb den Fixpunkten (3) der Sub- 
stitution W und baben als solcbe nacb p. 189 eine interessante zablen- 
tbeoretiscbe Bedeutung: sie werden namlicb in der co-Helbebene die 
reprasentierenden Punkte fur die ursprunglicben Formclassen der ne- 
gativen Determinanten F = — 11 und F — — 44 liefern. Thatsacblicb 
finden wir denn aucb nacb I p. 250 an reducierten ursprunglicben 
Formen (P, Q,B) fiir D = — 11 nur die eine: 

(1, 1, 3 ) Diit o = 

als reprasentierenden Punkt, sowie fur D = — 44 die drei: 

(1, 0, 11) mit G) — i ]/ll, 

(3, +2, 4) mit CO = ^ + 

als reprasentierenden Punkten. 

§ 10. Die beiden znm Polygon F-^^ adjungierten einwertigen 
Modulformen A, B und die zweiwertige Function t(®). 

Eine dem Polygon cidjmtgierte Modidform ( — 1)®^^ Fimension 
wird auf demselben die Wertigkeit 1 baben. Die beiden im Anfang 
des vorigen Paragrapben erwabnten Systeme der ka liefern uns nun 
in ibren beiden ersten Gliedern 0wei derartige Modulformen, die 
wir bier gleicb durcb die besonderen Bezeicbnungen A, B von einander 
unterscbeiden wollen. Die Modulform A(o 3 jl, O 2 ) welcbe uns 

von dem System (7) p. 332 fur n = 11 und a = 0 geliefert wird 5 
wir baben also nacb leicbter XJmsetzung der damaligen Formel: 

^ ttl 

(1) A = ^ 1) ^ r , I = 12 = + 1 (mod. 6), 

$ummiert nber alle der beigefugten Congruenz geniigenden Zaklen- 
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paare. Die Modulform B(co^, cOg) wird uns yob (2) p. 355 geliefert^ 
und wir haben als einfachste Darstellung derselben: 

(2) B = 

summiert uber alle Paare ganzer Zahlen ij. Als Anfangsglieder fur 
die naeb ansteigenden Potenzen angeordneten Reibea (1) und (2) 

finden wir: 

(3) A = -- ri (1- r — r^+ — »•“ ■■■), 

(4) B = ^ (^1 _j_ 2r + 4r'^ + 2r* + 4r® • ■ •). 

Da das Polygon Fi 2 Ausnabmepunkte a, h nicbt aufweist (cf. 
p. 52), so wird B in einem im Innern von Fj^ gelegenen Punkte in 
der Ordnung 1 versckwinden. A verscbwindet demgegenSber in der 
Spitze C 3 — ioo von der Ordnung ^ und muss somit in der anderen 
Polygonspitze co = 0 in eben dieser Ordnung zu Null werden. Sonstige 
Nullpunkte treten fiir unsere beiden Moduln aber nicbt auf. A und B 
werden nun dureb die bomogenen Operationen der bis aufs 

Zeicben in sich transformiert, so dass erst Hire Quadrate im dbsoluten 
Sinne m F^^ S^horen; nierken wir uns fur die letzteren gleieb die An- 
fangsterme: 

(5) A^ = (^)V + »• -2r^- }, 

(6j = (^)” { 1 + 4r + 4r‘' + 8 + 20r* + 16 H } . 

Bei dieser Sacblage gewinnen wir eine mm Polygon F^,^. 
scMechtes p = 1 gehorende meiwertige Modulfunction in. dem Quotienten: 

(7) T(aj) = ^; 

dieseTbe wird in dm beiden Polygonspitmi je einfach vet'scliwinden, da- 
geg&n in einem gewissen PmUe im Innern des Polygons doppelt un- 
endlich. 

Die Lage dieses letzteren Punktes (namlieli des Nullpunktes von 
B) lasst sick nun auf leickt nock naker umgrenzen. Die Nullpunkte 
Yon T werden durck die Substitution TT, wie wir wissen, permutiert. 
Der Zakler von als Function des oben fixierten Integrals u auf- 
gefasst^ weist also die Residuensumme Null auf (cf I p. 157). Da eiii 
Gleicbes von der Residuensumme des Nenners gelten muss, so ist der 
NuMpunkt von B offenbar einer der vier Fixpunkte der Operation W. 
Um jetzt weiter zu entsckeiden, in welekem unter diesen vier Fix- 
punkten B verschwindet, bemerken wir erstlick, dass er jedenfalls nickt 
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der auf der imaginaren o-Axe gelegene' sein kann. Benennen wir 
namlieii die in der Klammer von (6) stehende Potenzreiiie^ die tibrigens 
auf der imaginaren co-Axe iiberall reelle Werte besitzt, der Ktirze 
balber durcb so lasst sich zeigen, dass auf dieser Axe einen 
Zeiebenwecbsel nicbt erleidet und also aueb nicbt verscbwinden kann. 
Es gilt namlich fiir Hnreicliend kleiue g >2 0* i- Nabe der Spitze 

CO = i oo) naberungsweise die Pormel *); 

(8) «yil B(— cjj, Oj) = B(£Di, ojg), 
aus welcber wir sofort 

^ (^) - (“) B«(») 

als Naberungsformel fur einen auf der imaginaren Axe in der Nabe 
von CO — ioo gelegenen Punkt co zieben. Mit der letzten Gleicbung 
ist aber unsere Bebauptung bestatigt, wenn man nocb beacbten will^ 
dass B als emwertige Modulform der docb bocbstens einen einzigen 
Zeicbenwecbsel auf der imaginaren co-Axe erfahren kann. — Da weiter t 
in den beiden von den Formclassen (3, +2? 4) herriibrenden Fixpunkten 
conjugiert complexe Werte baben wird, so bleibt nur nocb librig, dass 
der NuUjpunM von B auf dem Folygon mit dem reprdsentierenden 
Punkfe der einen m D = — 11 geMrenden Formdasse msammenfallt, 
Fiir unsere weiterbin durcbzuftibrenden Rechnungen miissen wir 
die Substitution W in die bomogene Gestalt setzen: 

(9) (TF) = = ^ 

und werden wiederbolt von dem Umstande Gebraucb macben, dass 
aucJi die so definierte homogene Substitution W die Periode mei hesiUt. 
Man wolle daraufbin gleicb feststellen, wie die bomogene Operation 
W auf die Formen A und B wirkt. Es werden sicb jedenfalls A wie 
B nur um constante Factoren andern konnen, da beide Male die Null- 
punkte durcb W in sicb selbst iibergefiibrt werden, Diese constanten 
Factoren konnen aber nur + 1 oder — 1 sein, da die Operation (9) 
die Periode zwei besitzt. Scbreiben wir also den Ansatz: 

und entsprecbend fur B. Hier setze man nun die Special werte ein 

*) Dieselbe ist eine immittelbare Folge aus dem Vexhaiteu des bier in Be- 
tracbt kommenden Modulsystems bei Ausiibung der Substitution T; man 
wolle nur bemerken, dass die Zabl p in unserem Falle gleicb 2, d. b. gleicb 
eiuem Kicbtrest von 11 ist, und dass unter den secbs Moduln nur der erste 
Bo - B in den Polygonspitzen endlicb bleibt. 

Klein-S’ricke, Modulfunctionea. II. 28 
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a^ = i, c 52 = ]/il, welche einen in der positiven Halbebene, und 
zwar auf der imaginaren Axe, gelegenea Quotienten m liefern; wir ge- 
winnen solchergestalt: ^ 

(10) A {i, i/Ti) = ± A (i; yn) , B (i, yn) = + b («, yn) . 

Nun erinuere man sicii, dass auf der imaginaren co-Axe im Innern 
der Halbebene weder A nocb B einen Nullpunkt aufweist; in Formel 
(10) muss demnacb beide Male das obere Zeichen gelten. ^Wir baben 
so das Kesultat erzielt: Bei AiisOhung der homogenen Substitution W 
geht jede der Formen A, B unverdndert in sich selbst uber: 



Hieraus ergiebt sicb endlicb als eine unmittelbare Folgerung fur 
die zweiwertige Function ^( 0 ), dass dteselhe gleichfalls durch W unver- 
dndert in sich transformiert ivird: 

( 12 ) -*(”)• 

Man kann dieses Ergebnis aucb dabin aussprecben, dass ein 

Eauptmodul der Gruppe Vq des GescMechtes p = 0 ist. Hieran werden 
wir gleicb weiter anzukntipfen baben. 

§ 11. Die znm Polygon F ^2 geborenden dreiwertigen G-rossen 
E(£ 0 ij cog) und v(co). Relation zwischen 'c'(ol)) und ^(cu). 

Wenn wir den Nullpunkt von B fur das Integral erster Gattung 
u der untere Grenze wahlen, so wird als Function von 

u betrachtet, entweder direct mit der Function p(u) identiscb werden 
Oder aber doeb eine lineare gauze Function von p(u) sein. Wir wolien 
uns jetzt weiter eine Function t verscbaffeU; welcbe, in Abbangig- 
keit von u gedeutet, bis auf einen constanten Factor mit idem 

tisch wird* Diese Function v {(d) wird auf JFjg dreiwertig sein^ und die 
drei Nullpunkte werden in jenen drei Fixpunkten von W liegen^ fiir 
welcbe B von Null verscbieden ist; ferner wird v {co) im Nullpunkte 
von B dreifach unendlicb. Bei dieser Sacblage wird: 

(1) E fijg) = z {(d) ' (D^) 

eine znm Polygon Fp 2 geborende gm0e Modulform ( — 3)*®^ Dimension 
vorstelleuy welcbe wir bernach mit A und B zu einem vollen Modul- 
system der Gruppe v^s^einen. 
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Die explicite Gewinnung Yon E und damit you % basieren wir 
auf zwei unterschiedene Darstelhmgen de$ Integrals u, Wir wissen nam- 
licli erstlich aus der algebraischen Theorie der Gebilde des GescMeebtes 
1, dass ii darstellbar ist in der Gestalt: 

( 2 ) 

Andrerseits aber folgt auf transcendmtem Wege, dass aucb: 

(3j =JA^‘ {(0^d(X).2 C02^^l) 

ein iiberall endliches Integral unserer Fiache ergiebt; denn die in 

(3) dargestellte Grosse ist nur noeb Yon m allein abhangig und be- 
sitzt, wie man in tiblicber Weise zeigt, auf dem Polygon (dessen beide 
Spitzen eingescblossen) keinerlei Unstetigkeitspunkte. Wir schliessen 
demnacb auf die Identitat: 

^ • (a)^d(D.2 — cOgcZfOj) 

und finden von hier aus unter Benutzung you (1) fiir E den Ausdruck: 

( 4 ) = 


In Anscbluss an eine scbon im Yorigen Paragrapken gebrauchte Ab- 
kurzung sei 




so dass Aq und nur noeb Yon r allein abbangen. Indem wir als- 
dann in (4) fur t seinen Ausdruck in Aq und eintragen, zugleich 
aber die numerische Constante c in zweckmassiger Weise wablen, ent- 
springt durcb Entwicklung der Gleicbung (4) fur die game Modidform 
E(coj^, of) der Ausdruck^ dm tcir als Definition von E betracJitm: 


( 5 ) 


E = 




dA^ . d ^ 

dr ^ dr) 


Es ist ein Leicbtes, you hier aus einige Anfangsglieder der Potm0- 
enttoicMung von E nach r zu berecbnen; wir finden in der That: 

(6) E== 4»- — lOr^ — 40r®— 52»-* — 


Es gentigt fur unsere ferneren Zwecke, diese Anfangsterme von E 
mitgeteilt zu haben, obne dass wir allgemein ein analytiscbes^ Bil- 
dungsgesetz fiir diese Modulform entwickeln. Ob die Ansatze von 
p, 355 flEl, fiir die Dimension ( — 3) specialisiert, auf unser E fiibren oder 
nichtj wird man ja nacbtraglich, wenn man willy leicbt entscbeiden 
konnen. 


28 *^ 
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Nun wird das Quadrat 'der Modulfunction /(o) eine ganze Func- 
tion dritten Grades von r(c3), wobei das Absolutglied im Ausdruck 
dieser ganzen Function gleich 1 ist, da bei m = ioo t verschwindet, 
T dagegen gleich 1 wird. Man hat also den Ansatz: 

^7^ 'C ^ == 1 UT -f- -]“ cx^ • 

Zur Berechnung der numerischen Factoren a, c tragen wir in (7) 
die Modulformen A, B, E ein, wodurch diese Gleiehung iibergeht in: 

(8) E" = B® + -j- Z»B^A^ -f cA®. 

Durch Einsetzung der ReihenentwicMungen (6), sowie (5) und (6) 
§ 10 bestimmt man leicht: 

a = — 20, & = 56, c = — 44=^). 

Also das Resultat: Zwisclien dm beideti Modulfunctionen- t(<a) und t (a) 
besteJit die cubisclie Selation des Qeschlechtes j) = 1: 

(9) c ^ = 1 - 20r -f 56F-^ - 44z®, 
die nian auch in die liotnogene Gestalt setsen nag: 

(10) E" — B«-j- 20BW — 56B®A^-f-44A® = 0, 

eine GleiGiung, die fur unser Gebilde p = 1 charaMeristisch ist. 

Wir konnen dem erhaltenen Resultate auch die Wendung geben : 
Die leiden Grdssm r(co), r'(©) Uefern uns ein voiles System von Modul- 
fundioneti fur die Untergruppe Tiaj ddbei stellt sick die Transformation 
W der FldcJie Dig in sick einfach durch Zeichmwechsel des x lei umer- 
dnderteni x dar. Daraus folgt noch fiir E unter Riictsicht auf (11) § 10; 

(11) e(^, -^ y) 

was man auch leicht am Ausdruck (4) von E verificiert. 

Man fiihre auch gleich noch die nachfolgende formmtheoretische 
Uberlegung durch: Die quadratische Yerbindung (%A^+ ist eine 

zum Polygon im absoluten Sinne gehorende Modulform der Dimen- 
sion — 2; welche auf diesem Polygon nur einen einzigen, mit den 
willkurlich beweglichen, Nullpunkt aufweist. Daraus folgt unmittelbar: 
Jede m Fq im absoluten Sinne gehorende game Modulform^ die als solche 
eine gerade Dimension — 2p aufweisen wird^ ist eine rationale game 
homogene Function Grades von und Dem gegenuber sind, 

um es zu wiederholen, A, B und E dem Polygon F^' nur erst ad- 
jungiert. Sie besitzen auf Fg die Wertigkeit bez. f , und zwar 

Bei Eechnungen dieser Art wird man immer noch eine uberzahlige lineare 
Gleiehung fur die unbekannten Coefficienten entwickeln, vermoge deren man die 
berechneten Zahlwerte einer ControUe unterziehen kann. 
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wild A in der Polygonspitze m = ioo in^ der Ordnung ^ zn Null, E 
Yerschwindet je in der Ordnung in jenen drei Polygonecken, welelie 
den Formclassen D = — 44 zugehoren, und B endlicli Yerschwindet 
Yon der Ordnung ^ in derjenigen Polygonecke Yon JF/, welche wir 
der einen Forniclasse der Determinante D = — 11 zuzuweisen batten. 
Diese TJberlegungen gewinnen nun gleich eine fondamentale Bedeu^ 
tung ftir unsere waiter folgenden Betrachtungen. 

§ 12. Darstellnng you g^, ]/A und ihrer transformiorten Wexte 

92^ 9%^ E? A, B. Ansdrnck fiir die fimctionentlieoretiselie 

Resolvente 12^®^ Grades, 

Nachdem wir Yoraufgehend gelernt haben, die zur Untergruppe- 
gehorenden Functionen und Formen durch die einfachsten unter 
ihnen enthaltenen Grossen zu heherrschen, wenden wir uns unserem 
eigentlichen Ziele zu, namlich einen functionentheoretisehen Ausdruck 
fiir die Besolvente molften Grades zu gewinnen, Unserer oft Yerwen- 
deten Massnahme getreu warden wir diesen Ausdruck dadurch her- 
stellen, dass wir J (co) im Modulsystem r, t rational darstellen. In- 
dessen gehen wir auch hier wieder, wie schon in der Einleitung 
angedeutet, Yorab einen formentheoretischen Weg, indent wir namlich 
zuerst die Modulformen erster Stufe 9s Formen A, B, E 

der fjg in Beziehung setzen. 

Sei ghipij beiden Formen erster Stufe g^^ < 73 , so wird 

Qk naturlich der ^12 angehoren 5 ein Gleiches gilt demnach auch von 
der Form: 



welche aus g^ durch Ausiibung der Substitution W der Periode zwei 
entsteht. Diese Form g^ ist, wie man bemerken wolie, nur ganz un- 
wesentlich Yon der Form (1 1 ? (^ 2 ) verschieden, wie wir sie friiher 

durch Transformation ll^"" Ordnung aus g^ herstellten. Wir haben 
namlich, was man leicht bestatigt: 

9 k i^l, ^2) = “ 2 )- 

Da W die Periode zwei hat, so wird eine erneute Anwendung der 
Operation W auf g{ wiederum zu ga zuructfuhren; daraus folgt so- 
fort: Die Ausdrucke (p/ + Pi) sind ganse Modidformeti der fja, welche 
iei Ausiibung von W unverandert bleiben Oder das Vorgeichen zcechsdn, 
je nachdem bei {g^ + g^ das db&re oder untere Zeichen genommen wird. 
Hierauf griinden wir die Darstellung der g^,gi in A, B, E, indem wir 
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die am ScUusse des Torigen Paragraplien entwicbelten Satze zur An- 
wendung bringen. 

Da % und absolut zur fig gehoren, so folgt aus (1) § 11 das 
Gleicbe fiir BE, eiu Product, welches gegenhber W Zeichenwechsel 
erfahrt. Demnacb sind : 


( 2 ) 


9-1 - und - 

BE BE(aA2+^B“) 


Madinlfimctionen der Tg', uud als solehe sind diese Grossen auch in der 
Dmgebung der Nullpunkte von B und E auf der „Elene“ F^' eindeutig. 
In jedem dieser vier Punkte muss also mit dem Nenner auch der einzelne 
Zahler (2) wenigstens in der Ordnung \ verschwinden, so dass auch 
noch der Quotient von gi — gk und BE eine game Modulform der 
vorstellt, welche aber nun gegenhber W absolut invariant ist und eben 
deshalb sich als ganze homogene Function von und B^ darstellen 
lasst. Aus der Dimension in den ca.^ ergiebt sich daraufhin un- 
mittelbar der Ansatz: 

(3) = «BE, ^ 3 ' — (/s = BE(«A“ + /3B^). 


Noch director erledigen sich die beiden Ausdriicke p/ + gi - ; denn 
hier gilt ofienbar der Ansatz: 

I 9^ + 92 = &A* + oA^B^ + 

UZ+^s=yA‘’+M^B^+£A^B^ + ?B^- 

Zur Bestimmung der noch unbekannten numerischen Coefficienteu 
trage man die Reihenentwicklungen ein*, dabei genugen fiir und g^ 
selbst unter Einschluss der liberschiissigen (zur Controlle der Rechnung 
hinzugezogenen) Glieder folgende Anfangsterme: 


( 5 ) 


I 12 = 1 + 12 • 20 (r + + 28r3 +...), 

I 216 (11)' P3 = 1 — 14 • 36 (r 33f" + 244r® + 1057 r* + -). 


Nacbdem wir die Recbnung zu Ende gefiibrt haben^ bestimmen wir 
durcb Combination der entspringenden Gleicbungen gk und eiu- 
zeln. Als Ausdriicke fur die Modulformen g^: g^ und Hire transfer- 
mierten Werte gf , gf in den Modulformen A, E der ergeien sich 
solcherweise: 

(6) 12^2, 12 ^ 2 ' = • 11 — 2" • 23 A^B^ + 61 + 2^ * 3 ‘ 5 ^ B E , 


(7) 216^3, 216^/=7(2^.1PA®— 2«-3*llA^B2+2"-3-23A^B^-~-5-19B®) 
+ 2-32BE(2®.llA“ — 37B'). 

Dabei bezieben sicb die oberen Zeiehen immer auf die ursprunglicben 
Moduln, die unteren aber auf die transformierten. 
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Uro entspreclieiide Ausdriicke fur A" und A' zn gewinneny be- 
tracbten wir f/A auf Hierbei liegt der Nachdruck auf dem Um- 

stande, dass ^|/AA' his auf einen mimerischen Factor mil uherein- 
stimmt; die betreffende Formel findet man weiter unten angegeben. 
Es folgt die Identitat dieser beiden Modulformen einfaeh aus der 
gleicben Lage und Art ilirer Verscbwindungspunkte auf 
leiclit ins einzelne verfolgen wird*). Demzufolge gebo};t ]/AA im 
absoluten Sinne zu Fqj und es werden die beiden Pormen (|/A -h]/ A) 
diesem Polygon F^ adjungiert seim Man bilde nunmebr die beiden 
nacbfolgenden Quotienten: 

VA + VA VA -VA 

AB(aA"+ &A^B-+ cB")' AE(a:A-+ 

wobei die Goefficienten a, h, c und a, f Torab ganz beliebig gewablt 
sein mogen. Die Ausdriicke (8) stellen, wie man siebt, 
tionen dar, deren Quadrate absolut zur f/ gebbren, wabrend sie als 
solcbe zufolge der friiberen Pormeln sowobl gegeniiber S als W ab- 
solut invariant sind. Demnacb muss z. B. (]/A' — ]/ A) bei der Lage 
und Art der Nullpunkte von A und E in der Spitze co — ioo y on Fq\ 
so wie in den drei zu D == — 44 geborenden Ecken von Fq jeweils 

in einer der Ordnungen y? f ; f (gemessen auf JF/) verscbwinden; 

dagegen wird (]/’A' — }/A) in der zu D = — 11 geborenden Polygon- 
ecke entweder endlicb bleiben oder in ganzzabliger Ordnung auf Ff 
verscbwinden, da bier A und E selbst endlicb und von Null verscbieden 
sind. In sonstigen (gewobnlieben) Punkten von Fq wird der zweite 
Ausdruck (8) selbstverstandlicb nur in ganzzabliger Ordnung Null 
oder oo werden konnen, da er docb eine Modulfunction darstellt. In- 
dem wir also daran erinnern, dass Fq zum Gescblecbte jp = 0 gebortj 
wird auf der gescblossenen Flacbe Fq nicbt nur das Quadrat des 
zweiten Ausdrucks (8), sondern dieser selbst, als nirgends von ge- 
brocbener Ordnung 0 oder oo, eine eindetdige Function vorstellen. 
Ebenso verfabren wir beim ersten Ausdruck (8) und erkennen so end- 
licb, dass die Quotienten (]/A' + ]/ A) : A B und (|/A ”)/ A) : A E als 

gafi0e Modulformen ahsolut zur Vq geboren. Damit aber baben "wix die 
Ansatze erreicbt: 

y^ + l/A=-AB(aA^+&A‘^B"-f cBO; - ]/A=AE(a:A^+ ^B"), 
von denen aus wir nun in gewobnter Weise leicbt die gewtinscbten 


Man vgL aueli die nacbstfolgenden Paragrapben sowie obeii p. 67 u, 1 
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Resultate ableiten. Als endgulUge Darstellmgen der Moduln ]/A und 
J/A' in den Modulformen A, B, E der ergeien sich: 

(9) 21/A, 2l/^ = ABr(2''-llA^-- 3-7A^B2+B') + AE(11A^-B^). 
Dieses letzte Ergebnis ist tibrigens einer interessanten Bestatigung 

fabig. Es wurde namlicb bereits angedeutet, dass ^j/A'A bis auf einen 
numeriscben Factor mit A identiscb ist. Aus (9) folgt aber: 

41/a"A = A2B‘^(88A^ - 21A^B^ + -- A^E^CllA^ — 

Wenn man also liier E^ durcli seinen aus (10) p. 436 entspringendeii 
Ausdruck in A^ B ersetzt, so muss sich die rechte Seite der letzten 
Gleichung auf das einzelne Glied mit A^^ zusammenziehen. Die Rech- 
nung bestatigt dies, indeni sie auf die Relation fiihrt: 

(10) ]/^= 121Ai% 

Die Aufstellung der functionmtheoretisclien Resohente gwolften Grades 
ist mit dem Bisherigen bereits implicite geleistet. Wir brauchen nur 
nock auf die Proportion: 

zuruckzugeken, urn auf der reckten Seite derselben g^, g^^ A durck 
ikre Ausdrticke (6), (7) und (9) zu ersetzen. Indem wir dann nock 
zur nickt-komogenen Bezeicknungsweise, d. i. zu den Modulfunctionen 
ty % der zuriickgeken, erkalten wir das Resultat*): 

(11) J:J^l:l = [2^.11-r2 — 2^*23.r + 61-~2-3‘5*rT 

:[7 (2"-lPi:"— 2®*3-ll-'r2+2^.3-23-T~5*19) 

— 2.32.t'(2"*11 -tr-S?)]^ 
:2^.3^*r[2"‘ll.i;2_3.7.r+l^r'(llir- 1)?. 

Riese Glmliung ini Verein mit de^' mischen t und % testelienden alge- 
iraiscken Relation: 

(12) - 1 + 20r — + 447r^ = 0 

ergieU uns im gewoJinten Sinne den Ausdruck fur die functionentheore- 
tische Resolv&nte molften Grades. Auf der anderen Seite besitzen wir 
kier ein interessantes Ergebnis fur jene Darstellungsweise der Modular- 
gleickungen erster Stufe, wie wir sie oben p. 58 fif* allgemein postu- 

*) Man ygl. nun kier die sckon in der Einleitung zum vorliegenden Kapitel 
namkaft gemackten Untersucknngen von Hm. Kiepert. Die Formel (326b) 
p. 98 1. c. ist in anderer Grestalt geradezu die Gleickung (11) des Textes, wakrend 
tmsere Gieicknng (12) bei Hm. Kiepert mit der Gleickung (320) p. 96 uberein- 
BHmmt; die Uberfnkrung dieser beiden letzten Gleickungen in einander lasst sick 
in der That miihelos volizieken. 
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lierten und fiir die Falle des Gesclileclites J? = 0 Yollstandig durch- 
fuhrten. In der That wird ja fiir X {&) = J {11 oo) eine der Relation 
(11) vollig gleich gebante Proportion gelten, deren rechte Seite aus 
derjenigen von (11) einfach durch Zeichenwecbsel von r entspringt. 
Die so gemeinte Gleicliung im Yerein mit (11) und (12) Uldet alsdann 
den Ersatz fur die Modulargleichung erster Stufe elfter Ordnung. Der 
einzige Unterschied gegen die friiheren Entwicklungen ist, wie man 
siehtj der, dass wir (dem Geschlecbte p = 1 zufolge) nicM mehr mit 
einer einzelnen Grosse x reichen, sondern deren zivei neben einander 
stellen mlissen, die dann durch. die algebraische Relation (12) an ein- 
ander gebunden sind, 

§ 13. Von den formenttieoretiselien Eesolventen zwolften G-rades. 

Die Ableitung formentheoretischer Eesolventen aus den fimctionen'- 
theoretiscben gelang bei den niederen Stufen n = 5, 7 ohne weiteres; 
liier bei ^=11 liegen die Verhaltnisse anders, und zwar infolge der 
Eigenart der zu Grunde gelegten Modulfunction x, xi Diese einfachsten 
Punctionen der sind eben Quotienten von Formen, die durchgehends 
nur erst der Stufe elf angelioren, vrahrend bei n = 5 oder 7 der Haupt- 
modul X Quotient zweier Formen war, von denen die eine der ersten 
Stufe adjungiert war (cf. Formeln (5) p. 64). 

Bei dieser Sachlage werden wir zur Gewinnung formentheore- 
tischer Eesolventen zwolften Grades aufs neue ansetzen miissen. Da 
eine Modulform, die absolut zur homogenen g^horen soli, von ge- 
rader Dimension sein muss (insofern sie anderenfalls gegenOber 
das Zeichen weehselt), so werden wir offenbar eine moglichst einfache 
formentheoretische Resol vente erhalten, wenn wir als Wurzel der- 
selben eine game Modulform ( — 2)^' Dimension der wahlen. Die 
ailgemeinste Form dieser Art ist aber bekanntlich: 

(1) = 11(^1 BO, 

um sie gleich (vermittelst eines willkurlich bleibenden Parameters 
in diese typische Form zu setzen. Auf dem hezeiclmeten Wege 
erhalten wir also gleich einfach unendlich mele wesentlich verschiedene Ue- 
solventen molften Grades. 

Was die Gestalt aller dieser Gleichungen angeht^ so haben wir 
hier die wesentliche Fallunterscheidung, ob Null verschieden 

Oder Null ist. Im ersteren Falle, den wir vorwegnehmen, setzen wir 
einfach ^2 = 1 und erinnern daran, dass B = Bq unter alien zwblf Grbssen 
der beiden zu Grunde liegenden Modulsysteme A®, Ba die einzige ist, 
welehe bei^^m = icx) gegen einen von Null verschiedenen Wert con- 
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vergiert. Genau in derselben Weise, wie wir bei i? = 7 im vorigen 
Kapitel (p. 398) ausfiihrlicb zeigten, hat dies zur Folge, dass die frag- 
liche Resolvente in grosser Nahe Ton ca — i oo annahernd die Gestalt 
annimmt; 


f , ii /2»V\ ( (^^Y\ 

U + 1) n - y ) 


^0. 


(2) 


- 6 ■ 11 • + 11 • 40 • 2lQg.y - 11 • 135 • 12^2/® 


Die Coeffieienten der Resolvente sind daniit bis auf Bestandteile, die 
mit r verschwinden, obne weiteres zu bestimmen; in der That fmden 
wir als Ausdruck der formentheoretischen Resolvente fiir Xg = 1 nach 

Tiurzer Bechmmg : 

.yl 

+ 11 • 288 • 12^, • 21Qg^if - (11 • 420 • 12 V + aA)y^ 

+ 11 • 432 ■ 12V * 216^3^ - (11 • 315 • 12^2^ + 

+ (lia6042V-216i/.i+y*^3A)2/'— (11-5442V+<^^2'A)2/' 
. + (12044V' ^-12 W+ VA+^A2)==0. 

Die sieben numerisclieii Coefficienten a, ^ bleiben mit iin- 

bestimmt; indem sie offenbar rationale ganze Functionen dieses Para- 
meters werden^ die Ansdrlicke derselben wiirde man vermoge einer 
allerdings etwas nmstandlichen Recliniing aus den Reihenentwicklungen 
nach r feststellen konnen. 

Gegeniiber der umfanglicben Gleichung (2) wolie man nnn die 
besondere Einfachheit jener speciellen nnter nnseren Resolventen be- 
merken^ welehe dem Falle = 1, ocy == 0 in (1) zugehort. In diesem 
Falle werden alle Coefficienten der Resolvente solche ganze Modul- 
formen erster Stufe sein miissen^ die mit r verschwinden; nun also 
kommen alle Glieder^ welehe wir in (2} esplicite bestimmen konntenj 
gerade zum Fortfall, und nnter den iibrig bleibenden Gliedern wird 
aiich noch ausfallen miissen; da offenbar das Product der zwolf 

gleichberechtigten y bei 03 = ^00 mit einer hbheren als der ersten 
Potenz von r proportional wird. Die sechs noch unbekannten Coeffi- 
cienteii bestimmt man endlich aus den Reihenentwicklungen. Auf solche 
Weise findet man als fertige Form der Besolvente ^icdlften Grades fur 
= -|- 11 die nachfolgende: 

(Sj y^^ — 1 1 . 90A • / + 11 • 40 • 12^^ A • 2/^ — 11 • 15 • 216^^ Ay^ 

+ 11.2. 12 VA/ - 12^, ‘ 2\Qg,i^y -- 11 A^ = 0. 

Hier haben wir zufolge der Identitat (10) § 12, die wir nun auch in 


die Gestalt 

( 4 ) 


J/cc = (®1! Ii) ^ (®1^ " 3 ) 

setzen mogen, keine andere als die formentJieoretische Transformations- 
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gleichung fur n = 11 vor uns, die wir im vorigen Ahselinitt {p, 72) der 
ersten Stufen adjungiert nannten^^, 

Der jetzt erreicMe Fortschritt gegendber den eben genannten Ent- 
wicMungen im vorigen Abschnitt bestebt nun aber nicbt mir darin, 
dass wir die fertige Gestalt der Resolvente (3) kennen gelernt baben: 
wir werden vielmebr vor alien Dingen A = jetzt wieder als erste 
Modulform im System der secbs Pormen Aj, . . A^ elfter Stufe 
betracbten und konnten eine Tbeorie dieses Modulsystems durcbbilden, 
welcbe in den entsprecbenden Entwicklungen iiber das quaternare 
Modulsystem der ka bei n — 1 ihr genaues Vorbild finden wurde. Da 
wiirden wir denn ein Gdloidsclies Problem der ka Bit formulieren haben, 
{lessen einfachsfe Piesolvente die Gleichung (3) ist; wir wiirden die Quadrat- 
wurzeln aus den zwolf Grossen y durch die secbs ka in der Gestalt 
eines Jacobi'schen Schemas darstellen konnen und also in (3) eine 
Jacobische Gleichung erkennen u. s. w. 

Auf die biermit bezeicbneten Verhaltnisse treffen wir nun aber 
nicbt nur bei der Resolvente (3), soudern, was sofort evident ist, aucb 
bei jener Resolvente (2), welcbe den Werten — 0, %> == 1 in (1) 
zugebori Hier kommen wir zum Modulsystem der welcbes sich 
(bei ricbtiger Anordnung) contragredient zu den normierten ka sub- 
stituiert. Nichts wiirde bindern, nun aucb ein Problem der 8^ zu for- 
mulieren, fur welcbes dann die in Rede stebende Gleichung (2) die 
einfachste Resolvente liefern wiirde. 

Die Tbatsache, dass aucb nocb eine eindeutige Modulform 
ist, tritt iibrigens (wie bier nocb anscbliessend bemerkt sein mag) 
ausser filr die beiden Werte 0 und oc des Parameters aucb nocb 

fiir jene drei Werte ein, welcbe aus der Gleichung: 

(5) — 20%^^% -j- 56 3^^%^ — 44%^ = 0 

zu berecbnen sind. Nur fiir diese drei y^ werden namlich die beiden 
Nullpunkte auf dem Polygon coincidieren , so dass die Quadrat- 
wurzel Yy^ im Innern der m-Halbebene keine Nullpunkte gebrocbener 
Ordnung darbietei Auf diese drei Modulformen ( — 1)^®^ Dimension, 
deren nabere Betrachtung sich gewiss verlobnte, wurden wir iibrigens 
durcb unsere anfanglieben Entwicklungen scbon desbalb nicbt gefubrt, 
weil wir bier in Betreff sowobl der Entwicklungscoefficienten der 
Potenzreiben nacb r, wie aucb der numeriscben Bestandteile in den 
beziiglicben Resolventen (2) in ein irrationales numerisches Oehiet binein- 
gelangen, dasjenige namlich, welcbes durcb die cubiscbe Gleichung 

Unter diesem Gesichtspunkt bat Hv. Klein seiner Zeit die Gleichung (3) des 
Textes anfgestellt und in seinem p. 402 genannten Brief an Brioscbi mitgeteilt. 
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(5) charakterisiert ist. Dass ubrigens die fragliclieB drei Quotienten 
: K 2 die reciproken Werte der drei singularen Moduln % sind^ welche 
den drei nrspriingliclieii Formclassen der Deferminante D = — 44 zu- 
gehoren, wird man bereits bemerkt baben. 

Die bescbriebenen Verhaltnisse sind ubrigens aucli von der allge- 
meinen Stufentheorie aus verstandlicb^ wenn wir dieselbe auf das 
durcb. die Placbe F ^2 gegebene elliptiscbe Gebilde in Anwendung 
bringen'^). Da gebt offenbar die Form B der (^-Function ersfer Stufe 
parallel, jene drei Modulformen Yy^ aber, welcbe der Gleicbung (5) 
entsprecben, wtirden wir mit den drei zur meiten Stufe geborenden 
Functionen (u) , (ii) , 6^^ (u) zu identificieren baben. Der Fort- 
sebritt von der ersten zur zweiten Stufe bei unserer '^brde also 
in arithmetischer Hinsicbt den Oharakter baben, dass wir den Bereieh 
der nimierischen Zalilen durch Hinmnahme der drei 0u D = — 44 ge- 
lidrmden singularen Moduln % erweitern. 

Es mag in dieser Hinsicbt nocb interessant sein, zu erfahren, 
welcbe numerisclien Zablwerte die rationalen Invarianten und unter ibnen 
insbesondere die absolute ftir iinser elliptisches Gebilde annebmen. Um 
Verwecbslungen zu vermeiden, wollen wir alle in Betracbt kommenden 
elliptiscben Functionen erster Stufe durcb die betreffenden deutscben 
Bucbstaben bezeicbnen. Die Gleicbung (12) § 12 recbnet sicb als- 
dann in die Weierstrass'sehe Normalform um: 


41-61 

33 ; 


und es ergeben sicb von bier aus als Werte der Invarianten: 


2^-31 41-61 ^ 

02 q ? 03 03 ; ® 


•ll^ s 


28-313 

33.118’ 


Mit den vorstebenden Entwicklungen miissen wir die Tbeorie der 
elften Stufe abschliessen. Wir baben die letztere Tbeorie vermoge der 
Modulsysteme des Eap. 3 bis zu dem gleicben Grade durcbbilden 
konnen, wie die Tbeorie der siebenten Stufe in Bd. I, und baben so 
aufs neue einen Beleg fur die Brauchbarkeit der allgemeinen analyti- 
scben Ansatze des vorletzten Kapitels gewonnen. 

*) Man sehe z. B. die Tbeorie der elliptiscben Eormalcnrven der verschie- 
denen Ordnnngen n und deren Beziebung zu den Modulfunctionen Stufe in 
den beiden ersten Kapiteln des vorliegenden Abscbnitts; vgl. insbesondere aucb 
das zu Anfang des vierten Abscbnitts (p. 2 bis 8) entwickelte allgemeine Stufen- 
^cbema fiir die Tbeorie der elliptiscben Functionen. 
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Von den dnrcli die Modnlargleiclmngen erster Stiife deflnierten 
algebraisclien Gfebilden bei ^>11. 

Bei der Fortsetzung unserer function entheoretischen Einzelunter- 
suchungen iiber den Fall n = 11 hinaus konnte es sicb fiir die weiter 
folgenden Stufenzablen zunacbst wieder um die Modulsysteme der Aa, 
der 0a handeln, die von den allgem einen Ansatzen des dritten 
Eapitels geliefert werden. Mag n prim oder zusammengesetzt, gerade 
Oder ungerade seiH; immer wird man dem einzelnen der vorgelegten 
Modulsysteme in bekannter Uberlegung die ihm zugehorige Curve 
zuerteilen, fiir welche alsdaun OrdnuDg und Geschlecht leicht angebbar 
sind. Jede solche Curve wird auf das Polygon der Hauptcongruenz- 
gruppe der gerade vorliegenden Stufe eindeutig bezogen sein, und sie 
wird gegeniiber den Transformationen dieses Polygons in sicb selbst 
die gleicbe Anzahl von Collineationen in sicb erfahren. 

Nun war aber bei n = 11 der eigentlicbe Beweggrund fiir die 
ausfuhrliche Betracbtung der Moduln 0a ? dass wir die Resolventen 
IP®"" Grades bilden wollten. Hober binauf sind die niedersten Resol- 
venten immer diejenigen vom Grade und diese sind functionen- 

tbeoretiscb zuganglicb, aucb obne dass wir jene Galois'scben Modul- 
systeme vorber einer eingebenden Discussion unterzogen batten. Es 
ist dies darin begriindet^ dass uns Moduln des Transformationspolygons 

F^fj(n) von den Systemen der bez. Grossen immer leicbt ge- 

liefert werden 5 im Falle ungerader n sind es sogar direct die Grossen 

Ao, 2^0 

Bei dieser Sacblage wollen wir jetzt den Zielpunkt fiir die Ent- 
wicklungen des gegenwartigen Eapitels folgendermassen festlegen: Es 
soil sick darum handeln, fiir eine Beihe weiterer 8tufen0ahlm n die Be- 
solvente Grades und das durch sie definierte algebraische GeUlde 

mit Hulfe der uns 0ur Verfilgung slehendm Moduln Aq etc. 0u unter- 
suchen. Hier treffen wir in der That nocb auf eine ganze Reibe leicbt 
zuganglicber Einzeluntersucbungen, wabrend sicb die auf die regularen 
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Placlien der gleidien Ordnungen n bezogenen Modulsysteme der 

0a: I^a ©tc. einer erscbopfenden BetracMung nicht mebr in dem Masse 
leicht zng’anglicli erweisen, wie bei 

Die folgenden Entwicklungen erstrecken sick init Ausnakme des 
Failes 9^ = 35 nur auf Primzahlstufen; es gesckak dies namentlicli 
wegen der einfacken Gestalt, die das Transform ationspolygon fiir 

primzakliges n aufweist. Dabei kaben wir nack Beqnemlickkeit eine 
Reike von Stufen n zur Untersuckung kerausgegriffen, und zwar war 
fiir die Auswahl der TJmstand massgeblick, dass nnsere analytiscken 
Ansatze sick vornehmlick in jenen Fallen als brauckbar erweisen, 
welcke zu elliptiscken oder kyperelliptiscken Gebilden kinfiikren. 

Die Untersuckungen des vorliegenden Kapitels sind erst letztkin 
vom Herausgeber ausgefiikrt worden"^); sie grunden sick durckans 
auf den Gebrauck der Riemann^scken Flack en und der zu den- 

selben gekorenden Modiil/omen, und stellen sick auck in diesem 
Sinne den beziiglicken Entwicklungen bei ^=11 im vorigen Kapitel 
(§ 10 u. £) unmittelbar an die Seite, Im ubrigen liegt die engste 
Beziekung zu der sckon kaufig genannten Arbeit von Hrn. Kiepert 
in Bd. 32 der Matkem. Ann. vor; dock kommen in letzterer Arbeit 
mit einziger Ausnakme des Failes ^^ = 11 nur zusammengesetzte Stufen- 
zaklen zur Geltung. 

§ 1. Das ztir Ordming = 31 geliorende Transformationspolygon 
tmd seine Modnlformen der Dimensionen — 1 nnd — 2. 

Als Prototyp fiir diejenigen Falle die zu einem algebraiscken 
Gebilde des Gescklecktes p — 1 kinfiikren, kann die im vorigen Kapitel 
bekandelte Ordnung = 11 gelten. Fiir die Falle 2 bringen wir 
kiermit die Ordnung n = 31 in Vorscklag^^). Das zugekorige Trans- 
formationspolygon kat nack friikeren Regeln, als 32-blattrige 
Flacke iiber der J-Ebene angeordnet, die nackfolgende Verzweigung: 
Bei J — 0 verlaufm mvei Blatter isoliertj wahrend die ubrigen dreissig 
0 u je drei in selin Ver^iveigungspunMen Busammenlidngmi; bei J = i 
hdngen die Blatter 0 u je Bwei in secJi^ehn Ver^weigungspunkten Busammen; 
scMiesslich verlduft bei J = oo ein Blatt isoliert, wahrend die ubrigen 
31 im Cyclm Busammmhdngm. Die beiden bei <7=0 isoliert ver- 
laufenden Blatter liefern im urspriinglicken Polygon F^^ zwei Ecken b, 
die als Fispunkte zu zweien in der entkaltenen elliptiscken Sub- 

Vgl. auck Math. Ann. Bd. 40. 

Die zu p = 1 bez. jp = 2 gekoreoden Ordnungen ^ = 19 und 23 sind in 
der eben genannten Arbeit des Herausgebers bekandelt. 
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stitutionen der Peri ode drei gehoren. Wir wollen, die friiliere Benen- 
nung beibehaltend; diese beiden Ecken kurz als ^^Ausiialimepnnkte 
des Polygons F ^2 bezeicbnen. 

Die wichtigste Eigen schaft des Polygons l^^stelit darin^ dass 
dasseTbe die fruher {p. 42) mit W hemchnete Transformation der Periods 
0wei in sich Buldsst. Diese Transformation W batte nun fiir unsere 
Flacbe F^^ sehr merkwiirdige aritbmetiscbe Bedeutang^ in der 

That reprasentieren, wie wir fruher (p. 189) fanden^ die Fixpunkte 
von W im Polygon JP32 gerade die gesamten Classen ursprunglicher 
quadratischer Formen (P, Q, B) der beiden Determinanten — 31 
und P = — 124. Nun aber bestimmen wir nach I p. 250 sofort drei 
reducierte urspriingliche Formen fur D = — 31 und ebensoviele fiir 
D == — 124; es sind dies die Formen: 

I D = - 31, (1, 1, 8), (2, + 1, 4), 
lD = -124, (1,0,31), (5, +4, 7). 

Nennen wir die aus durch Zusatz von W entspringende Gruppe 
r(3i) und ihr Polygon P(3i), so ergiebt sich aus den eben dargelegten 
Verhaltnissen der wichtige Satz, dass dieses Polygon P(3i) GescJilechfe 
p — 0 gehorf. Wenn wir namlich P(3i) zu einer geschlossenen Flacbe 
zusammenfalten, so werden wir nun umgekehrt F^^ durch doppelte 
Uberlagerung jener Flacbe wiedererhalten, indem wir nur Sorge tragen, 
dass beide Blatter an den sechs durch (1) charakterisierten Stellen 
mit einander verzweigt sind. Nun bemerke man, dass wirklich eine 
doppelt-iiberdeckte Fbene mit sechs Verzweigungspunkten zum Ge- 
schlechte p — 2 hinfiihrt, wahrend eine eiliptische Flacbe, in dieser 
charakteristischen Weise doppeit iiberdeckt, bereits das Geschlecht 4 
bekommt. Offenbar konnen wir iibrigens das erhaltene Eesultat auch 
in der Weise aussprechen, dass die Substitution W es ist^ welcJie die 
meiwertigen Functionen unserer liyperelliptischen Fldclie in sich trans- 
formiert 

Um in die analytische Behandlung unserer Flacbe P32 
gang zu gewinnen, sind die in (2) p. 355 angesetzten Reihen weit- 
aus die geeignetsten. Wir haben dieselben zu bilden fiir die beiden 
quadratischen Formen (1, 1, 8), (2, 1, 4) bez. fiir zwei mit ihnen aqui- 
valente Formen, welche den Gestaltanforderungen entsprechen, wie sie 
1. c. formuliert wurden. Setzen wir dann gleich 31 1 statt um der 
Summationsbedingung | = 0 (mod. 31) zu geniigen, so erhalten wir 
die beiden Reihen: 


( 2 ) 


7 
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WO beide Male | und ri alle Combinationen ganzer Zablen durcblanfen 
sollen. Indeai wir nocli eine weitere nabeliegende Vereinfaclmiig in 
der Schreibweise der Exponenten einfubren nnd zugleicb auf die scbon 
bei w = ll gebranehte Bezeielinung zurtickgreifen^ haben wir 

B = x = y{mod.2), 

B' = ^ ^ r * , a: = j/ (mod. 4) 

als die beiden zu Grunde zu legenden Modulformen. Doch ist es nocli 
zweckmassiger statt B' die Form A durcb 2A = B — B' einzufiilireii, 
urn nun das Modulsystem A, B zu benutzen. Als die Anfangsterme 
der Entwicklungen Ton A und B nacb Potenzen von r merke man 
gleich an: 

(^) ^ ^ ~ ; 

(4) B = (1 + 2r + 2r^ + H ) . 

Eine Modulform (— 1)*®^ Dimension hat auf dem Polygon die 
Wertigkeit f ; sie wird in den Ausnahmepunkten & des Polygons je- 
weils im Grade ^ xerschwinden, ausserdem aber zwei, allgemein nicbt 
naher angebbare^ einfaehe Nnllpunkte auf F^^ aufweisen. In der That 
sind diese beiden Nnllpunkte fur die lineare Verbindung: 

( 5 ) aA + ^B 

mit den Quotienten a : p selbst beweglich. Der Quotient irgend meier 
linear -unalhmgiger Verbindungen (5) wird demgemdss eine meiw&i'tige 
Function der FldcJie F^^ liefern^ und mgleich erJialten wir auf diesem 
Wege offmbar ihre gesamten meiwertigen Functionen; wir werden im 
nachsten Paragraphen eine besondere unter ihnen zum speciellen Ge- 
brauche auswahlen. 

Die Nnllpunkte einer einzelnen Modulform (5) werden, wie wir 
eben fanden, durch die Transformation W in sich ubergefiihrt. Es 
rniissen demnach A und B gegenuber der homogenen Substitution W: 


( 6 ) 


(IF) 






C?2 


ysi 


bis aufs Zeichen in sich selbst ubergehen; denn auch in dieser homo- 
genen Gestalt ist W Yon der Periode zwei. Aber aus dem Verhalten 
der Formen B gegenuber der Modulsubstitution T folgern wir hier 
genau, wie bei w = 11, dass direct die Gleichungen bestehen: 




1 / 31 ’ 
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Die allgemeinste ganze Modulform ( — 2/®"^ Dimension, welclie ab- 
solat zur gebort, ist 

(8) + AAB + 

die beweglichen Nullstellen dieser Pormen bilden, wie man siebt, eine 
oo^-facbe Scbaax aquivalenter Systeme zu je vier Punkten auf nnserer 
byperelliptiscben Flacbe Die gleicbfalls zur fgg geborende ganze 

Modulform ( — 2)^®^ Dimension: 

15 

(9) P (oi, »2) = “a) 

lx=Q 

wird sicb demnacb in der Gestalt (8) darstellen lassen. Um diese Dar- 
stellung bier wirklich nocb zu leisten, werden wir auf die cbarak- 
teristiscbe Eeibenentwicklung der Form (9) zurtickgreifen: 

(10) P (<3, , «,) = ("/)“ jl + 5 («0 rA , 

^ m==l 

in welcber die Summe aller gegen 31 primen Divisoren von 

m ist. Indem wir andrerseits die Entwicklungen fiir die quadratiscben 
Verbindungen der A, B beranzieben, findet sicb durcb bekannte nume- 
^riscbe Recbnungen als Darstellung der Modulform (9j: 

(11) 4P = 8A^ — 16AB + 5B-1 

§ 2. Das voile Modnlsystem der r 32 . Die singularen Modnln nnd 
die Smith’sche Curve des Transformationspolygons 

Unter den bomogenen Verbindungen secbsten Grades von A und 
B muss es eine bestimmte geben, deren zwolf „beweglicbe“ Nullpunkte 
auf F ^2 Paaren in den secbs Fixpunkten der Substitution W coin- 
cidieren. Aucb nocb die Quadratwurzel aus dieser Verbindung der 
A, B ist eine Modulform, die wir E(g>i, cog) nennen wollen, und die 
naturlicb zunacbst nur bis auf einen numeriscben Factor bestimmt ist. 
E ist alsdann eine ganze 3Iodnlform ( — 3)^^ Dimension, die ausser in 
den seeks eben genannten Fixpunkten von W nock in den heiden Aus- 
nakmepunMen h von je einfack versekwindet 

Um diese Modulform E der n'aberen Betraebtung zuganglicb zu 
macben, geben wir gerade wie bei n = 11 auf die iiberall endlicben 
Integrale der Flacbe F^^ zuriick. Soli die unter (8) des vorigen Para- 
grapben angegebene Modulform in den beiden Spitzen des Polygons 
J ^32 versebwinden, so muss ^ = 0 gesetzt werden. Von bier aus finden 
wir auf transcendentem Wege (d. b. von den aus) als allge- 

meinstes Integral erster Gattung der JP 32 - 

(1) J (%A^ + AAB) {p^dm^ — 

Klein-Fricke, Modxilfuwetioaeii II 


29 
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Andrerseits koiinen 
algebmischem Wege 
Bezeiclinuiigen : 


wir uns diese Integrale aber aucb wieder auf 
bilden und bedienen uns dabei der abkiirzenden 


2 


A, = E, 



An Stelle von (1) treten nun die Pormeln: 


( 2 ) J 

mit willkurlicL. zu waklenden k, ^ . Wie liierbei die Zahlenpaare a, k 
and X, X einander eindeutig zugewiesen sind, brauchen wir niebt in 
Toiler Allgemeinbeit festzustellen; jedenfalls aber ist sicber, dass A — 0 
aucb den Wert A' = 0 naeb sieb ziebt. Indem wir jetzt die beiden 
Integrale (1) und (2), gebildet fur A = 0 und A' = 0 einander gleieb 
setzen, gewinnen wir nach Icurzer BecJinung fur die Modulform E die 


DarsteUung: 

( 3 ) 


rBp dA^' ^B(, 
Aq dr dr 


und berechnm von Uer aus die nachfolgenden Anfangsglieder Hirer Poten 0 - 
reiJienentwickhmg : 


(4) E= (^y { l—r— 3f^— 36f^— 59r" } . 

Der Ausdruck von in A und B enthalt sieben numerische Co- 
efficienten. Die Entwicklung (4) im Verein mit den Potenzreihen des 
Torigen Paragrapben wird uns also niebt nur die Bestimmung dieser 
Coefficienten ermoglicben, sondern liefert uns zugleicb aucb nocb in 
bekannter Weise die Mittel zur Controlle der berechneten Werte. Es 
ergiebt sicb auf diesem Wege als algebraische Relation mischen den 
drei Modulformen A, E der Fldclie 

(5) E-'= — 3A^-2WB+2-3-llA4B"— 2.53A^B3+61A^B"—2.7AB^+B6. 
Urn ein voiles System von M.o&u\functionen der Gruppe zu 

bilden, werden wir nun einfacb die beiden Quotienten: 

(6) t(c))==|, n(ca) = ^ 


neben einander stellen. Der erste von ibnen ergiebt eine meiwertige^ 
der andere eine sechswmiige Function der Flacbe F^^i beide sind mit 
einander verkniipft durebdie aus (5) unmittelbar bervorgebende Eolation : 
(7) 6 ^ + 3r^ + — 661;^ + — Glr" + 14 t — 1 = 0. 

Gegeniiber der Transformation W wird t((D) unverandert bleiben^ 
wabrend 0 (m) Zeicbenwecbsel erleidet: 

(s) ^ (si) = ® (si) =- 



V, 6. Dnrcla Modulargleichungen definierte algebraisclie Gebilde bei 451 


Eben deshalb wird bei Ausubung der bomogenen Operation W die 
Modulforni E gleicbfalls einen Zeicbenweebsel erfaliren: 


( 9 ) 






E(£Oi, CDs). 


Setzen wir in (7) fiir 6 den Wert 0, so sind die sects zuge- 
borigen Werte z diejenigen „singularen Moduln welcbe im Sinne 
YOB p. 185 B. f. zu den zweimal drei ursprilnglicben Formclassen der 
Deterniinanten D — — 31 und D = — 124 geboren. Dieserbalb muss 
sicb nacb den fruber mitgeteiiten Satzen liber die complexe Multipli- 
cation der elliptiscben Punctionen die in Rede stehende ganze Function 
secbsten Grades Yon r in zwei cnbiscbe Faetoren spalten lassen, deren 
Coefficienten gieichfalls rationale Zablen sind. Es bestatigt sicb dies 
in der That; denn wir konnen die Relation (7) in die Gestalt setzen: 

(10) 6^ 4- - 5r + 1) (3r^ — lOr^ + 9r — 1) = 0. 

Welcber nnter den beiden cubiscben Faetoren der Determinante 
I) — — 31 und welcber der Determinante D = — 124 zugebort, ist 
leiebt entsebieden; wir baben in der That die Zuordnung: 


( 11 ) 

( 12 ) 


B — — 31; 4 — Sr 4“ 1 = 0? 

D = — 124, 3t;^ — lOr^ 4 — 1 == 0. 


Jede dieser Gleicbungen bat namlich eine reelle Wnrzel, den beiden 
ambigen Formclassen (1, 1, 8) und (1, 0, 31) entspreebend. Dabei liegt 
der reprasentierende Punkt dieser letzten Form auf der imaginaren 
CD -Axe, woselbst r, wie man leiebt feststellt, reelle positive Werte hat; 
nnter den beiden Gleicbungen (11) und (12) bat aber offenbar nur 
die letztere eine reelle positive Wurzel. 

Aucb auf die quadratischen Formen der posUiven Determinante 
D — 81 baben wir bier zufolge der allgemeinen Entwicklungen von 
p. 169 ff. eine inter ess ante Anwendung. Da mussen wir jene sym- 
metrisebe Umformung der Flacbe in sicb heranzieben, welcbe durcb 
Combination der Substitution cj' — W (cd) mit der Spiegelung an der 
imaginaren cn-Axe entspringt. Durcb 6 und x stellt sicb die so ge- 
meinte Operation in der Gestalt dar: 

(13) < 3 ' == — 5, / = T, 

wobei 0 und x die zu' 0 und r conjugiert complexen Werte sind, 
Nacb den 1. c. gewonnenen Resultaten bestebt also „die auf die Flacbe 
JP32 tibertragene SmiWscbe Curve^^ aus denjenigen Linienzugen dieser 
Flacbe, welehe reelle Werte von x mit reellen negativen Werten von 0^ iragen. 
Wenn wir Fig zweiblattrige Flacbe iiber der ir-Ebene anordnen, so 
wird die Lage der Smith'seben Curve besonders ubersiebtlich. Zwei 

29* 
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unter den secbs Verzweigungspunkten dieser wir wollen sie 

imd Pg iiennen — liegen auf der reellen r-Axe und teilen dieselbe 
in zwei Teile, von welchen wir jenen herausgreifen^ der den Nullpuntt 
^ = 0 nicM enthalt. Btwa von P^ beginnend durcMaufen wir diese 
Strecke bis P^ im oberen Blatte der F^ und kebren im unteren langs 
derselben Strecke nacb P^ zurbck, nm solcbergestalt gerade die ganze 
Smith’sclie Curve bescbrieben zu baben. 

Es ergiebt sicb bieraus^ dass nnr eine Class© quadratiscber Formen 
(a,h,c) der Determinante P = 31 existiert^). Urn die zugeborige 
Formenperiode aufzustellen^ wird man die SmitVsche Curve jetzt ruck- 
warts in das Transformationspolygon F^^ ubertragen. Dabei zerfallt 
diese Curve in diejenigen sieben das Polygon durcbziehenden Kreis- 
segmentej welche durcb die Gleicbungen: 

31 + f) ^1=0, 

6 . 31 + 2/2) + 2 . 31rr + 5 == 0, 

10 . 31 + 2/2) + 2 . 31^ + 3 = 0, 

15 • 31 + + 

dargestellt sind. Durcb die Zuordnung der Eandcurven des Polygons 
P 32 werden natiirlicb diese sieben Kreissegmente zu einer gescblossenen 
Kette vereint. Indem man die fraglicben sieben Kreisbogen in das 
Polygon wirklicb einzeicbnetj wird man ubrigens gewabr, dass die 
Formenperiode der einen zu P == 31 geborenden Classe insgesamt 29 
reducierte Formen umfasst. Zufolge der Bedeutung der Transformation 
(13) konnen wir natiirlicb die sieben Kreisbogen (14) aucb als die- 
jenigen Linienziige des Polygons P 32 ansprecben^ welcbe reelle t und 
rein imaginare 6 tragen. Dem gegenilber sind dann die Punkte mit 
reellem r und reellem 6 durcb die Symmetrielinien der von 00 ' ^ — co 
berriibrenden Transformation der Flacbe F^^ sicb geliefert. 

§ 3. Die Modnlformen Z, H der Tga- DarsteEung von A, nnd J 
in den Modnln der fgg. 

Die in Formel (10) des vorigen Paragrapben angegebene Zer- 
legung des Ausdrucks sechsten Grades von r ist aucb in functionen- 
tbeoretischer Hinsicbt von Wicbtigkeit. Wir lernen namlicb auf diesein 
Wege die Modulform ( — 4 )^®’^ Dimension AE in das Product der heiden 
gamm Modnlformen ( — 2)^®^ Dimension Z und H : 

Oder aber, wemi man sicb so ausdriicken will, zwei mit einander inverse 
Classen; vgl. oben p. 1G4. 
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j Z (kj, a,) = VAB® - 5A^B2 + 6A®B + AS 
I H fra, , ro,) = l/AB® — 9A^B" + lOA^B - 3A*“ 

spalten, deren einzelae dem Polygon freilicli nur erst adjungiert 
ist. Die Nullpunkte dieser neuen Formen haben im Polygon F,, eine 
sehr charakteristisclie Lage: Erstlich verscLwindet Jede von ilmen in 
den beiden Polygonspitzen je im Grade in den beiden Ausnabme- 
punkten 6 aber je im Grade -§•; alsdann bleiben sowobl fiir Z wie H 
noch drei Nullpunkte uber^ und dies sind fiir Z die reprasentierenden 
Punkte der drei Pormclassen D = — 31, fur H diejenigen der drei 
Formclassen der Determinante D = — 124. 

Als die Anfangsglieder der Potenzreihen fiir Z und H berecbnen 
wir leicbt: 


z = (^yri (1 + *, + +3)^- Sr^ + 6r’ + •••), 

H = (1^)* (1 — 2r — 3 — 6r^ + ••■)• 


Andrerseits aber bandelt es sick darum, festzustellen, wie sich Z und 
H bei Ausflbung der bomogenen Operation W verbalten. Jedenfalls 
muss dabei eine der beiden Modulformen Z, H das Zeieben wecbseln, 
die andere unyerandert bleiben, da ibr Product Zeiebenweebsel erleidet, 
ibre Quadrate aber sick nicbt andern. Dass aber H die Form ist, 
welcbe gegeniiber W Zeiebenweebsel erfabrt, folgt einfacb aus dem 
Umstande, dass H auf der imaginaren ra-Axe einen einfacben Null- 
puntt besitzt, und dass demzufolge die auf der reebten Seite von (2) 
fur H angegebene Potenzreihe (1 — 2r — ...) bei Durcblaufung der 
imaginaren ra-Axe einen Zeiebenweebsel erfabrt; merkeu wir uns dem 
gemass die Formeln: 


z fe. "-f") - Z(<.., -), H (^, "-f) — H(».. 


-M... 

Die beiden Grossen H, Z werden nun besonders wiebtig, weun 
wir die Modulform erster Stufe A durcb die Moduln der fga ansdrucken 
wollen. Man kniipfe bierbei an die seebste Wurzel I' A der Diserimi- 
nante, welcbe durcb die homogene Operation W in 

m, i/3T \ 

.i/il’ i / 


y^(ra„ra,) = f/A( 


iibergehen moge. Da 31 mod. 6 mit 1 congruent ist, so andert sick 
bei Austibung einer Substitution der f gg um die gleicbe Einheits- 
wurzelj wie man zeigt dies in der That durcb eine elementare 

Zwischenreebnung, welcbe an Formel (14) und (17) in I p* 62i an- 
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ziiknupfen hat. Daraufhin erweisen sich die beiclen zweigliedrigen Ver- 
binduBgen (f^A + |/'^) als dem Polygon i^( 3 i) adjungierte Modulformen 
der Dimension — 2, und wir wollen nunmebr die Wodulfunctionen: 

pA + y^ y’A^pA: 

W 2 ^ H 

anf dem Polygon in Discussion ziehen. 

Auf i^(si) betrachtet, ist jeder der beiden Zahler (4) von derWertig- 
keit f und verscbwindet in der einen jetzt noch. allein in Betracbt 
kommenden Spitze bei m == i oo im Grade , so dass nocli Nullpiinkte 
in der Gesamtordnung f ubrig bleiben. Notwendigerweise treten also 
nock Nullpunkte der Ordnung ^ auf, und diese konnen offenbar nur 
in jenen Ecken des Polygons F^si) gelegen sein, welcbe die Porm- 
classen der Determinanten D = — 31 und D == — 124 reprasentieren. 
Nun aber bemerke man, dass im Ausdruck der Functionen (4) durcb 
t unmoglicb jene irrationalen numeriscben Grossen explicite als Coef- 
fieienten auftreten konnen, welcbe wir im vorigen Paragrapben als 
singulare Moduln t den Determinanten D = — 31 und — 124 zuge- 
wiesen haben; denn die Entwicklungscoefficienten in den Potenzreiben 
nacb r aind fiir alle bier in Betracbt kommenden Modulformen rationale 
Zahlen, und aus diesen letzteren bestimmen sicb die Oonstanten in 
den Ausdrticken von (4) durcb t auf rationalem Wege. Da nun der 
erste Zabler (4) bei W unverandert bleibt, wahrend der zweite das 
Zeicben wecbselt, so ist evident, dass |/A + pA' in den drei zu 
= — 31 geborenden Ecken von jFJsi) je im Grade ^ verscbwindet, 
pA — I^A' aber in den drei zn D = — 124 geborenden Ecken. Fiir 
jede der Functionen (4) bleibt jetzt nur nocb ein im Innern von F^^i) 
gelegener Nullpunkt, und diesem mussen beide Male Unstetigkeits- 
punkte in der Gesamtordnung 1 gegenubertreten. Ein^soleber von der 
Ordnung -J- liegt aber bei o — ioo^ und der riickstandige, als von der 
Ordnung kann jetzt nur nocb in dem einen Ausnabmepunkte h 
liegen, weicber fur F^si) nocb in Betracbt kommt. 

Nebmen wir auf die Werteverteilung von r Bezug, so kleidet sicb 
die nun beendete Uberlegung ein in den Ansatz: 

^ l + a^ pA^pA ^ 1 + hz 

Z y % (1 -y ct)^ H ]/ r (1 -j- cry 

wobei insbesondere tr = — der Wert dieser Modulfunction im 
Ausnabmepunkte b sein wiirde. Tragen wir bier statt t die Formen 
A, B ein und ziehen ein paar Anfangsterme der Reihenentwicklungen 
beran, so ergeben sicb die numeriscben Werte von a, 5, a Wir com- 
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binieren die entspringenden Formeln sogleicli und finden als AiisdmcU 
fur die seclisten Wtir^eM aus der tirspriingliclien and transformierten 
Discriminante : 

(5) f/A, r 7 A) + H (B - 5_A) ' 

2f^A(3A — B)- ^ 

wobei sicb das obere Zeicben auf das untere auf beziebi 
Das gefundene Resultat (5) ist jetzt hinterber nocb in anderer 
Weise einer Bestatigung fabig. Indem wir namlicb die beiden Formeln 
(5) mit einander mnltiplieieren^ zieht sicb das Product der Zabler auf 
ein einzelnes Glied^ namlicb eine Potenz you A zusammen. Wir er- 
balten namlicb: 

]/H > 

Vs A — B ' 

und diese Form el ist es^ welcbe wir auch leicht auf directem Wege 
batten ableiten konnen. 

Wir setzen nun aucb die Modulform mit den bisher betiacb- 
teten A, B etc. in Verbindung. Die Summe {gf 9^ besitzt auf 
wie man aus ibrer Wertigkeit scbliesst, fiinf einfacbe Nullpuukte und 
verscbwindet iiberdies im Ausnabmepunkte 6 im Grade Aber an 
dieser Stelle verscbwindet jede game Function fiinften Grades von A 
und B in der Ordnuiig f und andererseits (3 A — B) in der Ordnung 
4-; demgemass wird (g/ + 92 ) einer ganzen bomogenen 

Function fiinften Grades von A und B identiscb sein. Dureh eine ahn~ 
licbe tjbeiiegung ergiebt sicb {gf — g^) (3 A — B) als Product von E 
in eine ganze bomogene Verbindung zweiten Grades von A und B. 
Aus den Reibenentwicklungen berechnen wir die Constanten in diesen 
Ausdriicken 5^^ und 2^^^ Grades von A, B und finden solcJierweise als 
die getvunschien Darstellungen von gf frg<^ die nachfolgenden: 

6(c// + <?,)(B-3A) = 

13 ■ 37 B'' — 5171 A + 2^ ■ 5 • 11®B»A® — 2^ • 23 • SSB^A^ 

+ 2^ • S'* - 131BA^— 2“ • 5 • 23A% 
ig’ - g,) (B - 3A) = 2^ • 5 - E (2^B^ ^ 17 AB + 

aus denen sieh nun wieder ohne weiteres die Formeln far und g^, 
einzeln genommen, ergeben. 

Die bisher gewonnenen Resultate geniigen bereits, urn J im Modul- 
sjstem der darzustellen. TFtV finden in der TJiat nach eJementarer 
Ztoischenrechnung als Aiisdruck von J in den ieiden fur die Pgg su Grunde 
gelegten Functionen <s und t: 



yAA' 
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j6"/ir{(13r"-280T:^+328r^-125T2+19t--l)-(5(35T2-12r+l)}^ 
(8) = { (3680 — 18864t^+ 30588 - 19360 t^+ 5171 ir - 481) 

I — 120-(5-(16t 2 — I7r + 4)}^(1 — 3r). 

Der Ausdruck fiir die transformierte Grosse cJ(31co) entspringt aus 

(8) einfacli dadnrch, dass wir bei unverandertem z das Zeicben Yon 6 
wechseln; beide Gleichiingen im Verein mit (7) p. 450 bilden uns 
dann im bekannten Sinne ein Aquivalent fiir die zu m == 31 geborende 
Modulargleichung erster Stafe. 

Bei einer Yollstandigen Bebandlung der Transformation 31^®^ Ord- 
nung wurde sicb nnnmebr die Discussion der einfacbsten formentheore- 
fisclien Eesolventen 32®^®^ Grades anscbliessen. Hier gewinnen wir offen- 
bar die denkbar einfachste Gleiebung, wenn wir das Quadrat der Modul- 
form A zur Unbekannten x setzen. Da namlicb A und also aucb die 
mit A gleicbberecbtigten Moduln in den Polygonspitzen durcbgebends 
Yersebwinden, so werden die Coefficienten der zugeborigen Resolvente 
solcbe ganze Modulformen erster Stufe sein^ die alle den Factor A auf- 
weisen. Die fraglicbe Resolyente bat demnacb die Gestalt: 

(9) = 0* 


Die vollstandige Berecbnung dieser Gleicbung bietet natiirlicb keine 
principielle Scbwierigkeit; docb miissen wir daYon abseben^ da die 
zu diesem Ende durcbzufiibrenden numeriscben Eecbnungen zu um- 
fanglicb sind. 

Inimerbin ist es wicbtig, auf die Gleicbung (9) bingewiesen zu 
baben^ weil wir bier nicM mit jener formentbeoretiscben Transforma- 
tionsgleicbung zu tbun baben, deren allgemeine Tbeorie wir oben 
(p. 72 u. f.) entwarfen. Diese letztere Gleicbung bat Yielmebr bier 
bei 31 das Quadrat der Modulform: 


( 10 ) 


= AZ(B-7A)-A H (B-5A) 
2(3A- B) 


zur Wurzel, und dieses Quadrat gehort bereits zur Dimensiou — 6, 
ist also weuiger einfach, als die Wurzel von (9). Die gleicben Ver- 
baltnisse treffen wir ubrigens bei alien Primzahlordnungen n an, die 
nicbt mit 11 (mod. 12) congruent sind. In alF diesen Fallen weist 
eben das Polygon Ausnabmepunkte a bez. h auf, und die zu- 

geborigen Modulformen (—1)*®’' und (— 2)*“ Dimension, welche sicb 
docb allererst zur Bildung formentbeoretiscber Eesolventen empfeblen, 
mussen in diesen Ausnabmepunkten feste Nullpunkte aufweisen. Von 
den Wurzeln der Multiplicatorgleicbungen des vorigen Abscbnitts gilt 
dies aber nicbt, dieselben sind vielmehr innerbalb der to-Halbebene 
allentbalben von Null verscbieden. Hierin baben wir denn aucb den 
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Griind zii sehen, warum wir 1. c. bei den Multiplicatorgleicbungen 
erster Stnfe eine vierfacbe Fallunterscbeidung fiir die Primzablordnung 
n nacli dem Zablmodnl 12 zu trefiPen batten. 

§ 4. Bie 2 TI n = 35 geborende Flaclie nxid ibr einfacbstes 

Modulsystena. 

Um wenigstens an einem Beispiele den Cbarakter zusammenge- 
setzter n zu erlautern, besprecben wir jetzt weiter die Ordnung n = 35. 
Da 'll; (35) = 48 ist, so wird das Transformationspolygon 48 Doppel- 
dreiecke iimfassen^ deren Anordnung nach den allgemeiuen Satzen von 
p. 50 ff. in Erfahrung zu bringen ist. Wir baben insbesondere als 
Verzweigung der fiber der J-Ebene gelagerten Riemann^scben Flacbe 
Bei eJ == 0 hdngen die 48 Blatter zu je d7'ei in 16 Verziveigimgs- 
pimlcten ztisammen; iei J = 1 hdngen sie zu je ztvei in 24 Yerztveigungs- 
pimkten ziisammen; endlich liahen wir vier BunMe der Fldche mit J=ooj 
die wir als und iezeiclinen mdgen: m Verziveigungspiinkt 

hdngen 35 Blatter der Fldche cyclisch ziisammen^ hei deren siehen, hei 
Cg filnf^ wdlirend endlich ein letztes Blatt, welches tragt, lei J — oo 
isdliert verlduft Man bestimmt bieraus leicht = 3 als das Gescblecht 
der Flacbe F^, 

Es ist nun r^s als Untergruppe voni Index 6 in der zu n = 1 
geborenden Gruppe fg entbalten, deren Fundamentalpolygon in I p. 742 
dargestellt ist. Aueh die ans diesem Polygon durch Deformation ent- 
springende einfacb bedeckte Ebene mit ibren secbzebn Bereicben ist 
1. c. in Pig. 105 grapbiscb dargestellt, und es muss nun moglich sein, 
durcb secbsfacbe Uberlagerung dieser Ebene F^ unter cbarakteristi- 
scher Verzweigung unsere Riemann^scbe Flacbe berzustellen. Wie 
diese Verzweigung bescbaffen ist, wird man leicbt feststellen. In der 
That werden Verzweigungspunkte nur eintreten erstlicb in den beiden 
Punkten c der Ebene F,, wo der seinerzeit zu Grunde gelegte Haupt^ 
modul t die Werte 0 und oo annimmt, zweitens aber in den beiden 

13 -f- sips 

Ausnabmepunkten I von JPg, woselbst r die beiden Werte ^ ^ 

annimmt (cf. (12) p. 61). Sowohl lei r = 0 wie lei t = oo verlduft 
je ein Blatt der sechslldttrigmi Fldche isoliertj tvdhrend jeweils die filnf 

ubrigen cyclisch zusammm%hdngen; an dm leiden Stellm % === — 

hdngen endlich die Blatter zu dreim in zweimal zwei VerzweigungspunJdoi 
zusammm. Die Angabe p — 3 findet man von bier aus bestatigt. 

Endlich ist als Untergruppe des Index 8 in der zu w = 5 ge- 
borenden Gruppe Vq enthalten, deren Polygon man in den beiden 
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eharakteristischen Gestalten in I p. 635 vorfindet. Durch acttfaclie 
tJberdeckung der Ebene Fq wird man demnacli F^^ berstellen bonnen, 
und dabei finden sicli Verzweignngen wieder nur in den beiden Punkten 
Cj sowie in den beiden Ausnabmepnnkten welcbe das Polygon Fq 
aufweistj in jenen Punkten nimmt der zugeborende Hauptmodul t die 
Werte 0, oo an^ in diesen aber zufolge (11) p. 61 die Werte — 11 + 2L 
Man findet nun durch eine leichte Betrachtung: Bei % — 0 und r==oo 
verlduft je ein BlaU der achfbldUrigen FldcJie isoliert, tvdhrend die 
sieben andern jetoeils cycliscli msamnienhdngen; an den beiden Stellen 

— 11 + 2^* ordnen sich die Blatter m Paaren in meimal vier 
VermeigungspunMe msammen. Diese Angaben bestatigen das Gescblecbt 
— B der F^^ aufs neue. 

Man wolle nunmebr der Gruppe die zu n — 35 geborende 
Operation W zusetzen und benenne die solcbergestalt erweiterte Gruppe 
nacb Analogie der fruberen Bezeicbnungsweise durch r( 35 ). Die vier 
Punkte c des Polygon F^^ werden durch W zu Paaren permutiert, 
und zwar vertauscben sich Ci und einerseits und Cg und andrer- 
seits. Das durch Hdlftiing von entspringende Polygon F(z^) wird 
demgemdss noch mei SpiUen c aufweiseny ein Uinstand^ auf welcben 
wir sogleicb zurilekkommen. Die Fixpunkte von W auf d. b. die 
im Innern der o-Halbebene gelegenen Ecken des Polygons i^( 35 )^ ent- 
sprechen natilrlicb wieder den Formclassen der Determinanten i)— — 35 
und D = — 140. In diesem Betracbt baben wir uns folgende redu- 
cierte Formen anzumerken: 

13 = -35; (1, 1, 9), (3, +1, 3), 

D = _ 140, (1,0,35), (3,4:2,12), (4, +2, 9). 

Hierbei baben wir die beiden Formen (3, +1, 3) besonders zu zahlen, 
obwobl sie einander aquivalent sind und im Sinne von I p. 250 nur 
die erste reduciert sein wiirde. Indessen mtissen wir die bez. Unter- 
sucbungen von p. 189 dabingehend erganzen, dass bei jenen Abzablungen 
die ambigen Classen in der Regel doppelt zu zablen sind**^); im vor- 
liegenden Falle ist in der That jede der beiden Formen (3, +1? 3) 
als reduciert zu zablen. Indem hiernacb W im Polygon F^^ acht Fix- 
punkte aufweist, wird F^ als zweiblattrig uberdeckte Flache F{z?>) niit 


Man wolle bei der fraglichen AbaMung eine ambige Classe stets und 
nur dauu einfack zablen, wenn ikr in das Transforniationspolygon iibertrageuer 
repr^sentierender Punkt auf einer Symmetrielinie der Operation A gelegen ist. 
In alien ubxigen Fallen liefert die auf ubertragene Smitb’scbe Curve zwei zu 
jener ambigen Classe geboreode Sebnittpunkte mit Dreiecksseiten der Einteilung 
voo vgl. bier uberall die ausfubrlicbeo Darlegungen p. 187 ff. 
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acht VerzweiguBgspnnkten Yorgestellt werden konnen. Umgekehrt folgt 
hierans sofort, dass das Polygon mm Geschlechte jp = 0 gelm% 
und dass demgemdss die Fldche F(^ 48 ) eine hyperellijoUsclie ist. Hiermit 
ist fur die functionentlieoretisclie Behandlung des Falles n == 35 der 
Weg gewiesen. 

Die besonders leicbte Zuganglichkeit zusammengesetzter Ordnungen 
n bewalirt sieh im vorliegenden Falle n == 35 dadurch, dass wir liier 
gar mcbt auf die allgememen Ansatze von Kap. 3 zuriickzngreifen 
braucben, vielmehr mit den transformierten Werten der Discriminante 
bereits zum Ziele kommen, Man bilde sicb namlicb den Ansdruck: 


(1) 




CD.) 


A { y 35 CO, , I • c 
y35/ 

derselbe gehort niclit nur zur r 4 s, sondern geht auch bei der Operation: 

(2) (W) "" ' 




1 / 35 ' 


COc 


in sich selbst iiber, stellt also eine zur r( 35 ) geborende Modulfunction 
dar. Aber diese letztere kann hocbstens in den beiden Polygonspitzen 
c verscliwinden oder unendliclx warden, und tbatsacblick wird (1) bei 
(0 = ioo zufolge leiehter Rechnung mit proportional. Benmifolge 
stellt die 24®^® Wurzel des Axisdruclis (1) eine^i Saiiptmodid der Gruppe 
r( 35 ) dar, ivelclier bei cd = loo seinen UnstetigTieitspimM^ m der anderen 
Folygonspitm aber seinen NullpunM aufweist'^). 

Dm mit leicht zuganglichen Modulformen zu thun zu liaben, 
scbreiben wir etwa: 


(3) 


A (oj, , eng) = ‘'■f/A (5 cE)i, 

B ((D^, cog) = “i/a (35 Gjj, 032 ) • ~|/A (©i, 052 ) 


und fixieren den Hauptmodul r(G)) der Gruppe in der Gestalt: 

(,4) r(£a) = |. 

Als Anfangsglieder der Reihenentwicklungen fiir A und B bereebnet 
man von (6) p. 375 aus obne Mtibe: 


(5) 



2 

— r^ (1 


2 ^ -I .. 

— r- (1 r 




+ + 

— j— — |— • • , 


Ausdriicke der Art (1) sind es, von denen Hr. Kiepert in seinen wieder- 
bolt genannten Arbeiten einen ansgedehnten Gebranch maeht; nber den vor- 
liegenden Pall « 35 vgl. man insbesondere Matb. Ann. Bd. 37 p. 395. 
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Jede dieser Modnlformen ist aaf F(^^) von der Wertigkeit moei] A weist 
in der Spitze bei co — ioo einen Nnllpunkt der Ordnung auf, in 
der anderen Spitze aber einen soleien der Ordnung f *, B verhalt sieh 
gerade umgekebrt. Wie man leicbt bestatigt, bleiben beide Formen 
gegeniiber der homogenen Operation W unverandert. 

Die Erganzung der B zu einem vollen Modulsystem der r4s 
geschebe nun in gewohnter Weise durch Verwertung der iiberall end- 
lichen Integrale der r48- Es sei /‘(A, B) diejenige homogene Ver- 
bindung aehten Grades von A und B, welche auf in den acht Fix- 
punkten von W je doppelt zu Null wird, Dann schreibe man: 

( 6 ) E (»,,«,,) = 1 / 7 ^) 
und beweise, dass die beiden Integrale: 

J J 

bis auf einen Factor mit einander iibereinstimmen milssen; im zweiten 
Integrale sind die Benennungen \ etc. im friiheren Sinne (p. 450) 
gebraucht. Es ergiebt sich fur E die Darstellung: 

F — . BqcZAq 

nnd wir berechnen insbesondere als Anfangsglieder fiir die Potenz- 
entwicklung der so gewonnenen Modulform; 

(7) E = 2r-3>---j-10r»— 3r«+12/-^— 5»-®-4j-»+8fi‘'4--). 

Die Modulform E wechselt gegeniiber der Operation VT das Vorzeichen 
und besitzt, auf dem Polygon F( 35 ) gemessen^ die Wertigkeit 85 es 
finden sich in der That acht Nullpunkte, je von der Ordnung 
auf jF( 35 ) in den acht im Innern der o-Halbebene gelegenen Ecken 
dieses Polygons, ausserdem aber in den beiden Spitzen von F(s^) je 
ein Nullpunkt der Ordnung 2. 

Die ausfiihrliche Bereehnimg des Ausdrucks f(A, B) gescbieht jetzt 
in der gewohnliclien Art durch Einsetzen der Reihenentwicklungen (5) 
und (7). Man findet solchergestalt als hyperelUjptiseJie Helation des Qe- 
schledhtes p — S mmsehen A, B und E : 

(8) £2 A^ — 4A^B — 6A^B2 — 4A*'^B^ — 9A^B^ + 4A^B^ — 6A^B« 

+ 4AB^ + B^ 

Fiir die nicht-homogene Schreibweise benutzen wir wie friiher die 
Bezeichnungen: 

(9) P = (J(05), 


A / ^ 

g = T(®). 
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Das in 0 und t gegeiene voile System von Modidfmictionen der ist 
alsdann der folgenden algebraisclien Relation nnterworfen : 

(10) 0 ^ = — 9tr'^ -j- 4r" — 6 t^ + + i- 

§ 5. Darstellung der Hauptmoduln der 'zu n = 7 und n — 5 ge- 
Hiorenden Gruppen fg tind fg durch die Moduln der zu n = 35 

gehorigen r4s- 

Das Transformationspoljgon batten wir zn Beginn des vorigen 
Paragrapben in zwei Riemann^scbe Flacben verwandelt, von denen die 
eine sechshldttrig^ die andere achthldttrig iiber einer Ebene gelagert war; 
beide Male warden aacb die Verzweigungspankte nacb Art und Lage 
angegeben. Wir werden jetzt hinterher die algebraiscben Funetionen 
kennen lernen wollen^ welche gerade diese beiden cbarakteristischen 
Abbildnngen des Polygons JP^g leisten, and baben zu diesem Ende die 
rationalen Ausdrucke der fraglicben Funetionen in 0 und t abzuleiten. 

Als Funetionen von co betraebtet sind naturlieb diese beiden 
Grossen die Hauptmoduln jener beiden Untergruppen fg und fg, welcbe 
der Transformation der Ordnung n — 7 bez. ^ = 5 zu Grunde liegen. 
Um Verweebslungen mit dem im vorigen Paragrapben unter (4) ein- 
gefiihrten Modul t (co) zu meiden, nennen wir die Hauptmoduln der 
fg bez. fg etwa ^^( 0 ) und ^(cd) und lesen vorab von p. 61 als Be- 
ziebungen von cc und 0 zn J die folgenden ab: 

lJ:J-l:l = (x^+13a^ + 49)(F- + 5x+l)^ 

(1) j : (^^ + 14rr^ + 63x^+ lOx — If : 1128 x, 

\j :J — 1;1 = 10^+5)^;(;s^+22i^4"125)(^“+4^ — 1)^:1728;^. 

Wenn man will, kann man die biermit eingefiibrten x, ^ als voiles 
Mo daisy stem der r^s annebmen^ wobei alsdann zwiseben beiden Grossen 
die Relation des Gescblecbtes jp = 3 bestebt: 

(2) ^ (x^ + 13x + 49) (x^ + 6x+lf — x + 10^ + 5)" = 0. 

Im Anschluss bieran konnen wir es geradezu als die von uns zu 
losende Aufgabe angeben, dass wir die rationale Transformation : 

(3) X == R^ {0 j v) y } '^) 

aufstellen sollen, durcb welcbe die Relation (2) in die byperelliptiscbe 
Normalform (10) des vorigen Paragrapben ubergebt. 

Das eben bezeiebnete Problem losen wir nun wieder durcb formen- 
tbeoretisebe Betraebtungen, bei denen wir die Darstellungen (5) p. 64 
von X and b verwerten. 
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Gehen x und ^ dnrcli A.usubung der Operation W in nnd 
Tiber ^ so baben wir erstlicb. far x: 



Das Product dieser beiden Ausdriicke fubrt nach den Pormeln des 
Yorigen Paragraphen direct auf: 

(5) xx' — 

Andrerseits berecbne man fiir die Differ enz der x den Ausdruck: 
(x' — a;) x' — X 

{0) ^ ^ ==::= 

Va (v5 .. , . Va (vs - fs (vS 

5E(Wi,cdj) ““ 

uBd xmierziehe nun den hier rechter Hand stehenden Quotienten auf 
dem Polygon J( 30 ) einer formentheoretischen Discussion. Dieser Quo- 
tient gehort nicht nur zur P^g, sondern bleibt ancli gegeniiber W un- 
verandert und stellt demgemass eine rationale Function von ^((o) dar. 
Der Zabler des fraglichen Quotienten (wie ancb der Nenner) hat auf 
F( 35 ) die Wertigteit 8, nnd zwar liegen zwei Nullpunkte der Ord- 
nung 1 in den beiden Spitzen, acbt weitere Nullpunkte jeweils von 
der Ordnnng in den aeht im Innern der Halbebene gelegenen Ecfcen 
von JF( 3 i)- Unter Riicksicht auf das Verhalten von E schliesst man 
von hier aus auf den Ansatz: 

X X db’Z'^ ‘4" "bT — j~" c 

G Z 

und findet bei Gelegenbeit der ubKcben Bestimmung von c eine 
Bestatigung der vollzogenen ScTilussweise; es ergiebt sick 

(7) = 

Z 

Wenn wir jetzt (5) und (7) zur Berechnung von x und x vereinen, 
so muss sich die dabei anftretende Quadratwurzel durch ^ und z 
rational darstellen lassen. Dem ist in der That so, und wir erhalten 
nach elementarer Zwischenrechnung als rationale Ausdriicke von x und 
X in 0 und x: 


( 8 ) 


Xf X 


5 t^ — St — 


Die Behandlung des Hauptmodnls s gesehieht nach einer dnrchaus 
analogen Methode. Man knupfe hier an die Darstellungen an: 
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aus denen sich einerseits nnmittelbar die Formel: 


(10 == 125t^ 

ergiebtj sowie andrerseits vermoge einer kurzen formentbeoretischen 
Discussion der Ansatz: 

^ _ A^ + aA^B + &A^B2 + cA“B-' + dAB" + eB5 
(j ■“ A-B" 


Die in der letzten Gleichung recbter Hand entkaltenen numeriscbeii 
Coefficienten werden in der bekannten Weise ausgewertet iind fiibreii 
fur ^ und d auf die Darstellungen: 

(tj^— 7r^+7 i:5+14t®™- 7 r 7 t- 1) + (J ~ 5 t;-+5 t+I) 

Durcli (8) und (11) ist nun in der That die rationale Transfor- 
mation angegeben, durch welche die hyper elliptiscbe Relation (2) in die 
Normalgestalt f{6, t) = 0 iibergefuhrt wird. Auf der andern Seite kann 
man jetzt auf zweierlei Weise den rationalen Ausdruck von J (tind J') 
durch das Modulsystem 6^ t bilden; man wird zu diesem Ende entweder 
den Ausdruck (8) von x in die erste Gleichung (1) einsetzen^ oder aber 
den Ausdruck (11) von s in die zweite Gleichung (1). Beide so ent- 
springenden Darstellungen von J sind alsdann vermoge der zwischen 
6 und r bestehenden Relation in einander iiberfuhrbar. Doch sehen 
wir von der Durchfuhrung dieser Rechnung hier ab. 



§ 6. Das zu n — ATi gehbrende Transformationspolygon und 
seine Modulformen ( — 1)^®^ und ( — 2)^®^ Dimension* 

tjber ^ — 35 hinaus beriicksichtigen wir nur noch die Primzahl- 
ordnungen n und unter ihnen einzig diejenigen der Form n = 47i-|-3, 
weil uns fiir diese F'alle die analytischen Ansatze von Kapitel 3 im 
reichhaltigeren Maasse Hiilfsmittel zur Verfugung stellen, als fur 
n — Ah-\-l. Der nachste zu discutierende Fall wiirde hiernach m = 43 
sein, dessen Riemann’sche Flache zum Geschlechte p = 3 gehori 
Die Olassenanzahl der Formen fiir D = — 43 und D = — 172 aber 
ist vier, und eben dieserhalb wird die Riemann^sche Flache jP( 4 S )7 welche 
durch die bekannte Halftung des Polygons JP 44 entspringt^ zum Ge- 
schlechte p == 1 gehoren mussen. Die Flache |> = 3 ist also nicht 
mehr hyperelliptisch. Es liegt in diesen Verhaltnissen eine doppelte 



464 Durch Modulargleicliungen defiuierte algebraische Gebilde bei 

Complication begriindet: erstlicb sind selbstverstandlich die Modul- 
functionen einer Flacbe p === 1 einer directen functionentlieoretisclieB 
Betraehtnng sebwieriger zuganglich als diejenigen einer Plache p—0] 
andrerseits gewinnen wir, da es nur eine Formclasse filr D == ■— 43 giebt, 
vom Ansatz (2) p. 355 ancb nur eine einzige Modulform ( — Di- 
mension Nun konnte man freilich aucb nocli die ubrigen Ansatze 
des Eap. 3 fiir ^==43 specialisieren , sowie namentlieb aucb die 
beiden Pormen: 

|/ A ^]/43 ©1, ± A (oi, Og) 

beranbolen, Aber man kann dock, um von bier aus alle drei Functionen 
(p der Flacbe des Gescbiecbtes ^ = 3 zu gewinnen^ wie es scbeint^ 
umstandlicben formentheoretischen Betracbtungen nicbt aus dem Wege 
gehen. Wir wenden uns bei dieser Sacblage sofort zum Palle n = 47, 
dessen Bebandlung sicb derjenigen von n == 31 ganz analog ge- 
stalten lasst. 

Die zu ^ = 47 geborende Flacbe F^^ weist die fiir Primzablen n 
der Gestalt n = I2h — I iiberbaupt cbarakteristiscbe Verzweigung 
auf: Bei J= oo verlduft ein BlaU isoliert, die 47 ubrigen hdngen im 
CycUs msammen, bei J = 0 hdngen die 48 Blatter m dreien in 16, bei 
J — 1 mi mveien in 24 Vermoeigimgspunkten msammen. Die Fldche F^^ 
weist daraufhin das QeschlecM i> — 4 auf , 

Perner baben wir die Ergebnisse: Die reducierten Pormen der 
Determinanten J) = — 47 und D — — 188 sind: 

|J9 = _47, (1;1, 12), (2, +1,6), (3, + 1,4), 

|D=- 4-47, (1,0,47), (3, +2, 16), (7, +6, 8). 

Die Transformation W der Flacbe F^ in sicb besitzt auf derselben 
biernacb zebn Pixpunkte und also ist wiederum eine unmittelbare 
Folge: Die Gruppe r( 47 ), tvelche aus ^48 durch ZusaU von W entspringt, 
gehbrt mm Geschlechte p ^0, so doss F^q eine hypereUiptische Fldche ist 
Wir werden dieses Eesultat sogleich auf functionentbeoretiscbem Wege 
bestatigt seben. 

Da sicb unter den fiinf Pormclassen der Determinante D — — 47 
eine ambige findet, so liefert der allgemeine Ansatz (2) p. 355 fiir 
gegenwartigen Fall n == 47 im ganzen drei Modulformen ( — 1)^^ Di- 
mension, die wir der Gewobnbeit halber durcb B, B', B" bezeicbnen. 
Ibr analjtiscbes Bildungsgesetz spricht sicb am einfacbsten in der 
naebfolgenden Gestalt aus: 

Wie man leicbt nacbweist, sind die ambigen Classen (1) bier je einfaeh 
zu zaklen. 
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( 2 ) 


B' ®2) = ^2 
“2) 


+ 47 if- 
, 1 

a; a^-47ya 

r S 


x = y (mod. 2 ) , 
= ^ (mod. 4 jj 
x^y (mod. 6 ). 


Indessen eignet es sich fiir die Eeclinungen noeli mehr, statt dieser 
drei Formen die nacMolgenden drei Combinationen derselben zu ge- 


brauchen : 

( 3 ) 


B + B" 
2 



B., = 


die Anfangsglieder der Potenzentwicklungen der so 
formen sind: 


eingefulirten Modnl- 


’ D _ ( X + ^ + )? 

0 COg ^ ‘ 

(4) — r®— r* + 

B +r® — ri*+---)- 

Eiae Modulform der Dimension — 1 bat auf die Wertigbeit 4. 
Da die drei Formen B aber offenbar von einander linear -unabbangig 
Sind nnd andrerseits, Tzie man aus (4) leicbt ins einzelne nacbweist, 
gemeinsame Nullpnnkte anf niebt aufweisen, so wird die Yerbindung: 

(5) 5«Bo + 4Bi + fiBj 

auf zweifacb unendlicb viele Systeme von je vier beweglicben 
Nullpunkten festlegen. Durcb Anwendung der m I p. 559 ff. ent- 
wickelten allgemeinen Principien folgt bieraus unmittelbar: Setzt man 
die B zu homogenm Coordinaten der Ehene, so ersdieint in dieser letz- 
teren das Polygon F,, eindeutig lezogen auf eine Curve vierter Ordnung. 
Aber eine eigentlicbe ebene Curve vierter Ordnung kann bocbstens das 
Gescblecbt p = 3 aufweisen, namlicb in dem Falle, dass sie keine 
singularen Punkte besitzt. Unsere C, der B bat jedocb das Gescblecbt 
« = 4 - sie muss demnach notwendig eine doppelt-uberdecTcte 0^ senn und 
wird, urn als solche dem QescJilechte p = 4 anzugehoren, zeJm Vmwei- 
gungspunUe aufweisen miissen. Der byperelliptiscbe Cbarakter der Flacbe 
F,s ist solcbergestalt aufs neue zur Evidenz gebracbt. 

Man kann ubrigens ganz direct den Bewem fubren, dass zwiscben 
den drei Moduln B eine quadratiscbe Relation identiseb bestebt. Outer 
den secbs quadratiscben Verbindungen der B verscbwinden namlicb 
die fiinf: 

Klein- Fricke, Modnlfmictionen, II. 
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(6) B,^ 

in den Polygonspitzen; diese also liefern, mit dem Differential 
(oiC^Kig — ra^doi) maltipliciert und integriert, fiinf iiberall endlicbe 
Integrate der Flaclre Aber die letztere ist Yom Gescblecbte j? = 4, 
und also besteht zwischen den Grossen (6) eine lineare Identitat. Um 
die Gestalt der letzteren zu erfabren, addieren wir die funf Verbin- 
dungen (6), mit unbestimmten Ooefficienten verseben, zu einander und 
entwiekeln den solcbergestalt gewonnenen Ausdruck nacb ansteigenden 
Potenzen Ton r. Jene unbestimmfen Ooefficienten lassen sicb alsdann 
nur in einer Weise so wahlen, dass die Ooefficienten dieser letzteren 
Potenzentwicklung nacb r insgesamt mit Null identiscb werden. Die 
Tiierif^it sJciz^ierte IlccliHun^ liefeTt als Destctlt deif iifi Fede steli&itd&yi ^uudTO/- 
UseJien Belation gwiscdien den drei Moduln B: 

(7) B,^-BoB, = 05 

wir werden dieselbe geometriseb als einen Kegelscbnitt deuten, der 
auf das Polygon F^ 4 S) der Gruppe r(i8) eindeutig bezogen ist. Die Ge- 
stalt der Relation (7) wird nun gleicb weiter bei der Bildung eines 
vollen Modulsystems der Gruppe r^g massgeblich werden. 

§ 7. Das woUe Modnlsystem der tind die zugeborige h:yper- 
elliptiseiie Belation zelmten Grades. 

Da die Riemann’scbe Flacbe byperelliptiscb ist, so giebt es 

auf derselben meiwertige Punctionen, und wir wablen unter ilmen ins- 

besondere die uacbfolgende: 

V / \ B., B,. 

( 1 ) = = ^ 

zum Gebraucb. ans^ deren Gestalt in den B sich aus der eben gewon- 
nenen Relation (7) zwisclien den drei B ergiebt. 

Man bilde alsdann weiter (analog wie bei n = 31) etwa ans 
nnd den Ausdruck zebnten Grades Bg), weleber neben je 

zehn einfachen Nullpunkten in den Polygonspitzen Ton je in der 
Ordnung zwei in den zebn Fixpunkten der Operation W verscbwindet. 
Im Anschluss an diesen Ausdruck /(B^, Bg) definieren wir die ganze 
Modulform ( — Dimension; 

(2) E(<u„a,,) = y7(B;7B5 

und fubren wiederum eine zweite Darstellnng von E mit Hiilfe der 
Integrale erster Gattnng ein. Scbreibt man bierbei zur Abkurzung 

(3) ■ 
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so ergeben sicb unter Riicksicbt auf die Uberlegung des vorigen Para- 
graphen auf transcendentem Wege als Integrale erster Gattung: 

( 4 ) 


wabrend wir andrerseits durcb algebraische Betracbtung auf folgende 
Ausdrucksformen fur diese Integrale der kommen: 


( 5 ) 




V = 0, 1, 2, 3. 


Wie sieb die lineare Abbangigkeit der Grossen (4) von den Tier 
Grossen (5) gestaltet, braueben wir nicbt allgemem zu untersucbeii ; 
es geniigt festzustelien , dass die beiden Integrale 





bei gemeinsamer unterer Greuze bis auf einen constanten Factor mit 
einander ubereinstimmen^ um von bier aus fiir die Modulform E die 
unmittelbare Definition zu gewinnen: 


( 6 ) 


fe) 


— fecial 
dr 


Als Anfangsglieder der Potenzentwicklung der Modulform E finden wir 
daraufbin: 

(7) E = r" (1 — 3r — + 4r= + 3/-^ + lO;-^ - 16r“ — 19»-s _ 

+ 30r«>— l2r“H ). 

Als ein voiles System von Modulformen der bringen wir E^ 
Bg in Vorscblag, was den Vorteil fiir sicb bat^ dass gemeinsame 
Nuilpunkte dieser drei Pormen einzig in den Polygonspitzen gelegen 
sind, Vermoge der mittlerweile gewonnenen Reibenentwicklungen konnen 
wir nun aucb die ausftibrlicbe Gestalt des Ausdrucks f{B^j Bg) be- 
recbnen und finden auf diesem Wege als algeiraisehe Relation ztmschen 
den Moduln E, B^^ B^: 

(8) E" = B,i^— 6B,9Bg + 11 Bi^Bg" — 24BjBg" + 19 B^^Bg^ — IGB.^Bg-^ 

— + - 38Bi2Bg«+ 28BiB./— llBgi^ 

Um zur nicbt -bomogenen Scbreibweise uberzugeben^ gestalten wir 
die bereits in (1) eingefiibrte zweiwertige Function x durcb die fol- 
gende Bestimmung: 

(9) t(c)) = |^ 

zu einem vollen System von Modulfunctionen der aus. Die zwischeii 
( 3 r und t bestebende hyperelliptische Relation weist alsdann die Ge- 
stalt auf: 
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(10) 02^1 — 6r + llx--24T® + 19i:"- 16 t 5— 13T«+30r’-3Sr« 

+ 28 t*> — 

Die Anwendung der erhaltenen Resultate auf die ganzzaliligeii 
quadratisehen Formen der Determinanten D = + 47 and 4 • 4 i 
gestaltet sicF tier gaaz almlich wie bei « = 31 . 

Nebmen wir zunacbst T) = -}- 47 : Die Syniiaetrielinien, 'welche 

die dureb : 


(11) Q = — 0, r' = X 

dargestellte symmetriscbe Umformung der Flacbe in sicb anfweist, 
liefern die zu Ji = 47 geborende Smitb’scbe Curve. Am leiebtesten 
lasst sicb der Verlauf derselben verfolgen, wenn wir als zwei- 
blattrige Flacbe fiber der x-Ebene anordnen. Da werden nacb (1) § 6 
nnr jene swei Verzweigungspunbte auf der reellen x-Axe liegen, welebe 
den beiden damals genannten ambigen Formclassen zugewiesen sind. 
Demnacb folgt aus (11) sofort: Auf der „im Raume gescblossenen 
F^“ erfullen die Punkte mit reellen Werten x zwei gescblossene ein- 
ander in zwei Punkten iiberkreuzende Linien. Auf der einen sind die 
zugeborigen V7erte s reell^ und dies ist die Symmetrielinie der dureb 
o'= — a definierten Transformation der F^^ in sicb; auf der anderen 
jener beiden Linien ist 6 rein imaginar, und sie liefert die Smitb’scbe 
Curve der Determinants I) = 47. Da F^^ Ausnabmepunkte mit J= 1 
niebt aufweist, so folgt vor allem, doss es nur eine sich selbst nicht 
inverse Chsse von Formen der positiven Determinante F = gieht. 
Solcbes bestatigt man denn aucb nacb den Regeln von I p, 250 sofort 
dureb die Reebnung; es ergeben sicb 23 reducierte Formen, welebe 
sicb zu einer einzigen Formenperiode zusammengbedem. Dabei treten 
nur an zwei Stellen dieser Periode Hauptreducierte auf, und eben des- 
balb wird sicb die im ursprunglichen Polygon gezeiebnete Smitb- 
sebe Curve aus drei Ereisbogensegmenten aufbauen; wir finden als 
deren Grleichungen: 

47 - 1 = 0, 

23-47 J^f) + 2-4nx + 2 = 0. — 


Andrerseits stebt die reebte Seite von (10) in interessanter Beziebung 
zu den Formen der negativen Determinanten D = — 47 und — 4-47. 
Setzen wir namlicb in (10) fur <? den Wert Null, so sind die zu- 
geborigen zebn Werte x die singularen Moduln x der zweimal fiinf 
Formclassen der Determinanten D == — 47, D = — 4-47. Demnacb 
wird sicb, eben diesen beiden Determinanten entsprechend, die ganze 
Function zebnten Grades auf der reebten Seite von (10) in zwei eben- 
solcbe Functionen funften Grades spalten lassen, die gleiebfalls gang- 
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mMige Ooefficienten haben. Diese beiden Ausdilieke fiinften Grades 
sind dank des Umstandes, dass die reebte Seite von (10) fiir ir = 0; 
+ 1; oo lanter prirazablige Werte annimmt, leicM aufgefiinden^ Bud 
wir erbalten so mit Riicksicbt anf die Werteverteilung von % als Glei- 
cJitmgen der singiddren 3Ioduln t fiir D = — 47 iind D — — 4 • 47 : 

|D=-^47, + + + 

^ ^ lD = --4-47, — 6r'^ + 15r'-5r^ + 5r~l = 0. 

Die Hermit geleistete Zerlegung des oft genannten Ausdrncks 
IQtan (Jj-ades bat weiter fiir den functionentbeoretiscben Ansbaii der 
Transformation 47®*®^ Ordnung ibre wicbtige Bedeutung. Wir werden 
bier namlicb^ abnlieb wie bei ^ = 31, im Anschluss an f l2) die beiden 
Modulformen definieren: 


I Z==-]/B,^Br^ - B/B, + B,^B/ - 2 B,B,^+ B/, 

I H = 15 B7B2^+6BiB/-1TB/, 

weicbe vermoge ibrer Nullpunkte den beiden Determinanten D — — 47 
nnd D = — 4-47 in cbarakteristiscber Weise zugeordnet sind. Als 
die Anfangsglieder der Potenzentwicklungen fiir diese Formen gewinnen 
wir nacb kurzer Recbnung; 


a4) 


2==(^)%"(l— + r’ -2>-8 + 2»'»+2y“ + 

H = — 2»‘— 3»-®+4r*-f 4r“-f-2)-®+ 3r^— 

— er"— Ur'® + ••■)■ 


Die beiden biermit eingefiibrten Modulformen benutzt man mit Vor- 
teil, wenn es gilt, die Discriminante A durcb die Moduln der dar- 
zustellen. Man kniipft bier naturlicb wieder an die beiden Ausdrticke 
(]/A + y^) ^ weHbe einer formentbeoretiscben Discussion auf dem 
Polygon jP(i 7 ) zu unterwerfen sind. Dabei zeigt sicb, dass die beiden 
Ausdrilcke : 

B/ (l/A + Ya') , B/ (Ya - YA') 
als Producte von Z bez. H in ganze homogene Yerbindungen 9'“ Grades 
der Bi, B^ darstellbar sein miissen. Wir haben die so gemeinten Por- 
meln wenigstens z. T. bereebnet und findeu: 

B,® ■ {YA+ Y^') = Z . (B;® - n B,« B, + 2^-7 B/B/- 5 - 71 B,® B,3 

-}-2-3-7.13Bi®B/ + ---), 

B/ ■ (l/A - l/A') = H • (B/ - 3 . 5 Bi® + 2^ - 3 ■ 7 B,’ 

— 3® ■ 23B/B2»+ 2® • 43B/B/+ • • . 


( 15 ) 
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Die weitere Beredmung dieser Formeln hat naturlich keinerlei Schwierig- 
keit; es reichen hierfiir sogar bereits die in den voranfgehenden Po- 
tenzentwicklnngen angegebenen Anfangsglieder von B, Z, H aus. 

Bei der Darstellnng von bat man mir die beiden Pornien 
nnd E notig; Mer erlialteii wir als Gestalt und Anfangsglieder der be- 
treffenden Formeln: 

6B/(^/+f/2) = 5(13-17B/— 2^ -5.4361^82 + 2- 

-- 22 . 3 * 19381^83^ + •*.); 

' 3B2^(^2'-</2) = 4E(2-3-23Bi®— 32-17Bi^B 2+ 3-47BiB/ 

— 2*.3B2^). 

Die erste dieser beiden Formeln wird man obne besondere Scbwierig- 
keit vervollstandigen konnen, -woranf sich alsdann der rationale Ans- 
druek von J* in er nnd r ans den Formeln (15) und (16) unmittelbar 
abscbreiben lasst. — 

§ 8. Grundlagen fiir die Transformation der Crdnxing n = 71. 

Nacb den bisber gewonnenen Erfabrungen gestaltet sicb die Unter- 
sucbnng ftir diejenigen Ordnnngen n besonders znganglicb, bei denen 
die Classenanzabl quadratiscber Formen der negativen Determinanten 
2 ) = — n und D— — 4n eine moglicbst grosse^ diejenige der positiven 
Determinante D==n aber eine moglicbst geringe ist. Unter den Prim- 
zablordnungen n — 4:h 3 tritt dies in ganz bervorragender Weise 

nocb bei — 7 1 ein^ so dass sich dieser Pall geradezu wieder in ganz 
analoger Weise bebandeln lasst wie voraufgebend — 47, ^^ = 31 etc. 
Die Yerzweigung der zugeborigen Riemann^schen Placbe ist natur- 
licb die bekannte, und es treten insbesondere Ausnabmepunkte mit 
J —0 Oder J —1 niebt auf 5 als das Gescblecht der fraglicben Placbe 
JF 72 berecbnet man jp = 6 . 

Die reducxerten urspriinglieben Formen der' beiden Determinanten 
— 71 nnd —4-71 baben wir bier tabellariscb zusammengestellt: 

(1) Ij 18), (2, + Ij 9), (3, + 1, 6 ), (4, +3,5), 

' (d = _-4.71, (1,0,71), (3, ±2, 24), ( 8 , ±2, 9), (5, ±4, 15). 

Die zu w = 71 gehorende Transformatioii W der Flaehe in sieh be- 
sitzt Hernacb auf derselben vierzehn*) Fixpuukte, und daraus sehliessen 
wir iu gewobnter Uberlegung, dass Me FUche F^n), welFhe durch le- 

Es siud Hajulich die beideu ambigea ClasBeu (1) jeweiis "wieder aur eia- 
faeh zu zElilea, da die betreffenden repraseaiaereadea Paakte im Polygoa auf 
der Symmetxieliide der Operation A gelegen sind. 
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'kannte Halftung ms entspringt, dem GeschlecMe = 0 ziigelwrt; die 
Fldehe Frj.^ ist dieserliaTb wieder hy^erelliptisdh, 

Zu eben cliesem Ergebnis gelangen wir aucb auf analytiscbem 
Wege. Da imter den Formen (1) der Determinante D = — 71 niir 
eine ambig ist, so liefert der Ansatz (2) p. 355 vier iinterscbieclene 
Modnlformen (— ly®"" Dimension, die wir dem bisberigen Brancbe fol- 
gend durcb B bezeichnen. Das einfachste analytische Bildungsgesetz 
fiir diese Modnlformen ist gegeben durcb: 


( 2 ) 


fB 

B' 


— 2 ^'^ ® > 
(Oj ^ 

„„ 2« 'V 


r 16 , 


[B" 


7C 'VI 


x = y (mod. 2), 
x = y (mod. 4), 
x = y (mod. 6), 
x = ^y (mod. 8) 


Fiir die Recbnung eignen sicb aber nocb besser die nacbfolgenden 
Oombinationen der Modnlformen (2): 

B-B' o _ B'~B'' g _B">-B"\ 

Di = D , Dg 2 ? °3 2 ? 2 


Die Anfangsterme der biermit definierten Modnlformen sind: 

'Bi = — (l + 2r+ 2r*+ 2r“ + 2ri«+ 

COo 

B„ = — (r — + r*- — 

^ ^ COo • 

( 3 ) i 

B, = ^ + /i® +•••), 

3 = -] ), 

^ ^ COjj 

und der Vorteil beim Gebraucb dieser Formen ist der, dass bei der 
2tea^ gten 4teii ^nter ihnen Anfangsglieder der Entwicklung aus- 

fallen. 

Die einzelne Form B ist anf F.,^ sechswertig; waMt man also die 
B zu bomogenen Coordinaten des ge-wobnlicben Raumes, so erscbeint 
dabei die Flacbe eindeutig bezogen auf eine in diesem Raume ge- 
legene Curve secbster Ordnung Og. Aher diese Cg ist notwendig eine 
doppelt-uberdeekte Baumcurve dritter Ordnung 0 ^, welch’ letetere dlsdann, 
einfach genommm, auf das Polygon Fcn) eindeutig lesogen ist. Urn solcbes 
zu zeigen bemerke man, dass die neun quadratischen Verbindungen: 

( 4 ) 6,63, BiB„ B,\ B3^ B/, B.B*, B^B^, B3B4 
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nicht nur bei la = ioo, sondern aueh in der andern Polygonspitze, bei 
^ ^ 0 ^ verscliwinden, -welches letztere aus dem Ton firhher her be- 
tannten Verhalten der Pormen B gegenuber der Modulsubstitution T 
sich leicht folgern lasst Die Verbindungen (4) werden also, mit 
multipliciert und integriert, neun iiberall endliche Integrals der Plache 
F-J 2 des Gesehlechtes ^ == 6 liefern; zwisehen den fragliehen neun 
quadratischen Verbindungen bestehen also drei lineare Relationen iden- 
tiseh. Die so genieintm, in den B guadratisclien Idewtitdten hdben die 
G-estalf: 

B/-B/-B 2 B, = 0 , 

(5) I Bj-^ — Bj Bj -f- 2 B^^ -f- 3 Bo B 3 -p 3 B 2 B^ B 3 B^ === 0 , 

1 Bj^^ — BjBj. -}- B.2B3 -j- SB.iB^ -f- 2636^ == 0, 

drei Gl&ichungen, die angenseheinlich von einmder linear-unahhiingig sind. 
Deuten wir jetzt die Relationen (5) geoinetrisch, so stellen dieselben 
drei linear-unabhangige Plachen zweiten Grades vor, deren gemeitiso/iner 
JBestandteil in der That eine Eaumcurve dritter Ordnung ist. Hier haben 
wir also direct die Cg nachge-wiesen, welche, doppelt iiberdeckt und mit 
14 Verzweigungspunkten versehen, zur oben gemeinten Curve sechster 
Ordnung hinfiihrt. 

Was iibrigens den Beweis fiir die Richtigkeit der Relationen (5) 
angeht, so entwicbele man die linken Seiten dieser Gleichungen auf 
Grund von (3) nach ansteigenden Potenzen von r-, man wird finden, 
dass jedenfalls alle Glieder ausfallen, bei denen der Potenzesponent 
von r kleiner als 12 ist. Ware also eine der quadratischen Yerbin- 
dungen (5) nicht identisch Null, so wdrde sie eine Modulform (— 2)*“ 
Dimension der r,g vorstellen, deren zwolf Nullpunkte auf F ^2 alle 
in der Spitze bei to = ^ 00 vereint liegen ; inzwischen verschwindet 
diese Form aueh noch in der Spitze bei ra = 0, und also wiirde die 
Zahl der Nullpunkte, die ^ 13 ware, nicht mit der Wertigkeit unserer 
Modulform iibereinstimmen. 

Eine Polge der eben gewonnenen Ergebnisse ist, dass die Modul- 
formen B sich gegenuber der Substitution W einzeln bis auf einen 
Factor reprodueieren; dass aber dieser Factor in einfachster Weise fiir 
alle vier B gleich 1 ist, schliessen wir in der bei den friiheren Bei- 
spielen entwiekelten Art. Weiter gelingt es nun aueh sofort, die mei- 
werUgen Functionen der hyperelliptischen Flaohe F^^ anzugeben. In 
der That liegen von den sechs NuUpunkten von sc Bg A B^ zweimal 

zwei in den Polygonspitzen fest, so dass nur noch zwei beweglieh 
bleiben: die Qmtienten linear -unahMngiger Verbindungen 
liefern also die sweiwertigen Functionen der 
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Wie friilier erganzen wir endlicli die Formen Bg, B 4 durcli Ziisatz 
einer Form E zu einem vollen Modulsystem der Diese ganze 
Modulform E wird zur ( — 7)^®“ Dimension gehoren miissenj und von 
ibren 42 Nullpunkten auf sollen in den Spitzen je 14 liegeii, 
wahrend die riickstandigen 14 Nullpunkte mit den 14 Verzweigungs- 
stellen der doppelt- liber deckten Flache F(u) znsammenfallen mtissen. 

Setzen wir abgekurzt ^ B/, so gewinnen wir in liblicher Art 

diircb Yermittlung der liberall endlicben Integrale der ^ 

Darstellung : 

(6) (^)’ E = . 

Als Anfangsterme der FeihenentimcMung fiir die game Modidform E he- 
rechnen ivir von liier aus: 

(^7) E = (1 — 5r + 4r^ -j- 13^*^ — — 15r^ — 15r^ + 

+ 26 — Se/-" — — 60 + 32 

+ 46^14 _152r^®-l ). 

Hiermit sind nun aucb alle Mittel beisammen, um den mit E^ 
identiscben Ausdruck 14^®“ Grades in Bg, esplicite zu berechnen; 
setzen wir um der bequemeren Scbreibweise willen Bg = A, 64 = 6 , 
so laiitet die algelraiscJie Belation miscfien A, B, E ivie folgt: 

(8) E^=A^^ + 4A'^B^2A^2B2— 38A''B^— 77A^«B^— 26A'^B^"4-111A«B® 

+ 148A'B''+A«Bs~-122A"B^— 70A"B^^H-30A2B^i+40A2B'^ 
+ 4AB'2~~11B'A 

Sollen wir letzten Endes nieht-bomogene Scbreibweise anwenden^ 
so scblagen wir 

(9) ff(a))==|-,, xr(<a)=-^ 

als ein voiles System von Modulfiinctionen der vor; diese beiden 
Functionen sind alsdann zufolge ( 8 ) mit einander verkntipft durcb die 
JiyperelUptische Belation 14^®^ Grades: 

(10) 0^ = ^ — 38r'' — 11 - 26r^ + lllr^ + I48r' 

+ — 122 -- 70t^ + 30r^ + + 4 r 11 , 

Auf eine Discussion liber die Beziebung von g^j g^, A und J zu 
den untersucbten Functionen der geben wir bier nicbt mebr ein. 


In den Entwicklungen der vorangegangenen Kapitel baben wir 
dank der analytiscben Hulfsmittel, die der Tbeorie der doppeltperiodi- 
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selien Fiinctionen enistammen, die Beiiandluiig des fanctionentlieore" 
tisclien Grundproblems weit fiber die in Bd. I innegebaltenen Grenzen 
aiisdebnen konnen. Eine Portsetzung der Ausbeute der gedacbten ana- 
lytiscben Ansatze far nnsere functionentbeoretischen Modalprobleme 
wiirde zwar nicbt scbwierig sein; inzwisclien warden wir ans dabei 
immer nur wieder in jenen Gedankengangen bewegen^ die wir Yorauf- 
gebend bereits ausgiebig kennen lernten. Indem wir dieserbalb die 
in Rede stebenden Entwicklungen bierroit abscbliessen^ wenden wir 
ans weiterbin neuen and wicbtigen Untersucbangen zu. 



Seclister Abschnitt- 


Theorie der Modularcorrespondenzen nnd der ais ilmei 
ieiTorgelieiiden ClasseiizaMrelatioiieE. 

Erstes Kapitel. 

Neae AasfflhruHgen za Riemaaa’s Theorie der algehraischea 

Paactionea. 

Die Aufgabe, welclie mxs nun noch zu losen xibrig bleibt, ist be- 
reits am Schlusse des vierten Abschaittes (p. 235) vorgezeichiiet: Wir 
sollen die allgemeine Theorie der Modularcorresponden^en entwickela, 
deren erstes Glied die oben bebandelte Lehre Yon dea Modnlar- 
gleichungen ausmacbte. Wie wir dana Yon den letzteren Gleichungen 
in Kapitel 5 und 6 des Yierten Abscbnitts eine ansgedebnte Verwen- 
dung arithmetischen Inhalts gaben, so sollen uns nun auch die Modular- 
correspondenzen ganz allgemein zu einer Quelle fiir die Gewinnung 
neuer Classenmhlrelationen allgemeinerer StufenmMen werden^ die sick 
an die Relationen erster und fiinffcer Stufe des Abschnitt 4 ansckliessen. 

Aber wir konnen auch jetzt wieder nicht unmittelbar zu unserem 
neuen Gegenstande iibergehen^ mussen yielmehr eine Reihe Yorberei- 
tender Kapitel Yoraussenden. Bs ist Yor allem die in den beiden 
Anfangskapiteln des dritten Abscbnitts (I p. 493 ff,) nur erst begrundete 
Riemann^scke Theorie der algebraisehen Punctionen, welcher wir hier 
eine weiter ausbauende allgemeine Behandlung widmen miissen. Ein- 
mal sollen iiber die Integrale einer Riemann^schen Plache^ namentlieh 
diejenigen dritter Gattung, einige erganzende Entwicklungen gegeben 
werden. Namentlieh aber sollen formentlieoretische Betrachtungsweisen, 
deren Brauchbarkeit im engeren Gebiete der Congruenzmoduln soeben 
an zahlreiehen Beispielen eyident wurde, jetzt ganz allgemein zur 
Grundlage fiir die Untersuchung der Functionen einer Riemann’sehen 
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Plache gemacht werden. Indem wir in der That den allgemeinen 
Begriff einer ^^Porm auf der Riemann^sclien Flache^^ einfiilireii nnd 
sachgemass durchbilden, werden wir nns dnrcli Verwertung gieich. zu 
nennender Weierstrass'scher Gedanken die Hiilfsmittel verschaffen, 
mit denen wir hernacli anf den speciellen Flachen der Modnltheorie 
die zngehorigen Modularcorrespondenzen in der einfachsten Weise zum 
Ausdruck bringen konnen. 

Unsere Darstellung ist eine mit Riicksicbt anf die ferneren Zwecke 
eng umgrenzte. Aber es liegt fur das weitergehende Stadium ins- 
besondere der formentbeoretiscben Principien eine grosse Reibe von 
Specialnntersncliungen vor, welcbe man in der Arbeit von Klein 
Theorie der AheTschen Functionen^^ genannt findet*^). In dieser letzteren 
Abbandlung sind die formentbeoretiscben Principien znerst in Allge- 
meinbeit entwickelt and werden insbesondere mit der Weierstrass- 
schen Tbeorie der Primfunction in Verbindang gesetzt. Diese Function, 
welcbe von Weierstrass fur die Darstellung der ubrigen Grossen eines 
algebraischen Gebildes zu Grande gelegt wird, erscbeint in der formen- 
tbeoretiscben Behandlungsweise Klein^s als Primform in einer wesent- 
licb abgeklarteren Gestalt wieder"^*^). 


§ 1. Einfiihrting der Integral© dritter 'Gattung QfJj und insbesondere 
der Hormalintegral© TT|i!. 

Bei anserer nacbstfolgenden Untersachang knapfen wir, was deren 
Voraassetzungen und Bezeicbnungsweisen angebt, anmittelbar an den 
Abscblass des ersten Kapitels im dritten Abscbnitt (I p. 492 bis 532) 
wieder an. Wir baben daselbst die Tbeorie der Integral© driUer Gat- 
tung aaf einer beliebigen Riemann^scben Flacbe Fn nar erst soweit 
durcbgebildet, dass wir die ibnen zugeborigen Potential© bergestellt 
batten; es waren dies die Grossen Ua,b (cf. p. 520), welcbe wir durcb 
axiale Aneinanderreibang der Elementarpotentiale zweiter Gattang 
bildeten. Es wird weiterhin zweckmassig sein, die beiden bei io = a 
and B ~h aaf der Flacbe Fn gelegenen Unstetigkeitspankte von Ua^ ^ 
selbst als variabel za denken; wir wollen dem scbon jetzt Recbnung 
tragen, indem wir statt a, h fortan die Symbol© | und ri braucben. 
Natiirlich sind | and ri zugleicb Werte der Variabelen b, aber deren 


Matk Ann. Bd. 36 (1889). 

Man vergl. iibrigens, was die Weierstrass ’scke Primfanction angebt, die 
Arbeit Scbottky’s in Crelle’s Journal Bd. 101 (1887); Weierstrass selbst bat 
seine bezugbcbe Tbeorie direct nur in seinen Yorlesuugen bekaimt gegeben. 
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Ebene die Flacbe Fn construiert ist^ aber darum soil docb der ,,Puiikt 
I bez. 7] der immer nnr ein bestimmter unter den n bei ^ | 

bez. 0 = 7] liber einander liegenden Punkten der Flacbe sein. 

Nacb dieser Verabredung bilden wir das zu tityj conjugierte Po- 
tential und von bier aus das Integral dritter Qattimg: 

( 1 ) 

Insofern dieses Integral nnr 0wei (logaritbmiscbe) Unstetigkeitspunkte 
auf Fn besitzt, nennt man es aueh wobl ein elemmitares Integral dritter 
Gattung; docb lassen wir diese genauere Benennung weiterbin ansser 
Betracbt. Jedenfalls aber sollen | und t] fortan als die Farameter des 
Integrals Q bezeicbnet werden. 

Um (1) zu einem bestimmten Integrate auszugestalten, integrieren 
wir dQ^yj von der Stelle y der Flacbe bis zur Stelle Xj wobei wir 
die Symbole x und y in genau demselben Sinne braucben wollen, den 
wir soeben fiir | und t] auf der Fn festlegten; wir fubren daraufbin 
die ausfiibrlicbe Scbreibweise: 

( 2 ) 

y 

ein. Als Function der Stelle x wird sicb alsdann das Integral (2) 
nacb I p. 520 in den Umgebungen der beiden Stellen | und t] ver- 
balten wie: 

+ log (x — I) bez. — log {x — 7]). 

Wollen wir aber das Integral (2) als Function der unteren Grenze y 
auffassen, so wird sicb diese Function an den beiden fraglicben 
Stellen I 5 r] der Flacbe verbalten wie: 

— log {y — 1) bez. + log {y — if). 

Uni die Feriodmeigmschaften des Integrals zu cbarakterisieren, 
denken wir auf Fn ein kanoniscbes Querscbnittsystem gezogen^ wie 
es in I p. 495 bescbrieben wurde. Ausserdem aber zieben wir nocb 
eine weder sicb selbst, nocb die Scbnitte aiy Ci des kanoniscben 
Systems liberkreuzende Linie I vom Punkte 7] nacb | und denken auch 
langs I die Flacbe Fn zerscbnitten. Die so vorgericbtete Flacbe beisse 
etwa F'n, und die auf eingescbrankte Function (2) werde QH genannty 
so oft diese genauere Bezeicbnungsweise wunscbenswert erscbeint. Es 
gelten biernach die folgenden Satze: Fie Function abhdngig von 
der oieren Grenze x letrachtety weist Idngs jeder der 2p gesehlossenen 
lAnien Ui, h eine eonstante (rein imagimre) Wertdifferen^ auf, Icings 
der Linim Ci tritt jedoch eine von Null vm^scliiedme Wertdiffei'en^ 
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nicht mf; endlich findet langs der Linie I die Wertdifferem — 2i7v 
statt^). 

Zur Einfiilirung yon JSformalintegralen dritter Gattung benutzen 
wir denselben Gedankeugang, wie in I p. 631 bei den Integralen zweiter 
Gattung. Seien gerade wie in I p. 529 ' 'jp 2 um ausge- 

wahlten Querscbnittsystem geborenden Normalintegrale erster Gattung^ 
so wollen wir, gerade wie in (2)^ iinter Aufnabme der Grenzen oo, y 
in die Bezeiclinung schreiben: 

( 3 ) «’-/*• 

y 

Man bilde daraufbin aus dem particularen Integral Q% das allgememe 
Integral dritter Gattung mit den Parametern v- 

( 4 ) 

WO die e/i irgendwie gewahlte Constante sind. Das Integral (4) teilt 
offenbar mit alle basher namhaft gemachten Eigenschaften dieses 
letzteren Integrals^ abgesehen nur von dem einen Umstande, dass die 
Wertdifferenzen des Integrals (4) langs A* nicht mehr ausschliess- 
lich imaginare Werte zu haben brauchen. Wie in I p. 531 bei den In- 
tegralen zweiter Gattung werden wir jetzt die constanten Ooefficienten 
Cl in (4) so auswahlen, dass die Wertdifferensen des Integrates (4) 
Icings alley' p Linien ai mit Null identisch sind. Das so gewonnene 
Integral werde durch: 

( 5 ) + 

bezeichnet und heisse fortan das Normalintegral dritter Gattung mit 
den Tarametern y] wie man leicht bemerkt, ist dasselbe durch das 
gezogene kauonische Querscbnittsystem, sowie iibrigens durch seine 
Parameter nq eindeutig bestimmt. 

Nebenher bemerken wir gleich noch, wie sich die Integrale meiter 
Gattung bier anschliessen. In der That erhalten wir das Integral 
im Sinne der in I p. 531 gebrauchten Bezeichnung jetzt ganz ein- 
fach durch DiflPerentiation von nach und insbesondere liefert 
nfr} bei diesem Ubergange das Normalintegral zweiter Gattung; wir 


Es ist hier an der in I getroffenen Terabredung festgehalten, dass langs 
des einzelnen Scknittes die Wertdifferenz durch einen Wert der Function anf der 
recMen Seite, vermindert um den Wert im gegendberliegenden Punkte des linken 
Ufers gegeben sein soli. 
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kommen bei Gelegenheit auf diese Ableitung der Integrale zweiter 
Gattung nocbmals zuruck"^). 

§ 2. Perioden des Normalintegrals TT|^. Satz von der Vertanselibarkeit 
von Parameter tind Argument bei TTf^. 

Die Perioden des Normalintegrals TT|^ auf der Placbe sind 
z. T. bereits im vorigen Paragraphen bestimmt worden. In der That 
hat langs der Linie I das Normalintegral dieselbe Wertdifferenz wie 
jedes andere Integral namlich — 2i7t. An den p Schnitten a^* 

findet eine von Null verschiedene Wertdifferenz fiir TTl'^ nicht statt; 
eben dies war die Definition unseres Normalintegrals. Es bleiben bier- 
nach nur noch die p Linien 1)k» 

Sei nun langs der einzelnen Linie Ik die Wertdifferenz von Till 
durch tk bezeichnet, so berechnen wir die Werte tk durch genau die- 
selbe tiberlegung wie seinerzeit die Perioden der Integrale zweiter 
Gattung in I p. 531. Wir bilden uns das Integral: 

(1) /Hj, djk 

und leiten dasselbe zuvorderst im positiven Sinne fiber die geschlossene 
Berandung der durch ai^ h, Ci zerschnittenen Flache Dank des 

einfachen Yerhaltens der Normalintegrale jk (cf. I p. 530) gewinnen 
wir durch leichte Zwischenbetrachtung als Wert des fraglichen Inte- 
grals einfach die eben gemeinte Wertdifferenz — tk von TTfy. Nun 
aber dfirfen wir die fur (1) vorgeschriebene Integrationsbahn unbe- 
schadet des Integralwertes — %k auf eine geschlossene Linie L zu- 
sammenziehenj welche den Schnitt I allenthalben eng umschliesst; und 
als Wert des Integrals (1), erstreekt fiber diese Linie L, findet sich 
leicht — 2i'jtfk\ Pormulieren wir demgemass das Resultat: Die 
Ferioden des Normalintegrals TTff^ sind gegehen durch das Schema: 

(2) — 2^31 1 0, 0, . . . , 0 I 2ixji\ 1 , 

WO jk die Normalintegrale erster Gattung sind, Der Sinn der Anord- 
nung (2) ist wohl ohne weiteres verstandlich. 

Ein viel benutzter Satz ist der fiber die VertauschbarJceit von Para- 
meter und Argummt hei den Normalintegralen driUer Gattung TTf^: 

(3) = 

*) Tergl. ubrigens zu den Entwicklungen des vorliegenden and der 

nachsbfolgenden Paragraphen Eiemann’s Abhandlnng y^heorie der AheVschen 
Functionen^^y Crelle’s Joum. Bd. 64 (1857), sowie Glebscli-Gordmiy Theorie der 
AheVschen Fumtioneny Leipzig (1866). 
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Um die Gleichung (3) zu beweisen^ bilde man die beiden unbe- 
stimmten Integrale Tlxy "U-nd denke jetzt aucb die Stellen y, x 
durcb eine Linie 1 verbunden^ welclie weder Ci nocb I iiberkrenzt 

Man leite nnnmebr das Integral 

(4) ^ TTg/j 

liber den Rand der durcb h, Ci zersclinittenen Flacbe und lese aus 
(2) dureli gewolinte Uberlegung leicht ab, dass man solcbergestalt den 
Wert Nnll fUr (4) erhalt. Nun lasst sicb aber die durchlaufene Balm 
auf zwei Linien zusammenziebenj deren eine die Yorhin scbon ge- 
brancbte Linie L ist, wabrend die andere Linie^ A, in entsprechender 
Weise den Scbnitt X eng nmscbliesst. Passen wir zusammenj so er- 
giebt sicb aus der bisberigen Uberlegung die Identitat: 

(5) dTixy 'jr ^ 

L J 

Das zweite unter den Integralen der Gleicbung (5) ist jetzt einer 
einfacben Umgestaltung zu unterzieben. Ofienbar ist namlicb: 

d * TTa;y) == 0 5 

aber andrerseits ist identiscb: 

== TTf dWxy ~f” Uaij/ y 

und also folgt: 

dTlxy ^ T\xy 

j j 

Gestalten wir daraufbin die Gleicbung (6) in die folgende um: 

( 6 ) dTJxy J*Tlxy dJJ^tj f 

L A 

SO folgt nun Gleicbung (3) ganz einfacb dadurcb, dass wir in (6) 
die Integration recbter und linker Hand in gewobnter Weise aus- 
fuhren. 

Bei dieser Saeblage wird es die naturgemasse Auffassung sein, 
wenn wir das Integral TT|| nicbt als Function von x allein, sondern 
vielmebr als Function der idden unahMngig verdnderlichen Stellen x 
und i der FlacJie anseben oder, wenn man so will, sogar als Function 
der vier Stellen x, iq. Dieser Auffassung warden wir insbesondere 
dann gereebt werden miissen, wenn wir aus TTf^ ein allgemeines Integral 
berstellen wollen. Hier werden wir an Stelle der vorlaufigen 
Gleicbung (5) § 1 die genauere: 

k 
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setzen mtissen^ wo jetzt rechter Hand eine hilineare Combination dm' 
beiden Grossenreihen hinzugesetzt ist. Das solchergestalt aufge- 

bante allgem eine Integral (7) schliesst also noch jf willkurlicbe Con- 
stante <?a* ein. Soil insbesondere das in (7) gebildete Integral Ver- 
tauscbbarkeit von Parameter und Argument gestatten, wie TTf^, so 
ist dazu die Bedingung Cjk = o**, wie man leicM siebt, liinreicbend 
und notwendig. 

§ 3. Das Abel’sehe Theorem, insbesondere fiir die Integrale erster 

und dritter Gattung. 

Der weiter folgenden Entwicklungen balber miissen wir auch aiif 
das Abekscbe Theorem fxir nnsere Integrale zu sprechen kommen"^). 

Es seien . Xm und y^y * • • im Sinne von I 

p. 562 mit einander aquivalente Systeme zu je m Punkten unserer 
Frache Fnj nnd es liege in w eine ^-wertige algebraische Function 
des Gebildes vor, welche in den m Punkten y ubereinstimmend den 
Wert Wq annehme^ wahrend sie in den m Punkten x den Wert be- 
sitzt. Durch w wird die Fn auf eine Plache Fm abgebiidet, in welcher 
die m Stellen y gerade iiber einander zu liegen kommen und desgleichen 
auch die m Stellen x. Wir wollen jetzt eine bestimmte Zuordnung 
zwischen den m Stellen y und den Stellen x verabreden, und zwar in der 
folgenden Weise: Yon y^ aus mogen wir zu einer Stelle x — eben der- 
jenigen, welche wir nun x^ nennen^ — in der iiber der Ebene w ge- 
legenen Flache Fm eine Bahn ziehen, welche alle diejenigen Werte w 
meiden soil, bei denen Yerzweigungen der Flache Fm eintreten. Ziehen 
wir dann von irgend einem anderen Punkte yj^ aus im Blatte der 
Fm wieder genau dieselbe Bahn, so wird diese durch keinen Yerzwei- 
gungspunkt der Fm hindurchlaufen and wird demgemass in einem 
eindmUg bestimmten Punkte x endigen, den wir nun nennen. Indem 
wir zur urspriinglichen Flache Fn iiber der 0 - Ebene zuriickkehren, 
werden wir die gezeichneten m Bahnen von y^ nach von y^ nach 
x^ u. s. w. mit tibertragen denken; eben hierdurch ist dann die ein- 
deutige Zuordnung unserer beiden Pimktreihen y und x festgelegt, die 
wir verabreden wollten. Dass die beschriebene Zuordnung tibrigens 
in mehrfacher Weise getroffen werden kann, ist leicht evident j in- 

*) Man vergl. die Abefsche Originalarbeit „Memoire sur une proprieie ge- 
nerale d/une classe tres-etendue de fonctions transcendante^^ pr6sent4 a Tacad^mie 
des sciences de Paris (1826), p. 145 der nenen Ausgabe von Abel’s Werken. Wegen 
des im Texte eingehaltenen Verfahrens sehe man Eiemann’s schon genannte Ab- 
handlnng iiber Abel’sche Punctionen Abteilnng I, Art. 14. 

EUein-iPricko, Modnlfunctionen. II. 31 
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zwisclien diirfen wir dieselbe weiterbin beliebig particular ausgewahlt 
denken. 

Sei jetzt J irgeud ein Integral unseres Gebildes, so wollen wir 
die folgende Summe von m Integralen: 

(1) J dJ J dJ J dJ 

Hi ilvt 

betraeliten, 'wo die Integrationsbaimen die m soeben in der Fn fest- 
gelegteu Linien sind. Das Ahel’sche Theorem behauptet dann, dass sich 
die Integrdsumme (1) in w leg. in % und W]_ durch eine rationale 
Function und den Logarithmus einer solchen ausdriicken Idsst. 

Um solcbes zu zeigen, zieben wir wieder die Flacbe Fm iiber 
der w-Ebene heran und scbreiben die Integralsnmme (1) dement- 
spreebend um in: 

~ i tOo A — I 

Dabei ist unter <36^ Werfc der Ableitung von J nacb w im 

Blatte der Fm oder (besser gesagt) auf der Babn von 2/i nacb ver- 
standen. Die in (2) recbter Hand unter dem Integralzeicben stehende 
Summe ist nun offenbar mit einer ratiomlen Function r{w) identiscb, 
so dass wir von (2) aus; 

m “*1- 

( 3 ) ^JdJ^Jr(w)dw 

Vk «'o 

erhalten. Durcb unbestimmte Integration folgt in bebannter Weise: 
J r{w)dw = const. + + log 

wo und iZg ^wei gewisse rationale Functionen von w vorstellen; 
aus (3) ergiebt sicb demgemass: 

XT. 

711 " 

(4) j iw > 

Vk 

und biermit ist in der That die Bebauptung des AbeFscben Theorems 
bewiesen. 

Wir speeificieren jetzt die Formel (4) erstlicb fiir die uberall end- 
lichen Integrale der Flacbe In diesem Falle wird die linke Seite 
von (4) bei einmal gegebenen fur heine Auswabl des aquivalenten 
Punktsystems Xk unendlicb werden konnen, und es wird also aucb die 
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recMe Seite von (4) fur 'keinen Wert von unendlicli werden diirfen. 
Eben dieserlialb sind die Constanten identisch, so 

dass die Integralsumme (4) einen Wert bat, der unabbangig von der 
Auswalil des zu den y aquivalenten Punbtsystems der x ist. Aber 
dieser Wert der Integralsumme (4) muss direct mit Null identisch 
sein; denn er verscbwindet, wenn wir samtlicbe Xk mit ibren zugeord- 
neten Punkten yk bez. identiscb nebmen und die Verbindungsbabnen 
verscbwinden lassen. Als Ausdruch des AleVscJien Theorems filr irgend 
ein Integral erster Qattung j tmseres Gehildes hdben wir somit: 

7/1 

(5) V = 0. 

Jc = l 

Bei den Integralen drifter Gattung, zu welcben wir jetzt tiber- 
geben, betracbten wir nur den (spaterbin allein zu gebraucbenden) 
Speeialfall, dass w mit unserer anfanglicb ausgewablten ^^-wertigen 
Function 0 selbst identiscb ist. Dann also ist m = n und die n 
Stellen Xk liegen ebenso wie die n Stellen yk in der iiber einander. 
1st ein irgend wie particular gewabltes Integral dritter Gattung mit 
den fest gegebenen Parametern 7 ], so wird die nacb Vorscbrift von 
(4) gebildete Integralsumme 

(6) 2 

A’=l 


auf Fn jeden falls nur logaritbmiscbe Unstetigkeitspunkte aufweisen 
konnen. Unendlicbwerden kann iiberdies nur eintreten, falls eine der 
Stellen Xk, yjc nacb | oder tj riicbt. Aber aus dem in § 1 angegebenen 
Verbalten von Q in der Umgebung der Punkte | und 7\ auf Fn ist 
dann leicbt ersicbtlicb, dass d&r Ausd7'uck der Integralsimmie (6) der 
nachfolgende sem 7nuss: 


0 ) 


2 

&=i 


(ag — (j/ — n) 
{X — 7j) (^/ — I) ' 


und biermit baben wir unter Voraussetzung unserer speciellen Grenzen 
das AJbeVsche Theorem fur den Sjpecialfall der Integrate dritter Gattung 
vor uns. Dass in der That auf der recbten Seite von (7) nicbt nocb 
eine additive Oonstante binzutritt, siebt man durcb Substitution der 
Specialwerte yk = Xk^ wobei wir natiirlicb wieder die Integrations- 
babnen auf Null zusammenziebenj dann namlicb bietet Formal (7) 
links und recbts ubereinstimmend den Wert Null dar. 

Fiir die Integrale zweiter Gattung konnen wir zufolge der Scbluss- 
bemerkung in § 1 aus (7) durcb Differentiation nacb | eine ent- 

31 
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sprechende Gieichung ableiten; docli gehen wir an der vorliegenden 
Stelie darauf nicM mebr besonders ein. 

§ 4, Gnindlageii der formentlieoretisolieii Botraclitiiiigsweise, 

Historisches. 

Naeli den Entwieklnngen der vorangegaugenen Paragraplien geheii 
wir Bunmehr zu imserer eigentlichen neuen Aiifgabe fiber j nam- 
lich zur formentlieoretischen Darstellungsweise unseres algebraischen 
Gebildes- Es bieten sich bier yerscbiedene Ansatze, und wir knupfen 
etwa zuvorderst an die Riemann^scben Plachen welcbe der Modul- 
tbeorie entspringen. Piir diese Flachen baben wir ja in den Modul- 
formen und in den sie betreffenden Recknungsregeln seit lange einen 
durcbgebildeten formentbeoretiscben Apparat im Gebraucb gebabt. 
Dabei waxen und co^ die unabbangigen Variabelenj aber es war 
zumal in den letztvoraufgebenden Kapiteln durchaus die herrscbende 
Anschauung; dass wir die Modulformen als auf den gescMossenen Flachen 
exisiierende Grossen ansaben. Immerbin bemerke man, dass die F^i dock 
nur particulare Riemann’sehe Placben sind, wabrend wir bier eine fur 
alle algebraiscben Gebilde gleicbmassig gultige rornientheorie an- 
streben miissen. 

Um in diesem Sinne allgemeinere Ansatze zu erbalten, geben wir 
auf die in I p. 559 ff. entwickelten Grundsatze zuriick. Wir bezogen 
dort die Riemann^scbe Placbe eindeutig auf eine Curve Cm Ord- 
nung im Rauin Fv von v Dimensionen (v ^ 1) und fubrten zu diesem 
Zwecke a. a. 0. aucb bereits das Hdlfsmittel der Jwmogenen Coordinaten 
Xi, . . . i Xv ein. Dieser letztere Scbritt — die Einfuhrung der ho- 
mogenen Coordinaten — soli uns jetzt ganz allgemein die Grundlage 
der formentbeoretiscben Betracbtung liefern: Statt die Grossen unseres 
algebraischen Gebildes durch die darmstellen, vermoge 

derm wir anfdnglich die Cm einfahrten, betrachten wir sie jeUt als ho- 
mogene Funetionen nuUter Dimension in den Xq, x^^y . . .y Xy. Aber dann 
ist es nur no'cb ein Scbritt, wenn wir weiter aucb eigentliche Formen 
des Gebildes betracbten, d. i. homogene Funetionen der x^yX^y^.^yXy 
von nicht-verschwindmder Dimmsion* 

Wie sicb die biermit begriindete Betraebtungsweise ausgestaltet, 
werden wir weiterbin wenigstens in einigen Fallen zu untersueben 
baben; zunaebst nur folgende vorlaufige Mitteilungen: 

Der Pall = 2, d. i. derjenige einer ebenen Curve CU bat bereits 
vor langerer Zeit die ausftibrlichste Untersuebung gefunden und ist 
aucb neuerdings wiederbolt in Betracht gezogen. Die Bebandlung der 
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AbeFsclien Functionen, wie sie Yon Clebscli nnd Gordan geliefert 
wurde^); ist gerade aiif dieser Grundlage aufgebautj nnd man ver- 
gleicbe wegen der Fortentwicklung dieser Riclitung namentiicb ancli 
die Vorlesungen liber Geometrie Yon Olebscb*-^**^-). Aiicb die in Bd. I 
I c. oft genaiinten Arbeiten Yon Brill nnd Notber legen fast diirch- 
weg die ebenen Curven Cm der Betrachtung zu Grnnde^ nnd nnr ganz 
Yorubergebend wird gelegentlicb (wie scbon bei Clebscb) you den 
des Ranmes Yon drei Dimensionen gebandelt. 

Fur bobere Zablwerte des v ist bislang in dem bier in Betracbt 
bommenden Sinne wobl nnr diejenige Curve ansfubrlicber benutzt 
worden, welcbe wir in I p. 569 als ^Normalciirve der benannten. 
Wir baben in diesem Betracbt die Abbandlung von Weber, tlber 
gewisse in der Theorie der AbeVsclien Fumtionen anftretende Ausnalime- 
sowie diejenige von Notber, Tiber die invariante Darstellimg 
algeiraischer Fnnctionen'f) ^ zu nennen. Spaterbin warden durcb Klein 
in der bereits wiederbolt genannten Abbandlung ,,-Zkr Tlieorie der 
AbeVsclien Fimctionen^^ ff) die dort entwickelten allgemeinen formem 
tbeoretiscben Ansatze aufs engste an die Normalcurve der <p ange- 
scblossen. 

Jetzt aber wolle man sicb erinnern, dass wir v = 2 gar nicbt 
als den niedersten fur uns in Betracbt kommenden Fall anzuseben 
baben (cf. I p. 558 ). Dieser ist vielmebr durcb = 1 gegeben, und 
damit kommen wir auf die gewobnte Gestalt der Riemann^scben Theorie 
zuruck, wie sie auf die Betrachtung einer mebrblattrigen Flacbe uber 
der Ebene einer zugeborigen algebraiscben Function 0 gegriindet wird. 
Hier bindert uns dann nicbts, statt 0 — 0^ : 02 homogenen Varia- 
belen 0^ und zu gebraucben und auf sie die Darstellung der iibrigen 
Grossen des Gebildes zu grunden, insbesondere aucb solcber bomogener 
Functionen der 0^^ deren Dimension nicbt Null ist. Wir werden 
dabei nur der allgemeinen Anschauungsweise der homogenen Goordi- 
naten getreu bleiben, wenn wir fur die ^1, % vorschreiben, 

dass sie tveder unendlich werden nocli 0iigleich versclminden sollen] an 
dieser Bestimmung aber soli in der That ftir die Folge festgehalten werden. 

Die auf die 0^^ ^2 gegrundete Pormentbeorie wollen wir nun in 
den nacbstfolgenden Paragrapben ansfubrlicber bebandeln, und es soli 

In ibrem scbon genannten Werke ,, Theorie der AbeVschen Fumtionenf% 
Leipzig, 1866, 

Bearbeitet nnd beransgegeben von Lindemann, Bd. I, Leipzig 1876. 

Matbem. Ann. Bd. 13 (1878). 

t) Matbem. Ann. Bd. 17 (1880). 
ff) Matbem. Ann, Bd. 36 (1889). 
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dabei iiber die AiiswaM der algebraischen Function 0 keinerlei be- 
scbrankende Bestimmimg getroffen werden. Die auf 0^^ 0^ basierten 
formentbeoietiscben Entwicklungen sind es in erster Linie gewesen, 
welcbe Hr. Klein a. a. 0 . und in einer Reihe voraufgebender Arbeiten 
(die namentlicli die hyperelliptischen Gebilde betreffen) durcbgebildet 
hai Doch sind daselbst betreffs der Auswabl der algebraiscben 
Function 0 gewisse Beschrankungen vorgeschrieben, und die speciellen 
Riemann^sclien Flachen, welclie solcliergestalt zu Stande kommen, fan- 
den den Namen der ^^kanonischen^^ Riemann^schen Plachen**^'). Inzwischen 
hat es fur die folgende Darsteliung keinen Zweek, an der Merin lie- 
genden Einsehrankung betrefiFend die Auswahl des 0 festzuhalten"^’'*); 
wir werden vielmehr unter 0 = 0^: 0^ eine ganz beliebige algebraische 
Function der Flache verstehen. Es ist dies der Standpunkt^ welchen 
Hr. Hensel in Bd. 109 des Journals fur Mathematik^'^*'^)^ sowie die 
Vorlesung von Klein iiber „Riemann’sclie Plachen^^ aus dem Winter- 
semester 1891/92 vertritt. Die enge Beziehung dieses Standpunktes 
zu den Arbeiten von Kronecker, bez. der Herren Dedekind und 
Weber wird sogleich hervortreten. Bei dieser Besprechung bleibt 
zunachst liberall die zu 0 gehorende RiemanAsche Flache Fn das eigent- 
liche Fundament unserer tJberlegung. 

Wie sich ubrigens die am Anfang des vorliegenden Paragraphen 
berlihrte Theorie der Modulformen der hiermit besprochenen allgemeineu 
auf 01, 02 gegriindeten Formentheorie anschliesst, werden wir bei einer 
spateren Gelegenbeit (zu Beginn des iibernachsten Kapitels) noch kurz 
zu betrachten haben, 

§ 5 . Von den algebraischen Formen, insbesondere den ganzen 
algebraiscben Formen G {0^ , %) der Flache F^ . 

Ist 10 irgend eine algebraische Function unseres Gebildes , so 
werden wir als eine 0ur Flache Fn gehorende algebraische Form 
der dimension v benennen, wobei v irgend eine positive oder negative 
ganze Zahl sein soil. Palls nicht gerade v — 0 ist; existiert die 
Form tv>0l natiirlich zunachst nur auf unserer particular gewahlten 
Flache Fn, sowie auf jeder Flache, die aus Fn durch lineare Trans- 
formation der 0 hervorgeht (insofern wir diese durch eine homogene 


*) Man sebe die weiter unten (§ 7) gegebenen bezuglichen Bemerkungen. 
Fiir die Einsckranbung massgebend ist namlich die Bezugnahme anf die 
Normalcurve der gj, welcbe im Foigenden zuriicktritt. 

Theorie der algebraischen Functionen einer Verdnderlichen und der alge- 
braischen Integrale (1891). 
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lineare Transformation der ^2 ersetzt clenken konnen); dagegen 
esistieren iinsere Formen noch keineswegs auf einer Flaclie welche 
ans Fn dureli liokere Transformation entstekt. Man wolle liieran fest- 
lialten^ um die Tragweite unserer formentheoretisclien BetracMiingen 
von vornlierein riclitig zu bemessen. 

Der Einfachbeit halber denken wir die Anordnnng so getroffen, 
dass bei 0^=^ Q d. i. bei 0 = 00 kein Verzweigiingspunkt der Flacbe 
Fn gelegen ist, was ja notigenfalls durcli lineare Transformation des 
0 leicht erreickbar ist. Dann ist unmittelbar evident, dass die „Foriii" 
02 der Flacke Fn auf derselben insgesamt n einfacke Niillpunkte kat, 
iind man folgert daraus okne weiteres den allgemeinen Satz: Fur 
eine 0ur Fldche geMrende algebraisclie Form Dimension ubertrifft 
die Gesamt 0 alil einfaclier Nullpmikte auf Fn u.m den Betrag nv die Ge- 
samt0alil einfaclier UnstetigTceitspunUe. 

Diejenigen nnter nnseren Formen, welcke iiberkaupt nickt unend- 
lick werden, bezeicknen wir jetzt als gan 0 e algebraisclie Formen der 
Fldche Fn* Infolge des eben abgeleiteten Satzes wird eine gan 0 e alge- 
hraische Form Dimension insgesamt nv einfacJie Nullpunkte auf Fn 
besif 0 enj einen Betrag, den wir in ublicker Weise als Wertigheit der 
fraglichen Form bezeicknen. Zu den ganzen algebraiscken Formen 
der Fn gekoren insbesondere die ganzen rationalen komogenen Ver- 
bindungen der ^1, wir wollen diese Ausdrucke kinfort durck g{0^, 
bezeicknen. Aber kiermit sind die fraglicken Formen nock keineswegs 
ersckopft. Erforderlick ist nur, dass eine derartige Form, mit zF'" 
multipliciert, eine ganze algebraisclie Function w von 0 giebt, welcke 
unserem Gebilde angekort, d. i. eine solcke algebraiscke Function tv, 
deren Unstetigkeitspunkte aussckliesslick auf die n bei ^ = oc gelegenen 
Punkte der Fn eingesckrankt sind. Soleher ganzer algebraiscker Fimc- 
tionen, die sick zumal nickt durck 0 rational darstellen lassen sollen, 
kbnnen wir aber auf Grand des Riemann-Roek’scken Satzes gleick be- 
liebig viele nackweisen. Diesem Umstande Rechnung tragend, mogen wir 
die ganzen algebraiscken Formen der Fn allgemein durck G{ 0 i^ 0 <f) be- 
zeicknen; dabei soli die Dimension v in den 0^, 0^ gelegentlick als oberer 
Index am G vermerkt werden, wahrend wir untere Indices zur Unter- 
sckeidung versckiedener Formen unserer Art bereit stellen: GoXz^, 

^2)? ' * Die g\zi,^F gekoren natiirlick alle den ©(^1,^2) 
aber sie stellen nickt die Gesamtkeit der letzteren vor*^). Fur die 
Dimension v = 0 kaben wir naturlick nur die eine Form G^^^ — 1 


Abgeseken von dem sekr speciellen Falle, dass wir mit einer ewblattrigen 
Flacke zu tkun kaben. 
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Oder etwas allgemeiner = const.-, negative Diinensionen kommen 
fiir die gan^en Formen, wie man bemerkt liaben wird, nicht vor. 

Um die Bedeutung der ganzen Formen G(0^^ %) ricbtig zu iiber- 
blicken, wahlen wir nnter den nnserem Gebilde angehorenden ganzen 
algebraiscben Functionen von 0 eine einzelne, Wj ans, welcbe im Verein 
mit ^ einen einzelnen Punkt der Flache Fn zu fixieren gestattet. Die 
Function %v wird nnr bei ^ = 00 unendlicb, und zwar inoge der bocbste 
bierselbst in einem einzelnen Blatte vorkommende Unstetigkeitspunkt 
die Ordnung v anfweisen. Alsdann wird w • eine ganze algebraiscbe 
Form der Fn- Nun ist nacb Voraussetzung jede algebraiscbe Function 
des Gebildes als rationale Function d) von w und ^ darstellbar. 
Indem man aber b) in Zabler und Nenner spaltet, die in w und 
^ ganz sind, und indem man bernacb oben und unten mit einer geeig- 
neten Potenz von 03 multipliciert, ist evident, dass jede algebraische 
Function des Oehildes und demnacli aucJi jede algelraische Form der 
Flache Fn als Quotient meier ganger Formen darstellbar ist 

Mit den G(0i,0^) beberrsclien wir also das Gesamtgebiet der alge- 
braischen Formen unserer Fn- 

Dass librigens, wie bebauptet, unsere eigentlicb formentbeoretiscben 
Uberlegungen durcbaus der particularen Flacbe Fn anbaften, wird man 
zwischendurch bereits bemerkt baben. So ist z. B. die Wertigkeit 
unserer ganzen Formen stets ein Multiplum von n, und n 

bedeutet docb die Blatteranzahl der zu Grunde liegenden Riemann^scben 
Flacbe. Ist F^ eine andere Flacbe unseres Gebildes, erricbtet uber 
der /-Ebene, so konnte man freilicb durcb Abanderung der p. 485 
getroffenen Festsetzungen iiber die Variabilitat der 
/i, der anderen Flacbe den Connex zwiscben den beiden Formen 
theorien der Flachen Fn und F^, obne besondere Mtihe berstellen. 
Indessen liegen derlei Betracbtungen gar nicbt in der Absicbt, 
welcbe man bei der Einfiibrung der Formentheorie uberbaupt be- 
zweckt; dieselben sollen demgemass aucb bier ganz ausser Betracbt 
bleiben. 

Bei der eingebenderen Untersucbung der ganzen Formen 0 ^) 
wird vor allem die Frage aufzuwerfen sein, wieviel linear-tmdbJiangige 
Formen %) bei der einzelnen Dimension v auftreten. Dass bei 

y = 0 Bur die eine Form = const, auftritt, wurde vorbin bereits 
bemerkt. Fur a/ > 0 aber ergiebt der Riemann-Eocb''scbe Satz das 
nacbfolgende Resultat: Es giebt auf der Flache Fn genau: 

(1) nv — p -j- 1 

linear-unahhdngige game algebraische Formen der Dimen-- 
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sion; dabei bedeutet x die Gesamtzabl Imear-unabbangiger ^^Formen^^ 
welche in den n bei = 0 fiber einander liegenden Punkten der jP» 
je im Grade v verscbwinden. In der That ist ja der Quotient you 
und eine algebraische Function der Flache, welche in 

den n Punkten = 0 der Flache je in Ordnungen <; v unendlich 

wird, sonst aber endlich bleibt. Die Mannigfaltigkeit dieser Fiinc- 
tionen ist aber zufolge des Riemann-Roch'schen Satzes gerade durch 
die Anzahl ( 1 ) gegeben. 

Fiir die Darstellung aller ganzen algebraischen Formen 6 r(^ij^ 2 ) 
unserer Flache durch einige unter ihnen liefert nun die Arbeit you 
Dedekind und Weber, Theorie der algebraischen Functionefi emer 
Verclnderliclien^'^'’)^ sehr wichtige Principien; und andrerseits beriihren 
wir uns hier mit Entwicklungen, die in den hierher gehorigen Arbeiten 
Yon Kronecker, tjber die Discriminante algebraischer Functionen einer 
Variabeln, und: Qrundmge einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
Grbssen^'^'^) eine durchgreifende Rolle spielen. Die in Rede stehenden 
Gegenstande kommen freilich bei unseren ferneren Untersuchungen 
explicite nicht weiter Yor; immerhin aber werden wir bald analoge 
Uberlegungen gebrauchen, und es erscheint daher zweckmassig, im 
nachstfolgenden Paragraphen mit einigen Worten auf dieselben einzu- 
gehen. Wir schliessen uns dabei an die Terminologie der Herren 
Dedekind und Weber an. 

§ 6. Darstellung aller ganzen Eormen durcli einige unter 

Lhnen, Satz von der Minimalbasis. 

Weiterhin verstehen wir unter den n conjugiertcn Werten einer 
algebraischen Function oder Form der Flache diejenigen n Werte der- 
selben, welche in n iiber einander liegenden Punkten der Fn statt- 
finden. Sei alsdann w eine ganse algebraische Function der Flache, 
welche definiert ist durch: 

( 1 ) = 

und welche im Verein mit 0 den einzelnen Punkt der Flache zu be- 
stimmen gestattet 5 die Gleichung (1), welche in iv vom Grade ist, 
wird alsdann irreducibel sein. Die n conjugierten Werte yoe w seien 
. . .yWn] aus ihnen bilde man die Determinante: 


*) Es sei gestattet, hier die Bezeichnung der Formm (p , Welche wir erst im 
ubernEchsten Paragraphen einfiihren, vorwegznnehmen. 

^*) Crelle’s Journ. Bd. 92 (datiert 1880). 

’^**)^Crelle’s Journ. Bd. 91 (1881) und Bd. 92 (1881). 
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deren Quadrat die Discriminante A der G-leicliung (1) ist. Da diese 
Gleicliung irreducibel ist, so haben wir in A eine nicbt identiscli ver- 
sdiwindende rationale ganze Function von 0. 

Sei jetzt tv' irgend eine andere algebraische Function der Flache, 
deren conjugierte Werte wir wieder nennen. Es gelten 

dann die n Gleichimgen: 

W[ + IV'^ j 

Id[ -j- W,tWn — t\{0) , 

+ • • • + • 

Man bemerke zum Beweise dieser Gleicbungen, dass linker Hand stets 
eine symmetrisclie Verbindung von n eonjugierten Werten gebildet 
ist; eine solche ist aber in 0 immer rational. Durch Auflosung des 
Gleiekungssystems (3) nacli wi, . . . ergiebt ^ich nun leicht: Jede edge- 
hraische Function tv' der Flache Idsst sich in der Gestalt: 

( 4 ) tv' = r^i^s) -f“ t\{0) * IV -jr [- (0) • 

darstellen^ wo die >'( 0 ) rationale Functioneti von 0 sineV'^. Dabei ist 
diese Darstellimg von iv' zufolge der Irreducibilitat von (1) nur in 
einer emBigen Weise zu leisten. 

Unter v versteken wir jetzt die kleinste positive Zahl; fiir welcbe 
w-0/ eine gan^e Form der F^ wird; diese Form beisse G^b^^ %). 

Indem man hierauf in (2) reebts und links eine geeignete Potenz von 
.:o als Factor hinzusetzt, entspringt leicht der Satz: Jede algebraische 
Form und also insbesondere jede ganBe algebraische Form der Fn Idsst 
sich auf eine eiuBige Weise in der Gestalt: 

(b) -2) + 'G(-i j %) • G + * * * + 

darstellen^ too die r rationale homogene Verbindungen der 0 ^^ 0 ^ sind, Wir 
benennen in diesem Sinne die n Formen 1, G^ G”, . . als eine 

Basis fur die algebraisehen Formen der Fn und bezeichnen diese 
Basis symbolisch durch [1, G, G\ . . 

Den hiermit gewonnenen Begriff der Basis fassen wir gleich noch 
etwas allgemeiner. In der That wahlen wir unter den ganBen Formen 

(5) beliebige n aus, jedoch so, dass die n-gliedrige Determinante der 

*) Jedocli sind mit den r(^) in (4) keineswegs dieselben Funotionen gemeint 
wie im Grleickungssystem (3). 
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dabei zur Geltung komnienden Pormen nicht mit Null 

identiscii ist. Unter clieser Bedingung lassen sick offenhar in den mis- 
geivdlilten Formen GiyG^, . . alle iihrigen Formen der Fn wieder 
in der cliaralderistisclien Gestalt: 

( 6 ) ^2) * G^ “j~ '>2(^1, ^2) * ^2 4 ” * ‘ * " 1 “ ^2) ‘ G,i. 

darstellen^ wir baben also aucb in [^?fj G^y . . Gn\ eino Basis fur die 

Pormen der F^. 

Sind die n conjugierten Werte der Gk fiir den Augenbliek mit 
Hiilfe doppelter Indices durcb Gk^iy bezeicbnet, so bilde 

man die Determinante: 


Gn, 

G^i , . 

• Gjii 

G^„ 

G^2, ■ 

. • , Gn2 

G,n, 

Gsn, . 

. * , Gun 


und benenne deren Quadrat als Discriminante A ((r^ ? . . . ^ Git) der 
Basis [(?!, . . dieselbe ist, wie man aus der bisherigen Entwick- 

lung leicbt entnimmt^ eine nicht identiscii verschivindende rationale ganse 
liomogene Verbindung der 

(8) (t 2, •••,(?„) ==f/(Si, ^ 2 ), 

die eine Dimension > 0 aufivmt 

Bebalten wir die Bezeicbnung fur die ganzen rationalen 

homogenen Verbindungen der so wird, sofern wir gleich 

die eben eingefubrte Basis [Gj^, . . Gn] weiter benutzen wolleBj jeden- 
falls jeder Ausdruck: 

(9) di Gi -f- g2 G 2 • • • "f- 0)1 G ft , 

wenn derselbe nur Homogeneitat in 01 , 1^2 zeigt^ eine ganze algebraische 
Porm der Fn vorstellen. Dieser Satz ist jedoch keineswegs umkebrbar; 
in der That tlberzeugt man sich leicbt, dass es Basen [(?i, G^, • • Gn] 
giebt, in denen die ganzen Pormen der Fn zum Teil nur erst mit nicht 
ganzen Cofficienten r in der Gestalt (6) darstellbar sind. Die bier- 
mit angeregte Prage nacb der Darstellung der ganzen Pormen wird 
nun Yon dem folgenden im Centrum dieser ganzen Tbeorie stebenden 
Satze beantwortet: Fs giebt jedenfalls besondere Basen, in denen sicJi 
alle ganzen For mm G der Fn in der Gestalt (9) darstellen lassm. Eine 
Basis dieser Art benennt Hr. Klein in seiner Yorbin genannten Vor- 
lesung als eine Minimalhasis, eine Bezeicbnung, die wir durcb Bezug- 
nahme auf die zur Minimalbasis geborende Discriminante recbfertigen 
werden. 
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Auf den von Dedekind und Weber geftilirten Beweis der Exis- 
tenz einer Minimalbasis geben wir bier urn so lieber in Ktirze ein, 
weil uns weiter unten^ wie wir scbon andeuteten, die gleicben Gesicbts- 
pimkte unter etwas veranderten Verbaltnissen nocb ofter begegnen. 
Nehmen wir an^ es seien nocb nicbt alle (r in der Gestalt (9) dar- 
stellbar, so giebt es wenigstens eine ganze Form der Gestalt: 

Mr\\ 5^1 + i/2 Go H b (Jn Gn 

wobei nicbt alle gjc zugleicb den Factor (^ 1^2 — ^ 2 %) anfweisen. Zur 
Erleicbterung der Uberlegung denben wir die Gg; * * • ^^^b anstei- 
gender Dimensionenzabl angeordnet und nebmen ubrigens a 2 ^ 0 an 5 
sollte aber a^ — O sein, so wird jedenfalls % ^ 0 sein, worauf man 
nacb einfacber Permutation der Indices von skizzie- 

rende Uberlegung durcbfiibren wird. 

1st die Dimension von durcb V]c bezeichnetj so konnen wir 
vermoge elementarer Division gj^ in die Gestalt setzen: 

( 1 1 ) gj: = (-^ 1^2 — ; 

dabei ist g'j: eine Form ^(^ 1 ,^ 2 ) der Dimension (v^ — 1); und es ver- 
schwinden die n Constanten Ck zufolge der iiber (10) gemachten Vor- 
aussetzung offenbar nicbt alle. Tragen wir jetzt den in (11) gelieferten 
Ausdruck von gk in (10) ein, so ist mit (10) offenbar aucb 


( 12 ) 


Gi -f" ‘ • "b ^ Gn 

^2 — Z.2 aj 

eine game Form der Fn] die , aber sind positive ganze Zablen, 

welcbe die Bedingung , befriedig 

constanten Coefficienten c in der Reibenfolge C; 
sei Cji der erste, der einen von Null verscbiedenen Wert aufweist; als- 
dann ist aucb nocb: 


befriedi^cen, Indem man die 
. . . dureblauft, 


( 13 ) 


g;^ 


fXc Of 


+ 




eine game Form der 

Indem wir Jetzt vom Formensystem G^ , . . . , G,i zum System 
fortgeben, welcbes gegen das erste nur insofern geandert 
sein soll^ dass Gi durcb Gl ersetzt ist, so werden wir zufolge (13) 
aucb in [Gi, G 2 , . . . , G^] eine Basis besitzen. Fur die beiderseitigen 
Discriminanten baben wir aber nacb (7) und (13) offenbar die Relation 

(14) A(Gi, Gg, • • *, Gn) = (^ 1^2 — %%)^- A(Gi, • • *, G«). 

Die Discriminante A(Gi, . . G^) ist, wie iiberbaupt jede Discriminante 

einer Basis ganzer Formen, selbst wieder eine Form g(z^, ^ 2 ), und also 
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war notwendig — -^ 2 ^ 1 ) qiiadratisclier Factor der DiscriminaBte 
Fa iiuu diese letztere Discriminante zufolge ihrer 
Gestalt (8) jedenfalls nur eine begrenzte Anzalil quadratisclier Factoren 
anfweisen kann, so wird man den gekennzeichneten Reductionsprocess 
ancli nur eine endlicJie Anzalil von Malen ausiiben konnen. Am Sckksse 
miissen wir offenbar eine Basis erbalten^ bei welcher keine einzige 
ganze Form mehr die Gestalt (10) aufweisen kann; diese Basis aber 
ist dann gerade eine Minimalbasis^)^ d. b. eine Basis von Meinster 
Discriminante. 

§ 7. FormentheoretisGlie Darstellnngen der Integrale der Flache 

Um fiir die Integrale der Fn den vollen Anschluss an die soeben 
entwickelten formentheoretischen Principien zu gewinnen, bilden wir 
Tins zunachst auf der Blache Fn einen homogenen Differentialausdruck^ 
den wir genau naeh Art des in der Theorie der Modulformen oft ge- 
brauchten Differentials G)^dco 2 — construieren. 

Wir schreiben namlich: 

( 1 ) dt = ^id02 — = — ^^^d0. 

Um mit diesem d^ bequem rechnenzn konnen, verabreden wir folgende 
auf beliebige Ditferentiale der Flache F^ beziigliehe Sprechweise: 

Es werde die Umgebung eines Punktes der F^ vermoge der 
Function w der Flache conform auf die einfach bedeckte Umgebung 
des Punktes Wq der ^-Ebene abgebiidet. In diesem Falle sagen wir, 
das Differential dw sei im Punhte 0 q der Fn endlich und vm Null ver- 
scMeden. Ist aber dw' irgend ein anderes zur Fn gehorendes Diffe- 
rential, so sagen wir, es verschwinde dw' im PimMe 0 ^ der Fn [i-faeky 
falls in m'ster AnndJierung die Ghichung iesteht: 

(2) ^ = const (tv — w^y, 

WO die Constante endlich und von Null verschieden ist. Aus der 
Angabe des Verhaltens zweier Differentiale auf der Flache ist dann 
unmittelbar das Verschwinden und Unendlichwerden der durch ihren 
Quotienten dargestellten Function oder Form abzulesen® 

Stellen wir nun gleich in Ubereinstimmung mit dieser Verab- 
redung das Verhalten des homogenen Differentialausdrucks dt auf der 

'^) In der Kronecker’scben Terminologie druekt sick das Sackverkaltnis 
so aus, dass die Discriminante einer Minimalbasis nur nock wesentliche Factoren 
aufweistj die&elben liefern n'^lick, einzein gleick Null gesetzt, diejerdgen Stellen 
der jsr-Ebene, uber welcken Verzweigungen der Piacke Fn gelegen sind, jede dieser 
Stellen mit der durck die Verzweigungsart bedingten Multiplicitat. 
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Fn fest! Bei s = <x> hat man w etwa = 0-^ zu setzen und findet 
^ g^^dw, hier also bleibt endlieh und von Null verschieden. 
In einem bei 0 = gelegenen Verzweigungspunkte, in we lchem x 
Blatter zusammenhangen, wird man w — Wq mit i/^ Sq identifi- 
cieren konnen und findet: 

Indem wir zwischendurch gleich auch noch die gewohnlichen Punkte 
der Blache ohne Miihe erledigen, ergiebt sich das Eesultat: Fas lio- 
mogene Fifferential meiter Finiension d% ist auf der Flache uberall 
endlieh, dasselbe verschwindet allein in den VermeigungsjgunUen, nnd 
swar ini eifwelnen von der Ordnung (x — 1), wenn in demselben x Flatter 
msaninienhdngen. 

Im Anschluss hieran lasst sich, wie wir beilaufig erwahnen wollen, 
der Begriff der in § 4 erwahnten hanonischen Fldchen leieht an- 
geben. Man frage nach der Existenz einer ganzen algebraischen Form 
^ 2 ); welche auf der Blache genau in derselben Weise verschwindet 
wie dt- Bs giebt natfirlieh hochstens eine Form ^(^' 1 ,^ 2 ) dieser Art 
(von einer multiplicativen Constanten abgesehen); existiert sie aber 
wirklich, so nennen wir die Blache F„ eine kanonische. Der Charakter 
einer kanonisehen Blache kann hiernach dahin angegeben werden, dass 

auf derseTbm ein homogen&r Fifferentialaiisdruck y existiert, der allent- 

halhen endlieh und von Null verschieden ist. Die Gesamtordnung des 
Versehwindens von auf F„ ist: 

(3) (« — 1) = 2iJ — 2 + 2 m, 

WO man den Mer recliter Hand gegebenen Ausdract der links stebenden 
Summe aus Formel (2) in I p. 494 verificieren wolle, Nacb deni Satze 
von der Wertigkeit der Pormen auf Fn wird also die Dimension v von 
y in den die folgende sein: 

* n 

Die Blatteranzahl n einer kanonisehen Pl'ache Fn ist hiernach ein 
Teller von 2p — 2. — Inzwischen verweisen wir wegen der weiteren 
Theorie dieser interessanten Plaehen auf die genannte Abhandlung von 
Klein in Bd. 36 der Math, Annalen"^). 

Zur allgemeinen Flache Fn zuruckkehrend^ stellen wir jetzt leieht 
fest^ dass das Differential dj eines Integrals erster Gattung j auf 

Vergl. ebenda (pag. 23) die allgemeine Begriffsbestimmung der learn- 
nischen Cmvm eines beliebig ausgedelinten Baumes, 
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der Flache iiberall endlich isi Benennt man also im Anschloss 
an I p. 543: 

(4) = 

als eine ,^Form 9^^ oder auch als eine Form erster GaUung der Fn, so 
wird eine derartige Form auf der Fn jedenfalls nur in den Verzwei- 
gungspunkten unendlicli werden, und zwar im einzelnen, allgemein 
zu reden^ von der Ordnung — 1). Znfolge (3) ist demnacli die 
Gesamtordnung des Unend lichwerdens einer Form 9 auf der Fiaelie 
2p — 2 + 2n. Mit Rtieksiclit auf die Dimension ( — 2) von 9 er- 
geben sicb daraufhin aus dem Wertigkeitssatze (2p — 2) Nullpunkte 
fiir 9 auf der Fn] dies ist mit dem beztiglicben Ilesultate von I p. 545 
in Ubereinstimmung. 

Natiirlicb kann man die Formen erster Gattung auch auf indepen- 
dentem Wege definieren. Jede algelraische Form ( — Dimension 
der Fn, welcJie nur in den VermveigiingspunMen unstetig wird, und 0 war 
im eimelnen in einer Ordnung < ist eine Form erster GaUung, Solcher 
Formen giebt es dann auf Fn notwendig gerade jp linear-unabbangige, 
und in ihnen stellen sich die Integrale erster Gattung vermoge der 
Gestalt dar: 

(o) j 


Bei den Integralen driUer Gattung <21?; mussen wir an der oben 
begriindeten Auffassung festbalten, dass wir das einzelne Integral als 
Function der deiden unabhangig veranderlicben Stellen Xj | anseben. 
Indem wir also das DifFerential d^, gebildet fur einen besonderen 
Wert 0 der unabb'angigen Yariabelen, durch d^j bezeichnen^ liaben 
wir zumal fiir unsere Integrale dritter Gattung die beiden „partiellen^^ 
Diflferentiale d^x, zu unterscbeiden. Um von zu einem Aus- 
druek zu gelangen, der sowobl von der Stelle x wie | der Flaclie al- 
gebraiscli abhangt, mussen wir 0 weimal differenzieren und Jiuben in 


eine von den beiden Stellen x und | der Fldche dblmngende algebraische 
Form ( — 2)^®^ Dimension, 

Untersuchen wir jetzt gleich den Gbarakter dieser Form (6) naber! 
Bei stebendem Werte der einen Variabeln wird die Form (6), in 
Abbangigkeit von der anderen Stelle gedeutet, (% — l)-facb 00 in 
jedem Yerzweigungspunkte. Ausserdem aber kann Unendlichwerden 
nur bei Coincidenz der beiden Stellen x und I eintreten^ und zwar ver- 
balt sicb dann die Form (6) znfolge § 1 wie: 
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g-gf; » I 

S£,8Jj («.l. -"8.1,)’ ^ ’ 

WO die ausgelassenen Glieder bei Coincideiiz von x nnd | endlicli 
bleiben. Es wird Mermit evident, dass wir in 


0) — = I) 

eine von zwei Stellen der Elaclie algebraisch abbangende Ftmction von 
folgenden Eigenseliaften baben: sie zoird als Function jeder der heiden 
Stellen im eimelnen VermeigimgspunM (% — V)-facli unendlich, %md sie 
verschwindet lei Goincidenz der ,^Argimente^^ x und | in alien n BldUern 
der Fn je zweifach, mit Ausnahme eines eimelnen Blattes, wo sie endlich 
hleibt. Da sonstige Unstetigkeitspunkte nicbt anftreten, so bleiben 
nach dem Wertigkeitssatze noeb 2p Nullpunkte von ¥ unbekannt. 
Hierbei wolle man bemerken, dass zufolge (7) § 2 die Fnnction ¥ 
noeb unbestimmte Constante entlialt. Jener Pormel entspricbt es 
in der That genau, wenn wir die allgemeinste Function ¥'(ir, |) ans 
irgend einer particularen ¥(a;, |) in der Gestalt znsammensetzen : 

(8) ¥'(«,!) = 4- (ajJs — y • x^), 

If k 


was ja ans (7) § 2 vermoge unserer jetzigen Pormel (7) unmittelbar 
hervorgebt. 

Jede der hiermit erhaltenen Functionen ¥(^, zweier Punkte 
z der Fn soli jetzt als eine zur F^, gehorende Function drifter Oattung 
benannt warden. Es ist leicbt ersichtlicb, dass dieselbe durch die an- 
gegelenen Eigenschaften vollig cJiarahterisiert ist In der That weist man 
umgekebrt leicbt nacb, dass: 


(9) 





dtzdl,' 


’I V 

ein Integral dritter Gattung der ist. Diese Pormel nun liefert uns 
also das formenthewetiselie BUdun^sgesetz fdr die Integrate dritter Gat- 
tung der Flache Fa- 

Die Integrals zweiter Gattung ordnen sich, wie schon im § 1 am 
Schlnsse bemerkt wurde, in den jetzigen Gedankengang einfach da- 
durch ein, dass wir die allein nach der Stelle | differenzieren. 
In der Thai ist: 


( 10 ) 






ein Integral der Fn mit nur eiimn hei | gelegenen algehraischen Un- 
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stetigkeitspmikt erster Ordnuiig. Sollen wir ziir besseren Uiiterscliei- 
dung statt durch | den ,;Paraineter“ des Integrals zweiter Gattung 
durcb t bezeichnen, so tvird sicli aus (9) als formentlteoreiiselies BiMungs- 
gesetB des Integrals meiter Gatkmg Zt das folgende ergeben: 

u 

Dieses Integral ist in 0 ^^ ^2 von mdlter Dimension, dagegen weist es 
in tj^^ t^ die Dimension ( — 2) auf; es ist also niclit eine Function, 
sondern eine Form der Unstetigkeitsstelle t, 

Ist (1) insbesondere das Nornialintegral zweiter Gattung mit dem 
Parameter t, so ergiebt sicb aus (2) § 2 als Perioclenscliema clesselbeii 

0, 0, . . 0 I Q, . . /,), 

wobei die (p die j^normalen^^ Pormen erster Gattung sind. Hier also 
haben wir nun in homogener Gestalt die Resultate von I p. 532 
wiedergewonnen. 

§ 8. Notizen fiber die auf eine ebene Curve zu griindende 

Formentheorie. 

Unter den allgemeinen Ansatzen des § 4 folgte auf den eben be- 
bandelten Fall der Fn derjenige, welcher eine eime Curve zur Grund- 
lage fur die Einfubrung der Formentheorie macbte. Es ist interessant 
zu vergleiclien, in wie weit sicb bei der Durcbfiibrung des biernait 
gemeinten Ansatzes die soeben auf der Fn entwickelten formentbeore- 
tiseben Gesicbtspunkte wieder vorfinden. Dabei betracbten wir aber 
nur den allereinfacbsten Fall, doss ndmlich die ebene Curve singiddre 
Punhie uherJiaupt niclit aufweist. Einzig dieser Pall wird nainlieb bei 
unseren spateren Untersucbungen (im secbsten Kapitel) zur Geltung 
kommen; im ubrigen verweisen wir auf die in § 4 genannten Arbeiten 
liber den fraglicben Gegenstand. Wir betonen bier von vornberein, 
dass der Obarakter unserer nachfolgenden Uberlegungen ein etwas all- 
gemeinerer ist, als er den bier in Betracbt kommenden Entwicklungen 
der Geometer innewobnb Dies kommt sogieicb bei der Definition der 
ganmi Formen zur Geltung; und es ist, wie man leicbt seben wird, 
die fraglicbe Abweicbung von der berkommlicben Darstellung der 
Geometer in dem engeren Anschluss an Riemann bedingt, den unsere 
Uberlegung nimmt. 

Es sei die zu Grunde liegende Curve Ordniing Gn clargestelli 
durcb die Gleicbung: 

( 1 ) /C^l? ^ 2 ? ^3) 

Klein-IE'ricke, Modnlfunctionen. II. 


32 
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Jede algebraisehe FtincUon des Gebildes ist alsdann eine rationale 
bomogene Function Dimension der iT/j und wir definieren dem- 

entsprecbend als die algebraischen Fornien unseres Gebildes die homo- 
genen rationalen Verbindungeni der Xi von beliehiger dimension v. Ist 
eine solche Form auf der Curve Cn uberall endlich, so heisse sie 
eine ganze algebraische Form auf der Cn und werde speciell durcli 
G(xy, a’s, a-j) bezeicbnet. Hierber geboren insbesondere die bomogeneu 
ganzen rationalen Verbindungen der x, die- -wir p(^i, nennen; 

aber es ist zunacbst eine offene Frage, ob neben diesen g aucb iiocb 
Tveitere Formen G existieren mogen oder nicbt. 

Urn den Sinn dieser Frage an einem Beispiel zu ermessen, nebme 
man fiir den Augenblick an, die Curve C^ babe einen Doppelpunkt. 
Auf einer Riemann’scben Flacbe Fm, auf welcbe wir die Cn abbilden 
mogen, wird jener Doppelpunkt swd getrennt liegende Punkte 
liefern; und nun bemerke man, dass in den beiden unterscbiedenen, im- 
Doppelpunkt coincidierenden, Stellen unseres Gebildes Cn jede Form 
g(Xi, X.2, X3) gleiche Werte aufweist. Es lassen sicb aber obne Mtibe 
Formen G{x^ nacbweisen, welcbe an den beiden fraglicben Stellen 
Iceine gleieben Werte aufweisen, und welcbe eben deshalb nicM als 
Formen g(xi) darstellbar sind. 

Im Gegensatz zu diesen Verbaltnissen gilt nun fur unsere singu- 
laritdtenfreie ebene Curve Cn der Satz, dass Hire samtlichen ganzen 
Fcn-men G(Xi) bereits von den g{xi) geliefert werden. Indessen werden 
wir diesen Satz erst nacb Erledigung einiger Zwiscbenbetraebtungen 
beweisen konnen, welcbe letztere ubrigens aucb an sicb wicbtig sind. 

Wir werden vor allem das GesclilecM p unseres Gebildes be- 
stimmen wollen und wablen uns zu dem Ende in der Ebene der Cn 
einen Punkt mit den Coordinaten c,, 63,03 aus, der den beiden folgen- 
den Bedingungen zu geniigen hat: es soli der Punkt (pi) nicbt auf 
der Curve Cn Hegen, und uberdies sollen unter den n(n — 1 ) Tan- 
genten von (c,) an die Curve keine zwei coincidieren, eine Bedinguug, 
der leicbt Genbge gescbieht. Ist («,) irgend ein zweiter Punkt, so 
soli eine dreigliedrige Determinante wie: 

stets abgekiirzt diircli bezeiehnet werden. Man wird daranf- 

bin das Geradenbiiscliel mit dem Centrum (c/) durcli: 

(2) (.-r, , a. 2 , r-i) — g ■ fr,, h, c^) == 0 

clarstelleii kbiiuen, wo die beiden Punkte (ct,), (hi) der Coordinaten- 
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ebene einzig der Bedingung zu genugen liaben^ mit (>, ) iiicbt aiif 
einer Geraden zii liegeii. Umgekehrt stellt: 


^ — r (^1 t ^ ^3) 

(iCj , 1 c 2) 

auf der Cn eine ^^-wertige Function dar, welcbe die On aiif eine ?i-biatt- 
rige Fiacbe Fn abbiidet. Die Verzweigungspunkte dieser werdeii 
von den n{n — 1) Beriibrungspunkten der von (c,) an die Cn gelienden 
Tangenten geliefert, und im einzelnen dieser Pimkte hangen zufolge 
iinserer Annahme stets zicei Blatter zusammen. Kach tekamiten Regehi 
ergiebt sicJi darmis als Geschlecht unserer Bleniann' scJien Fldclie: 

(3) i. - . 


Auf Grund dieser Formal nebmen wir n'^2 an^ um nicbt mit eincm 
Gebilde des Gescblechtes — 0 zu thun zu baben. — 

Das merkwilrdigste Element der auf die On gegrlindeten Formen- 
theorie ist der nacbfolgende bereits von Aronhold'^j angegebene 
Differentialausdruch — (n — 3)^®^ Dimension: 


(4) 


dl 


rf 


(Ci 7 ^ dx ^ } 


CiT., ‘ ^ CXn 


+ Cs 


in welchem die c die Coordinaten irgend eines Punktes in der Ebeno 
der On sind. Man kann leicbt zeigen*'**’^), dass der Wert des Differentials 
d% auf der On unohlidngig von der Austvahl des Punldes (c/) ist Der 
Nenner von d^ vs^ird offenbar auf der On nur in den Beriibrungspunkten 
der Tangenten von {cf) aus verscbwinden. Diese Stellen liefern aber 
gerade aucb die Verschwindungspunkte des Zablers von insoferu 
nur filr diese Stellen die drei Punkte (cf), (x,-), {Xi + dxi) in einer 
geraden Linie liegen. Man findet durcb solcbe tlberlegung^ dass das 
Differential — {n — BW Dimension auf der ganzen Cn ,^endlich mul 
von Null ^verscMeden^^ 

Sei jetzt (x,) irgend eine ganze algebraiscbe Form (n — 3)^®^ 

Dimension der 6^; so wird offenbar • d^ ein ilberall endliclies 

Differential nullter Dimension auf der Cn vorstellen; wir scbliessen, dass: 


(5) 


/= (a-,) -fZI, 


Icings der Curve Cn erstrecM^ ein uberall endliclies Integral llefert uml 
fmden umgekehrt leicht^ dass sich jedes Integral erster Gattung in der 
Gestalt (5) darstellen IdssL Insbesondere bilde man nun die zu den 


Beiliner Monatsberiebte von 1S61. 

Siebe z. B. Clebscb-Gordan, 1. e. pag. 1. 

**'^’**) Hiemacli liefert die ebeno 0^ ein oinfacheR Beispiel einer „kanoniRclieEi“ Curve. 


CKO 



500 Ausfiilinicgen zur Theorie der algeljraisclien Functionen. 


rationalen ganzen Formen geliorenden Integrale j und bestimme 

die AnzaU linear -unabhaiigiger Integrale j dieser Art Da der allge- 

meine Ausdruck im ganzen gerade — p (Jlieder 

liat; so finden wir^ als zu den geliorig^ bereits p unabbangige 

Integrale J; dieses aber heisst: Die ganmi Formen der Dimen- 

sion {n — 3) aiif der On sind hereits dwrcli die in den x,- rationalen 
gmtmi erschopft^). 

Fine einzelne Gleicbung == 0 bat man in der Ebene als 

eine Curve {n — 3)^®^ Ordnnng zn deuten. Der Sinn der ganzen 

Zabl welelie im Riemann-Roch'scben Satze irgend einem System von 
m Pnnkten der Grundcurve On zuerteilt wird, ist biernach der, dass t 
die AnmJil lineay-iindbhdngiger Curven Cn—z welche alle mgleich durch 
jene m Funkte der Orundcurre Mndurchgehen, Wir wolien daraufbin 
gleich abzahlen, wie gross die Zabl t fiir den Scbnitt der Gn mit 
= 0; d. i. fiir das z^-facb. gezablte Schnittsystem der Cn mit der 
Ooordinatenaxe x^ — 0 ist. Fiir v n — 3 haben wir natiirlicJi t == 0. 
Soil aber eine Curve einer Ordnung < n durob die n Schnittpunkte 
der Cn mit der Geradmi % «= 0 geben, so muss sie diese Gerade voll- 
standig entbalten. Man folgert daraus; dass eine 0^^$^ welcbe durcb 
die nv Scbnittpunkte von C« nnd x/ — 0 geht, in die a/-facb zablende 
Gerade und eine zerfallt. Daraufhin ergiebt sich als 

die gesuchte Zahl t im Falle vKn — 3: 


Wir kebren nun zur allgem einen Betracbtung unserer ganzen 
B'ormen zuriick und bestimmen aus dem Riemann-Rocb'scben 
vSatze die AnzaH der linear-unabb&gigen fax die einzelne Di- 
mension V zu nv — p t 1. Tragt man fur p und t die berecb- 
neten Werte ein, so folgt fiir v'>n — 3: 


{n — 1) (it -- 2) , . 
0^^nv — -f 1 , 

wogegeii fiir v < a — 3: 

[n — 1) (t^ — 2) (n — r — 1) {n — v^ 2) 


(3y — nv 


+ 1 


ist. Nacb kurzer Recbnung setzen sieb die so gewonnenen Ausdriicke 
von xxm in die Gestalten: 


'^) Wegen dex BilduBg der Integiale 2^®^xind Qattung sehe man 01ebacli» 
Gordan, 1. e. p. 1 If. Rowie auch Olebsck-Lindemann, Tories, iiher Geomtrie, 
Bd. I p. 789 ff. 
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(7) g., = + j) _ - « + y, _ 3 ^ 

( 8 ) + + invv<n-3. 

Plir V — n — 1 iind n — 2 liefern beide Pormeln (7) imd (8j Jen 
gleichen Betrag; man kann also aneli die Pormel (8) aiif alie v<iu 
bezielien, worauf dann (7) allein noch fiir v > n gilt. 

Aiif der anderen Seite bilde man bei vorgegebenem v die Formen 

Im allgemeinen Ausdruck pfO sind unabbangige 

Ooeffieienten enthalten. Aber man bemerke^ ^dass fiir v^n der ein- 
zeliie Ausdruck auf der On stets die namliche Form liefert wie 

( 9 ) y{v)^giv) 

wobei f die linke Seite der Ourvengleicliuiig (1) ist, wabreiid — 
ein Yollig willkurlicb bleibender Ausdruck {v — Dimension ist. 

Da aber ^0 nock ^ — !L Ooeffieienten enthalt^ so 
konnen wir ohne Anderung der Form ^^0 im Ausdruck des durch Xi 
1 _ Ooeffieienten mit beliebig zu wahlenden Werten 

identificieren. Indem wir zusammenfasseoj folgt^ class die Gesanitmlil 
linear-imahliangiger ^<^0 iei der einzelnen Dimension v gencm die in (7) 
be^, (8) angegebene Anzalil ist, falls wir nur noch nachweisen konnen^ 
dass fill* zwei Ausdriicke ^^0 und gi^^'\ welclie auf der GrundcurYe 
f = 0 die gleiche B'^orm darstelleu; notwendig die Identitat (9) besteht, 
Diese letztere Behauptung wird aber selbstverstandlich durch Hin- 
weis auf den Dmstand, dass die Gleichung == 0 entweder 

identisch erfullt sein muss oder eine Gy darstellt^ welche die Gy als 
Bestandteil enthalt. Es ist auf diesem Wege unser obiger Satz, dass 
aiif der singidaritdtenfreien Gurve On die bereits voUstdndig durch 
die g^^'^ geliefert iverden, zur Eyidenz gebracht. 

Wir haben die vorstehende Entwicklung so ausfuhrlicli gegeben^ 
weil dieselbe bei den sonst iiblichen Darstellungen der Geometer nieht 
in der hier vorliegenden Gestalt zur Geltung gelangt. Die Geometer 
beginnen gar nicht, wie wir hier, mit dem Begriff der allgemeinsten 
algebraiscben Function, die zu einem Gebilde gehort, oder des allge- 
meinsten zugehorigen iiberall endlichen Integrals; vielmehr beginnen 
sie mit den rationalen ganzen Verbindungen der Xi, die wit g nannten, 
und bilden von ihnen aus die Integrale: 

( 10 ) 

deren Anzahl sie p nennen. Dann aber haben sie hinterher die In- 
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Tarianz der so defiiiierten Zalil p, bez. diejenige der Integrale (10); 
gegeniiber rationaler TrausformatioB noch besonders nachzuweisen. So 
nelimen liberhaupt die samtlichen Satze der Theorie bei der Darstellung 
tier Geometer eine ganz andere Anordnung an, xind insbesondere ist die 
FolgO; dass einige Satze, deren Beweise bei ilinen schwer sind, fiir uas 
Her leicht werden nnd umgekehrt. 

Urn ein Beispiel auzufiihreii, so wird fur unsere Cn der sog. Best- 
sats"'^) ausserst selbstverstandlich; wir wollen denselben, wie folgt, 
formulieren: Liegen irgend mvei (im Sinne m% I p. 562) dquivcdente 
Systeme m je m PimUen der Curve vor, und loircl das erste unter iJmeu 
dtirch weitere ^ BimMe der Gn m dem MdlpunUsystem einer Form 
e^gdmen ehen jene ZtisaUpunkte auch das 0 weite 
jener beiden dquivalenten Systeme mi dem NuUpimktsystem einer Form 
Dimension v. Zum Beweise brauchen wir nur auf die 
w-wertige algebraische Function zv zuruckzugehen , deren m Niill- 
pimkte in den m Piiukten des zweiten Systems gelegen sind, wahrend 
die Unstetigkeitspunkte die m Punkte des ersten Systems bilden. Das 
Product * tv ist dann sicher eine ganse Form Dimension und, 
da alle diese Formen bereits durch die rationalen ganzen geliefert 
werden, so ist auch eine solehe. Diese Form die wir 

rum nennen, ist es aber gerade, deren Existenz der Restsatz be- 
hauptet. 

§ 9. Die Primform F(x, y) wad ibre Pundamentaleigensohaften. 

Nacli dem Excurse liber die Formentheorie auf ternarer Basis 
kehren wir zur Placlie F^ und damit zur Formentheorie 
^2 z^ui^dck. Es gilt jetzt, die ilbleitung des wichtigsten Hlilfsmittels 
unserer klinftigen Untersuehungen zu bringen, namlich der zur Flache 
Fn gehorenden Weierstrass’schen Primfunction, die wir jedoch gleich 
in der von Klein angegebenen Weise zur Frimform F{x^ y) aus- 
gestaiten*^*^). 

Zii diesem Ende bilden wir das zur F^ gehorende Integral 
Gattiing mit den Parametern x, y, wobei wir tiber die Normierung 
dieses Integrals Qx,y vorab noch gar keine nahere Bestimmung treffen 
wollen. Das Besondefe soil nun sein, dass wir die Grenzen des Inte- 

Of. die fax' die geometrische Grundlegung der fraglichen Satze fundamen- 
tale, in I oft genannte Arbeit von Brill und Nother, Uher algebraische Func- 
tionen und Hire Anwendung in der Geotneirie, Math. Ann. Bd. 7 (1873). 

Eine sebr grdndiiche Untersuchnng der Primform im Falle der byperellip- 
tischen Gebilde bat Hr. Burkbardt in seinen ,yBeitrdgen mr Theorie der hyper el- 
Uptischen Sigmafunctionenf' geliefert, Math. Ann. Bd. 32 (1888). 
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grals in nnmittelbarer Nalie der Punkte y bez. x auf der Fn wablen, 
so dass es sicb urn den Ausdruck handelt^ wo dx imd dy 

sowie die beziigliclien Integrationswege gegen Null convergieren sollen. 
Von bier aus gelien wir endlicb nocb zur Exponentialgrosse : 


(1) 


E(x, y) = 


^ X, ij 

e 


lim dx = 0, *= 0 


iiber, uud die merkwilrdigen Eigenschaften dieser letzteren zu zeigeu, 
ist unsere uacliste Aufgabe. 

Indem wir vorab z. B. aus (9) p. 496 milhelos die Regel 
(.2) E(^j,x) = E(x,y) 

entnebmen, bemerken wir vor allem, dass die Eigenschaften von E{x,y) 
gegeniiber eindeutiger Transformation der Riemann’sehen Flaelie 
invariant sind, wie denn uberhaupt die Integrale unseres Gebildes 
mit ihren samtliehen Eigenschaften von der besonderen Flache F,,, 
die wir zu Grunde legen niogen, vollig unabhangig sind. Wenn wir 
demnach bei der Untersuchung von E(x,y) fur einzelne Punktepaare 
X, y annehmen, dass weder x noeh y ein Verzweigungspunkt der F^ 
sei, so hat dies gleichwohl ftir das entspringende Resultat unserer 
liberlegung keinerlei Einsehrankung im Gefolge. 

Urn jetzt die Grosse E{x, y) in eine der Untersuchung zugang- 
hche Form zu bringen, gehen wir auf die in p. 483 bewiesene Formel: 


( 3 ) 


n — 1 


^• = 0 


log 


§) Ij) 


zuriick, wo einerseits die n Punkte in der iiber 

einander liegen, andrerseits aber auch die n Punkte . • • ? 
wahrend iiber die Integrationsbahnen die 1. c. gegebenen Bestimmungen 
gelten. In (3) schreibe man nun | y — y lasse sodann auf 

F„ die Stellen in unmittelbare Nahe von x bez. y riicken, 

indem man insbesondere — x dx, = y ~t dy eintragt; die 
Stellen x<'-\ . . . , sind alsdann die (« — 1) hber x gelegenen 

Punkte der p;, wahrend die (n — 1) Punkte i/W, iiber y 
liegen. Formel (3) liefert daraufhin unmittelbar; 


(4) 




wobei wir rechter Hand sogleich die homogene Schreibweise einge- 
fiihrt haben. Weiter aber gewinnen wir fhr E(x, y) die nachfolgende 
Darstellung: 
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( 5 ) 


E\x,y) 


Vi 


i 




WO -wir nun die eiuzelnen Bestandteile rechter Hand nalier zu unter- 
suchen liaben. 

Erstlicli liaben wir im Zahler der rechten Seite (5) das Product 
der beiden Differentiale die fur samtlicbe in Betracht kom- 

mende Punktepaare x, y im obigen Sinne endlicb und nicht-verscbwin- 
dend sind. Hierbei ist nur angenomnien^ dass die Stellen x und y 
nicM gerade Verzweigmigspunkte der sind; aber, wie wir scbon 
vorhin aiiseinandersetzten, involviert diese Annabme zufolge der In- 
varianz der Grosse F{x, ij) gegeniiber rationaler Transformation keinerlei 
Bescbrankung fiir die abzuleitenden Resultate. — Der Nenner in (5) und 
der Exp on entialf actor sind stets endlicli und von Null versebieden^ wenn 
der Punkt x niclit mit y coincidiert und auch zugleich in der F^ nicbt 
liber y gelegen isi Tritt nun letzterer Pall ein, d. b. liegen die Punkte 
X und y in verscbiedenen Blattern der Fn genau iiber einander, so 
fallt einer der Punkte mit y zusammen und einer der Punkte y^^) 
mit X, Enter den (n — 1) Integralen Q im Exponenten (5) bleiben 
also (?^ 3) endlicb, wabrend jedes der beiden tibrigen zufolge § 1 

unendlicb wird wie — log (x — y), Der Exponentialfactor selbst 
wird daraufbin wie (in — yY verscbwinden, d. i. genau in demselben 
Grade wie der Nenner (5), so dass F(x, y) selbst endlich tmd von Null 
verscliieden bleibt. Der Fall der Ooineidenz der Stellen x und y auf 
der Fn ist jetzt allein nocb ruckstandig; tritt derselbe ein, so werden 
alle Integrale im Exponenten (5) einzeln Null, so dass 


(«) 


F{x,y) = r^ 


wild, wo also der Nenner algebraiscb von der Ordnung Mei ver- 
scbwindet. 

Indem vrir die oben fiir die Differentiale erster Ordnung betreffs 
ill res Verscbwindens und Unendlicb wardens verabredete Sprechweise 
sotort aucb auf Differentiale zweiter Ordnung iibertragen konnen, baben 
wir das Resultat: E(x^ y) ist ein von mei Stellen x, y der F^ ahhdn- 
gendes Differential zweiter Ordmmg, welches allenthalben von Null ver- 
sehieden ist; migleich ist dasseWe stets endlich, ausser im Falle der Coin- 
cidem der heidm Stellen x, y, too E^x^y) in der Ordnung Bwei unendlich 
wird, Dass wirklich diese Regel aucb fur die Verzweigungspunkte der 
Fn gilt, wird man jetzt hinterber, wenn man will, am Ausdruck 
(5) leicbt direct bestatigen. In der That wird der Exponentialfactor 
(5) im einzelnen Yerzweigungspunkt ‘x — l)-faeb oo und compensiert 
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solcherweise das (% — l)“fache Niillw^erden von bez. dty gerade 
vollstandig, u. s. w. 

Um wieder zn einer endliehen Grosse der Flache zii gelangenj 
multiplicieren wir das Product — dtx d^y mit dem reciproken Werte 
von E, Dami aber wollen wir der Einfacbbeit lialber gleicli nock das 
Normalintegral TT dritter Gattung an Stelle des allgemeinen Q ge- 
braiicken*'^), und bilden soniit den Ausdruck: 

YrX-{-dx,y-\-dij 

il) -dt^dtje 

Von den Eigensckaften dieses xAusdrucks, die aus denen der drei zu- 
sammensetzenden Factoren nnmittelbar kervorgeken; betonen wir zu- 
nackst nur, dass derselbe bei Coincidenz der beiden Stellen y alge- 
braisck von der Ordnung Mvei versckwindet^ dass er nirgends iinstetig 
wirdj und dass sonstige Nullpunkte nur nock durck die von der ein- 
zelnen Stelle x bez. y allein abkangenden Factoren dlx^dty in be- 
kannter Weise geliefert werden. Bei dieser Sacklage entsckiiessen wir 
uns, aus dem Ausdruck (7) auck nock die Qiiadratwurzel zu zieken 
und gelangen solckerweise zu derjenigen Form 1 oder 

kurz F{x, y)^ welcke wir weiterkin als die mr Flache Fn gelidrende 
Frimform benennen; die Definition derselben ist somit gegeben durck: 

(8) P(x, y) = V — dl^dtj • C J iim fLr = o, = 


und wir mogen aus {b) nebenker auck nock die Darstellung: 
(9) F(x, y) = {Xiy.i — e 


anmerken. 

Die Fundamentaleigensckaften der Primform sind aber zufolge 
der biskerigen Entwicklungen diese: 

1) Sie ist eine von mei Stellen der Fn ailiangende analytische, aber 
niclit nielir algehraiscliej Form der Flache von der Eimension -|- 1 in 
jeder Variahele^ireihe, 

2) Sie ist atif der Flache allenthalben endlich imd stetig. 

3j Sie verschwindet auf der Fn algebraisch in erster Ordnung falls 
X und y coincidieren; ausserdem verschwindet sie im Grade — 1) 
als Function ihres einen Argmnmtes x oder y im eimelnen VermeigtmgS' 


*) In den genannten Arbeiten der Herren Klein tind Bnrkhardt wird von 
der hierin liegenden Specificierung der Primform kein Grebrauck gemackt. Die 
in diesen Arbeiten gebrauckHcke Bezeicknnng Q.{x^y) stellt demgemass die all- 
gemeine Primform vor, der gegennber das im Texte sogleick einznfukrende 
y) die ^transcendent normierten‘‘ Primform liefert. 
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punlvt, (jmis imahhangiy vm der lesmderen Lage des anderen Argumentes 
y hes. x*). Sonstige NnllpunUe dber treten nicJit aiif. 

4) Sind miter den x ciiich gerade ZaUen enfhalten, so ivird die eimelne 
Priniform F(x, y) an den hesUgliclien Versiveigungsstelleti auf vermveigt 
sein. Aler es wird evident, dass sowohl das Product als der Quotient 
sweier Primformen P{x, und P(x, mit specificierten Stellen 
)/(V, auf der F„ wieder alleiithalben unvermeigt ist. Urn derartige 
Verbindungen von Primformen wird es sich aber spater in erster 
Liuie bandeln. 

§ 10. Portsetznng: Periodioitatseigensohaften der Primform. 
Bezielmng derselben zn den '9'-Pnnctionen. 

Um die Periodicitatseigenscbaften der Primform P(go,ij) festzu- 
stellen, denken wir erstlieli y auf der Flacbe irgendwie specificiert 
und lassen x die 2p elementaren Periodenbabnen 5, des kanonisclieu 
Systems nack einander bescbreiben, um in jedem Falle das Verhalten 
von P(x, ij) zu beobackten. Letzteres hangt offenbar wesentlich nur 
von dem Exponentialfactor: 

m e - 

abj und liier miissen wir nim das „Argument^‘’ x + dx sowie den ,, Para- 
meter" X dicht liinter einander iiber eine gerade vorgelegte Perioden- 
balin hinbewegen. 

Aber wir warden, wie man aus den Eigenschaften der Integrale 
dritter Gattung leicht schliesst, zu genau demselben Endresultat gelangen, 
wenn wir vorab bei unverandertem Parameter x das Argument x iiber 
die Periodenbahn hinbewegen und hernach bei festliegendem Argument 
den Parameter x dieselbe Balm beschreiben lassen. Diese Massnahme 
ermoglicht die Anwendung der in §§ 1, 2 entwickelten Formeln, wo- 
bei insbesondere der Satz fiber Vertauschbarkeit von Parameter und 
Argument folgenreich wird. 

Beschreibt das Argument x die Bahn a,, so geht nach (2) p. 479 
das im Exponenten (1) stehende Integral TT iiber in: 

(2) n' = n + 

sofern wir bei der Durchlaufang von a* die Richtung in der richtigen 
Weise gewahlt haben. Statt nun in TT' den Tarameter x die Bahn 
beschreiben zu lassen, benutzen wir den Umstand, dass TT' Vertausch- 

*) Im letzteren Falie summieren sich naturlich die Ordnungen des Verschwin- 
dens, falls x und y zugleich Verzweigungspunkte der Flache sein sollten. 
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barkeit von Parameter nnd Argument erlaubt. Eben desbalb gelangen 
wir zii dem riciitigen ScMusswerte IT", wenn wir in TT', d. i. in 
IT + nocli einmal das Argument iX) tlber die Balm Ui tulireii*, 

aber hierfiir stellen uns (2) p. 479 nnd I p. 530 die notigeii Formelii 
zur Verfiigung, nnd wir gewinnen offenbar: 

(3) n"==n + 4i:r(i,-^ + ^). 


Indem man die einzelne Periodenbahn hi einer analogen Discussion 
uiiterziehtj findet man^ dass FT bei Diirchlaufung derselben am Sclihiss 
seinen x4nfangsAvert wiederannimmt. Durcb Rilckkehr zur Exponential- 
grosse (1) ergiebt sich die Formel: 


(4) 


L {X, y) = e ^ ^ 


' y), 


falls der Punkt x den Weg ai bescbreibt, wabrend E direct in sick 
iibergeht, falls x liber die Baku hi lauft. 

Wenn wir von E(x, y) aus zur Primform selbst zuriickgeken, so 
ist die zusatzlicke Bestimmung zu treffen^ dass nickt nur der Punkt x 
nack Durcklaufung der Periodenbahn wieder seine Anfangslage annehmen 
soli, sondern dass auck die komogenen Variabelen XijX 2 wieder ikre 
ursprllngHcken Werte annekmen mogen. Dann aber gewinnen wir 
von (4) aus unter Riicksickt auf (8) § 9 das Resultat: DurcMdiift x 
die PeriodenhaJm so gelit P(x, y) iiber in: 


to) 


P'{x^ € 






diirchld'uft x die Balm hi, 
Zeiclienwechsel: 


so reprodnciert sich P his anf cinen ekvaigen 


(6) P'(>, ii)= + P O’, y)- 

Hiermit ist der Periodencbarakter der Primform, soweit wir denseibeu 
gebrauchen werden, angegeben. 

Den Wert des Vorzeickens der reckten Seite mussten wir in (5) 
und (6) nnentsckieden lassen. Aker nack den im vorigen Paragrapken 
abgeleiteten Eigensckaften der Primform ist das Vorzeicken dock in 
jedem Einzelfalle eindeutig bestimmt, wenn wir nur neben dem Pe- 
riodenwege von x nock angeben wollen, welcke gesehlossene Wert- 
anderung dabei die eine der komogenen Yariabelen, etwa x^, erfabren 
soil. Dabei merken wir uns vor allem fur spater, dass der Weri des 
fraglichen Vormchens offenhar gam tmabhdngig von der hesonderm Lage 
des y ist Eken deskalb <vird dieses Vorzeicken fiir zwei Primformen 
PiXyy^'^^') nnd P(^x,y^^^j imm&r das gleiche sein, wenn nur x (bez, 
^17 ^ 2 ) beiden Primformen denselben Weg beschreibi 
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Welche Anderung F(x^y) erleidet, falls y bei festem x eine Pe- 
riodenbaliii beschreibt, ist jetzt sofort anzageben. Es ergiebt sicb 
aamlicli aus den Formeln (2) und (9) des vorigen Paragrapben leicbt: 


(7) P( 2 /, x) = — F{x, y). 

DurcUauft also y bei stebendem x die Balin so folgt aus (5): 

( vy ^ii\ 

h -"T/- 


( 8 ) 


y) = + ^ 


'F{x,y), 


wahrend bei Durchlaufung einer Bahn hi die Form F, von einem 
etwa eintretenden Zeichenweclisel abgeseben, in sicb selbst iibergebt. — 
Es ist interessant zu iiberlegeii; was aus der Primform in dem 
Falle wird, dass das Geschlecht der Riemann" schen Fldclie p = 0 ist 
Docb wollen wir bier gleicb im speciellen ^ als zugeborige Haupt- 
function wablen und gewinnen daun aus Formel (9) p. 505 als Be- 
deuking der mgelidrigen Primform: 


(^) — ^21/1, 

ein Ausdruckj an clem die Eigenscbaften der Primform ja in der That 
immittelbar in Evidenz treten. 

Aucb im Falle der Gebilde des Geschleelitcs ^ ~ 1 wollen wir vom 
allgemeinen Ansatze etwas abweicben. Wir werden namlicb bier 
an Stelle des in den Verzweigungspimkten verscbwindenden Diffe- 
rentials lieber das auf der Fiacbe iiberall endlicbe und nicbt ver- 
scbwindende Differential djs verwenden, wo j das zugeborige Integral 
erster Gattung ist. Das bat zur Folge, dass wir auf einer Flache 
p = 1 mit der Brimf unction: 


l/ jrx-\~ dx^y’\-dij 

(10) F{x,y)=^ V^cl3.clj,e 

arbeiten wollen. Setzen wir, um Anschluss an unsere friiberen Be- 
zeicbnungen fur p = \ zu gewinnen, bei stebendem y: 

jxy = ^ TT = CO, 

SO lieferii die Formeln (5) und (6) das Resultat: 


p' 


p, -P'==±p, 


und das sind, bis auf das sicb unserer Beurteilung zunacht ent- 
ziebende Vorzeicben, dieselben Formeln, welcbe das Verbalten der 

Function , rj gegenllber Periodenwegen cbarakterisieren (cf. I 

p. IGl). TJberdies ist bier, bei 2> = 1, F{x^y) eine Function der F^j 
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die auf dieser Placlie nur einen einzigen, bei = 0 gelegenen 
punkt erster Ordnung aufweist. Es ergieht sich damns die IdenMtdt: 

( 11 ) P(iK,^) = C-^l (-“,5-), 

WO c eine von u tmdbhdngige Zalil isty die ivir unbestimmt lassen. 

Der liiermit erkannte Zusammenliang der Primform mit der 
Function im Falle p == 1 liefert einen interessanten Ansatz ancb fiir 
> 1. Im Falle p>l geschiebt der Ubergang vom Differential zum 
Differential eines Integral-s erster Gattung^ ebenso wie beij)=lj durcli 
Multiplication von d^ mit der beziigliclien Form 9 ?, Aber man bedenke^ 
dass das einzelne (p auf (2p — 2 ) beweglicbe Nullpunkte hat. 
Fails wir also, dem Ausdruck ( 8 ) p. 505 der Primform gemass, irgeiid 
einen Factor anbringen wurden, miisste das Product an gewissen 
2p — 2 Stellen von Fn verzweigt sein. Wir entschliessen uns bei 
dieser Sachlage, nur solche Formen 90 heranzuziehen^ deren 2p — 2 
bewegliche Nullpimlcte m Faaren an (p — 1) Stellen ,deT FldcJie coiml- 
dieren. Aus der Theorie der Zweiteilung der zu unserem Gebilde ge- 
liorenden AbeFschen Functionen^) folgt, dass es 2^'“”^ (2^ — 1) parti- 
culare Formen <p dieser Art giebt, Im Raume Bp^i der Normalcurve 
der (p (cf. I p. 569) wurden diese specielien Formen (p solche Ebenen 
liefern, welche die Normalcurve uberall da, wo sie dieselbe treffen, 
gleich beruhren-, fiir p = 3 erhalten wir z, B. die 28 Doppeltangenten 
der ebenen Curve vierter Ordnung. Eben dieserhalb bezeichnet man 
jene 2^^“"^ (2^’ — 1) verschiedenen Formen (p auch wohl als JBeruhrungs- 
formen cp der Flache 

Man wahle jetzt aus den 2^"~^(2^ — 1) Formen (p^ eine einzelne 
aus und bilde den Ausdruck yq)^ (py • F(a), y). Derseibe ist vor allem 
von nullter Dimension so wohl in wie ^ 2 ; er stellt also eine 

von zwei Stellen der Flache abhangende Function derselben dar, welche 
das Periodenverhalten der Primform teilt. In den Yerzweigungspunkten 
bleibt unsere Verbindung y(pa:q)y*F{Xjy) endlich und nicht-verschwin- 
dend, wie dieselbe denn auch auf der ganzen Flache stetig ist. Aber 
neben dem Nullpunkte x — y treten bei stehendem einen Argumente 
X oder y fiir das variabel gedachte andere Argument noch gewisse 
(p — 1 ) auf der Fn festliegende Nullpunkte erster Ordnung ein, eben 
die Nullpunkte unserer Beriihrungsform 9 ?, die vorhin ausgewahlt wurde. 
— Und nun ist das Interessante, dass wir in dem Ausdruck nullter 
Dimension bis auf einen von x und y unabhangigen 


*) Cf. Clebsch-Gordan, 1. c. p. 264. 
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Factor c (der wieder uiibestimBit bleibe), dkect eine jener 2^’“ ^(2^—1) 
Thefafunctionen von ungerader Charahtmstih vor nns seJien: 

( 12 ) ^ ■ Vvrfpv ■ y)*) 

>J V 

Wir haben diese Ent wield ung nur soweit gegebeD^ nm AiiscMuss 
an das sonst gebraucMiclie Hiilfsmittel der Thetafunctionen zii gewinnen. 
Bei nnseren eigenen weiteren EntwicMungen wollen wir aber immer 
nur yon der Primform selbst Gebrancb macben. Es stellt uns die 
Primform JP{co^y) den Bestandteil vor, weleber den — 1) unge- 

raden Tbetafunctionen der Fn gemeinsam ist, und dieser allein ist 
fernerliin wesentlicb. In der That sind die (jp — 1) „festen^^ Nuli- 

X 

pnnkte, welche %'{S) als Function von x auf der Flache aufweist, 

y 

fur alle weiterhin in Betracht kommenden Zweeke der Verwendung 
der Tbetafunctionen durebaus gleicbgiiltig; sie liemmen vielmebr nur 
gelegentlicb die Durebsiebtigkeit der Deduction. 


§ 11. Darstellung der algebraisclien Punctionen und Integrale 
der Fn durob. die Primform. 

Die centrale Stellung, welcbe die Weierstrass'sebe Primfunction 
in der Tbeorie der algebraiscben Gebilde einnimmt, ist darin begrundet, 
dass sicb vermoge derselben die iibrigen Punctionen des einzelnen 
Gebildes in einer besonders iibersichtlicben Gestalt darstellen lassen. 
In clem wir bei dem Bericbt iiber diese Gegenstande sofort wieder 
formentheoretiscli verfahren, bringen wir als eine erste Yerwendung 
der Prim/bm die Darstellung der algeiraiscJien Functionen der Placbe 
(lurch dieselbe. Sei also w eine m-wertige algebraische Function der 

Fnf deren Nullpunkte bei ,x,,^ und deren Unstetigkeits- 

punkte bei ^ = y^ liegen (wobei naturlicb unter x^^ 2/^ 


tlber die Thetafanctionen und ihre Beziebung zu den algebraiscben Func- 
tionen vergl. man ausser Riemann’s Abbandlung iiber die Tbeorie der Abel’scben 
Functionen aucb nocb diejenige uber das Versebwinden der ^-Functionen in 
Crelle’s Journal Bd. 65 (1865) oder gesamxnelte Werke p. 198 ff. Ausserdem 
kommen bier wieder Giebseb-Gordan, AheVsclie Functionen, und im Ansebluss 
daran die beziiglieben Teiie von Clebscb-Lindemann, Vorlesungen uber Geo- 
metrie, in Betracbt, sowie fiir den Fall des Gesebieebtes p=^B Weber „Theorie 
der AheTsehen Functionen wm GeschlecMe p = 3'‘, Berlin (1876). Als einfiibrendes 
Bncb nennen wir etwa das in Bd. I baufig citierte Werk Neumann’s fiber 
Eiemann’s Tbeorie der Abel’schen Integrale p. 322 ff. 
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im Aiigenblick niclit die liomogenen Variabeleii gemeiiit sind'l Man 
bilde nun den Primformquotienten : 

^ ^ , 2 /i) 2/2) •• • , yj 

nnd untersuclie denselben als Function von ^ auf der Fn> Da im 
Zahler und Nenner die gleicbe Anzahl von Factoren stelit, so liaben 
wir vor allem mit einer Function der Fn zn tbun, weicbe tiberdies 
aiigenscbeinlich gerade in derselben Weise versehwindet und unstetig 
wird wie ii\ Bei Durchlaufung der Periodenbabn 6/ gebt der Quotient 
(1) in seinen urspriinglicben Wert wieder liber; bei Durclilaufuiig der 
Balm Ui aber reproduciert er sicb. bis auf den Factor: 






= e 


2l7T 21 J, 

7 : 


^kVk 


und dieser Factor ist zufolge des AbeFscben Theorems (5) p. 483 
gleichfalls mit 1 identiscb. Da mitbin der Quotient (1) auf Fn ein- 
deutig ist, so wird derselbe die Function tv bis auf einen constanten 
Factor darstellen. Fine m-wertige olgehraiscJie Function w der Fn mit 
den NullpunMen Xm '^nd den TJnstetiglceitspunldcn . . . , 

Idsst sick vermoge der Primform in der Gestalt: 

darstellen, wo e eine von ^ undbhdngige Zalil ist. 

Zufolge (11) § 10 begreift diese Formel (2) jene Darstellung der 
doppelt-periodiscben Functionen Grades durcb die Function cr(?t} 

oder unter sicb, von welcher wir in I p. 157 bandelten. Als 

niedersten Fall aber baben wir nach (9) § 10 in (2) fur p = 0 die 
rationale Darstellung irgend einer algebraiscben Function einer Flaebe 
== 0 durcb eine zugehorige Hauptfunction. Zugleicb ist Formel (2) 
als Verallgemeinerung dieser fur die Flacben p == 0 und p = 1 sehr 
bebannten Darstellungen auf die Falle p > 1 anzuseben, wie denn aucb 
aus (2) der Grund fiir die Benennung ,,Primform^^ ersichtlich ist^). 

Vor allem ist es nocb interessant, die nacbfolgende Darstellung 
des Normalintegrals dritter Gattung durcli die Primform: 

Fiy,n) 


I ‘s, ■ 


los: 


anzumerken, Der Beweis fiir die Ricbtigkeit dieser Formel entspringt 


Wegeu der Darstellnng algebraiscber Formen der Flilrlie durcb die PriBi* 
form sehe man Klein, Math. Atmalen Bd. 36 pag. 14 ff. 
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aus dem Umstande^ dass man an dem anf der rechten Seite (3) stelien- 
den Ansdruck sofort alle ckarakteristischen Eigenschaften des Integrals 
TT|;^ nackweisen kann, wie man leicht ins einzelne zeigt. Die Pormel 
(3) ist deskalb -wiclitig, weil mm die JDefmitionsgleicliung (8) jj. 505 der 
Primform gewisserniassen als Umlcelirung von (3) ansehen hann. Nimmt 
man namlick ^ and in unmittelbarer Nabe von x bez. g an^ so wird 
i ^ X dx, n = y + dij und daraufhin P(x, |) = dtv, Piil, v) = dty 
Mit Rucksicht auf (7) p. 608 ergiebt sich also aus (3): 


von 


wo 


aus 


■rf + dx,y + dy i 

die Definitionsgleiebung 


der Primform sofort aufs neue 


entspringt. 

Aus (3) kann man auch nock fur das Normalintegral meiter 
Gattung die Darstellung gewinnen: 


( 4 ) 


ZV 


d , F{x,i) ^ 

at '■> 


cloch Terweileu ’wir bierbei nicbt mebr langer’*^’). 


§ 12. Vom ITmkebrproblem und seiner Auflosnng. 

Eine zweite Verwendung der Primform baben wir bei der Be- 
sprecbung des Umltehrprollems zu macben, auf dessen Discussion wir 
bier soweit eingelien wollen, dass seine allgenieine Auflosbarkeit ber- 
vortritf'^*'^). Dieses Problem; welches iru Falle des Geschlechtes p—1 
in bekannter Weise zur Einfiihrung der doppeltperiodiscben Functionen 
fttbrt, formulieren wir fiir unsere beliebige Riemann’scbe Flacbe 
7om Gescblechte p vermoge der p Gleicbungen; 

Ti a-o 

) f + f + ' * ' + == ^ 

Cl Ca 

Dabei sollen die jxy---,jp ein System unabhangiger Integrale erster 

Endlicb lassen sick auck noeb die Integrale erster Gattung auf die Prim- 
form beziekeu, indem man die Periodeneigenschaften der letzteren nach dieser 
Ricktung kin ausbeutet. Die Primform ersckeint so als gemeinsame Quelle aller 
auf der Eiemann’scken Placke gewoknlick betrackteteu Punctiouen; wir gekeii 
aber auf diese Auffassung, die Weiers trass Tersckiedentlick in seinen Vor- 
lesungen entwickelt kat, nickt weiter ein. 

Man vgl. betreffs des Dmkekrproblems die. Jacobi’ scke Originalscbrift in 
Bd. 13 von Crelle’s Journ. (1835), sodaim weiter die sckon p. 510 bei Gelegenbeit der 
Tketafunctionen genannten W erke von Clebsck-Gordan,Clebscb-Lindemaun, 
We b e r und N e u m ann. Auf die bezuglicken Entwicklungen von Weierstrass (in 
seinen Yorlesungen, sowie in Crelle’s Journ. Bd. 47 (1864)) kommen wir ini Teste zuriick. 
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Gattung, also etwa nnsere Normalintegrale biiden*, es sollen 
gewisse m auf der Flaclie Fn willktirlich aasgewalilte Punkte seiD^ 
and endlich verstelie man nnter Cp irgendwie gewaHte jp end- 

liclie Grossen. Uiiser Problem sei dann, aus den p Gleichmgen (1) ein 
System wn on Fmikten ocj^, , , anf der FldcJie Fn, m hesUomnen^ so 
dass deoi Gleiehungen (1) dadurch Genuge geschieht 

Nebmeii wir zuvorderst die Existenz einer Losung an^ 

so ist sogleich evident, dass jedes mit ... dqiiivalmte Fiinktsysteon 
der Fn gleichfalls erne Losung von (1) liefert. In der That 
folgt ja aus dem AbeFschen Theorem: 

(2) Jdji + Jdj, -p . . . Jdji == 0, 

a,i afa 

SO dass die p Gleiehungen (1) fiir das System .xi , . . . , xln erfiillt sind, 
falls sie fiir Xm gelten. 

Der gewonnene Satz ist aber auch umkehrbar: Haien wir m 
... j Xm und xij . • x'm ^wei Losuotgen von (I), so sind diese beideoi 
Funhtsysteme der Fn dqoiivalent Dies zeigt man nun mit der Prim- 
form durch die sogenannte Umkehrung des AbeFsehen Theorems (2). 
Es ergeben sich nanilich durch Subtraction der auf die heiden vorge- 
legten Losungen bezogenen Gleiehungen (1) -fiir iinsere beiden Punkt- 
systeme die p Gleiehungen (2) des AbeFsehen Theorems, und eben 
dieserhalb ist 

auf der Fn eindeutig, insofern bei Periodenwegen des 0 Zahler und 
Nenner in (3) zufolge der bestehenden Gleiehungen (2) jeweils den 
gleichen Exponentialfactor annehmen. In (3) haben wir somit (da 
wesentlich singulare Punkte nicht vorkommen) eine m-wertige alge- 
braisehe Function mit den Nuiipunkten . . .^Xj^ und den Unstetig- 
keitspunkten x^',,..,x'm vor uns, so dass diese beiden Punktsysteme 
thatsaehlieh Equivalent sind. 

Bei dieser Sachlage giebt uns, sofern uberhaupt eine Losung von 
(1) existiert, der Riemann-Roch^sehe Satz sogleich die Gesamtheit aller 
Losungen an: sie wird einfach von den oo^n—p+t Punktsystemen gelieferty 
die mit jenem ersten System dquivolent sind. 

Unsere weitere Besprechung bezieht sich sonaeh auf die Frage, 
ob uberhaupt eine Losuug von (1) existiert. Hier aber ist zu be- 
merken, dass fiir m <. p zwischen den Gi jedenfalls Bedingungen be- 
stehen mussen, falls eine Losung existieren soil. Wie die Verhaltnisse 
in diesem Betracht liegen mogen, entzieht sich indessen iinserer augen- 

Ivloin-I’ricke, Modulfunationen. II. '.jo 
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blicklielien Betrachtung; und wir nehmen dieserlialb an. Fur 

tin = p iverden wir sogleich die Existent einer Losung des UmkehrproMems 
mchweisen ¥6nnen. JDamit ist dber mgleich fiir alle Fdlle m>p die 
Losbar'keit hewiesen; denn wir braucken fur m'>p nur etwa 

Xp 1 Cp -{- 1 ; ' * ' } Xjh, 

zu nelimen und die cc^,. ...Xp nach den Regeln des Falles m =j) zu 

bestimmen. 

Die Existenz einer Losung Xm des Unikelirproblems (1) 

ftii* m—p werden wir jeizt vermoge eines von Weierstrass lier- 
rilhreuden Gedankenganges beweisen, den wir sogleicb 'im AnscHuss 
an die unter (4) zu gebende Potenzentwicklung darlegen. Bei dieser 
Deduction werden wir die Yorraussetzung macben mussen, dass die 
p Punkte der F^. kein Specialpunktsystem im Sinne von 

I p. 552 biiden, d. b. dass keine Form 9 ? in diesen p Punkten zugleicb 
verscbwindet. Sollte dies aber zufallig bei den in (1) vorgelegten 
Stellen . ,,Cp zutreffen, so ersetze man sie durch ein System ci, 

Cp^ welches kein Specialpunktsystem vorstellt und scbreibe demen t- 
sprecbend : 

C.; = a + Jdj, + ---+Jcljr 

Cl’ Cp 

Jede Losung des damit formulierten Umkebrproblems: 

p H 

wird dann obne weiteres aucb eine Losung des Problems ( 1 ) liefern. 
Dass aber liberhaupt Systeme zu p Punkten c existieren, die keine 
Specialpunktsysteme sind, sieht man sofort von der Nortoalcurve der 
(p im Raume Bp—i aus: eine ^,Ebene^^ dieses Raumes ist namlich 
dureh (p — 1 ) Punkte bestimmbar, und p Punkte der Curve liegen im 
allgemeinen nicbt in einer Ebene, weil sonst die Normalcurve der 93 
nicbt ;^eigentlieb^^ im Bp^i gelegen sein wiirde. 

Man denke nunmebr um die p Stellen der Flache p 

endliche Bereiche abgegrenzt und benenne auf dem unter ihnen 

durcb einen veranderlieben Punkt. Das Integral gestattet in 

der Umgebung von Ck die Potenzentwicklung: 

(4) 

und wir konnen jenen mdlicheu Bereieb so klein wablen, dass inner- 
balb desselben die p fiir eintretenden Potenzentwick- 
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lnngeii (4) allenthalben convergieren^). Hier ist nwa. — mid das ist 
ein wesentlicher Punkt unserer Deduction — die ji-gliedrige Determi- 
nante | | von Null versckieden: eben diesen Umstand danken 

wir unserer Verabredung, dass die kein Specialpunktsystem 

bilden sollen, wie man solcbes leieM ins einzelne iiberlegen wird. 

Bilden wir jetzt die Integralsummen ( 1 ) fiir = p und - 4 . = g^, 
so werden jedenfalls die Werte dieser Suminen gewisse endliche Be- 
trage, dem absoluten Werte nach; nicht ilbersehreiten konnen. Von 
diesem Umstande geleitet, formulieren wir die Gleicbungen : 


( 5 ) fdj; + - 

Cl 

mit der Bedeutung: 

( 6 ) 


+ fdj, = D,, 

Cp 


Z», = - 


m 


7 


wo m eine hinreichend gross zu wablende gauze positive Zalil sein soil; 
solcbergestalt kann man fiir jedes Di einen absoluten Betrag erreiclien, 
der innerbalb des gerade bezeichneten Wertbereicbs fur unsere auf 
die Ifc bezogenen Integralsummen liegt. 

Um jetzt zunacbst das besondere Umkehrproblem ( 5 ) zu losen, 
tragen wir die Entwicklungen (4) ein und erlialten die p Gleicbungen: 

(7) 2 (li- — c,) + as'- ’ + -••] = zt. 

fiir i = 1, ... f p. Da die Determinante [ | ^ 0 ist, so konnen 

wir nacb Satzen der Reihentbeorie durcb Inversion dieses Gleicbungs- 
systems die p Grbssen in Potenzreiben : 


( 8 ) = 

entwickeln, von denen sich zeigen lasst, dass sie convergieren, falls 
die JBetrage von Dg, . . . , getvisse p endliche von 0 verscMedene 
Zahlen nicht uhersteigen, Ungeacbtet der besonderen Werte, die for 
die Ci gegeben sein mogen, baben wir so, falls nur m als ganze po- 
sitive endlicbe Zabl binreichend gross gewablt wurde, in 


( 9 ) = + 

batsaeblieb ein Losungssystem des lesonderen Umhehrprohlems (5) ge- 
wonnen. 

Nacb Gewinnung dieses Resultates gelingt der Abschluss unserer 
Dntersucbung vermoge einer auch sonst mebrfach gebrauchten Uber- 


*) Betreffs der Bedeutung der Entwicklungsgrdssen (| — c) miissen wir an 
der BestimmuBg von I p. 497 u. f. festhalten. 
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legung’’^^ die auf der Construction einer algebraischen Function mit 
fest gegebenen Unstetigkeitspunkten und mit teilweise fixierten Null- 
punkten berubt. Um fur die Her gemeinte Function die in I p. 540 
abgeleitete Darstellung durcb Integrate 2^^' Gattung zu benutzen, ver- 
stehen wir unter c\, d^y . • . ^ dp{p^^^) irgend ein Punktsystem, welclies 
mit dem (w + l)-faeli gezahlten System der Punkte aqui- 

Talent ist; und zwar mogen Yon den Punkten d keine zwei coincidieren. 
Die allgemeinste + l)-wertige algebraiscbe Function w der F^y 
welche an den Stellen d der Flache je einfach unendiich Avird^ ist als- 
dann nach I 1. c. in der Gestalt: 

(10) ^ = OTo + <^1 H h 

darstellbar^ und bier besteben zufolge des Riemann-RocHscben Satzes 
ftir die Coefficienten a gerade jp lineare Bedingungen, so dass nocb 
{pip + 1) Coefficienten unbestimmt bleiben. Scbreiben wir jetzt vor^ 
dass mp Nullpunkte Yon w auf Fn particulare Lagen haben sollen, so 
hat dies mp weitere lineare Bedingungen fur die a im Gefolge. Dabei 
ist es gleicbgultig, ob diese Nullpunkte durcbgehends getrennt liegen 
Oder in irgend welcben Anzablen coincidieren mogen-, nur hat man 
leicht ersicbtlicber Weise im letzteren Falle von den Reibenentwick- 
lungen der Z neben den Absolutgliedern aucb nocb bobere Potenzen 
bei der Recbnung mit in Betracbt zu zieben. 

Die Yorzuscbreibenden mp Nullpunkte identificieren wir nun mit 
dem m-facb genommenen System der in (9) berecbneten Punkte 
Es kann sein, dass die Verbaltnisse der Coefficienten a dadurcb gerade 
eindeutig bestimmt sind; es kann aber aucb sein, dass die mp linearen 
Bedingungen nicht you einander unabhangig sind, und in diesem Falle 
wable man w unter den Yerscbiedenen Moglicbkeiten particular aus. 
Die so gewonnene Function w wird dann aber nocb weitere p Null- 
punkte auf Fn besitzen, und diese Punkte nennen wir Xi,X2y , . .yXp. 
Alsdann baben wir nacb dem AbeVschen Theorem die p Gleicbungen: 

(Hi 

A: =5=1 Cj, fc=:l Cf. 

Denn in der That bilden zufolge der Existenz jener Function w die 
j)(m+l) oberen Grenzen in (11) ein mit dem (w -f- l)-fach ge- 
zablten System e^, , . ,y Cp ^uivaleixtes Pimktsystem. Hierbei haben wir 
in (11) sogleicb Yon einer sebr speciellen Zuordnung der Punkte beider 
Systeme Gebraucb gemacbt; aber man bemerke, dass eine Abanderung 


Siehe z. B, Clebsch-Gordan, 1. c. pag, 137. 
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dieser Ziiordnmig die j) Integralsiimmen (11) iiur iim ein System 
simultaner Perioden modificiert, welclies man durcli geeignete Aiisge- 
staltiing etwa des Integrations weges von nacli vsrieder ziim Wegfall 
bringen kann, 

Letzten Endes trage man in (11) far die an erster Stelie steliende 
Summe iliren Wert aas (5) and (6) ein and findet; 

p 

( 12 ) ^ Cl, i=l,2,---,p, 

k=l Cf^ 

SO dass thatsdcJilicJi mi System der FunMe ...yXp die gesiichte 

Losimg des UmikeJirprdblenis (1) fiir geivonnen ist Damit ist 

also das in Rede stebende Problem in dem oben in Anssiclit genom- 
menen Umfange wirklicb gelost. 


Eine Frage, die sicb fiir nns jetzt an die mannigfaclien Gesicbts- 
pnnkte des vorliegenden Kapitels nnmittelbar anscHiesst, ist die, wie 
sicb dieselben im Gebiete der Tbeorie der Modulformen anwenden 
and ausgestalten mogen. Wir konnen indessen auf die biermit ge- 
gebene Problemstellung, wie wir scbon gelegentlicb andeuteten, erst 
im iibernacbsten Kapitel eingeben, da wir vorab unsere allgemeinen 
functionentbeoretiscben Entwicklungen erst nocli uacb einer anderen 
Ricbtung auszubauen babeu. 



Zweites Kapitel. 


xlllgemeiiie Tlieorie der algebraisclien Correspondenzen mid des 
Correspondenzprincips. 

Um spaterhin innerhalb der Modullehre die besonderen Corre- 
spondenzen der Transformation stheorie mit Erfolg bebandeln zu konnen^ 
gehen wir bier znnacbst auf die allgemeine Theorie der algebraiscben 
Correspondenzen naher ein, wie sich dieselbe zumal in neuerer Zeit 
herausgebildet bai 

Die Tbeorie der Correspondenzen untersucbt das auf Grand ana- 
lytiscber Gesetze geregelte Entsprecben von Punkten auf algebraiscben 
Curven, wie wir es in unseren scbon friiber (p. 156) besprocbenen 
speciellen Beispielen von Modular correspondenzen zu betraebten batten. 
Bs verdankt die Tbeorie der Correspondenzen ibre Entstebung den 
Gedankenentwieklungen der Geometer; in der That ist es Cbasles^) 
gewesen, welcher um 1864 zuerst besondere Dntersucbungen (iber 
derartige Correspondenzen auf algebraiscben Curven anstellte, und 
welcber fiir den in unserem Sinne sebr beschrankten Bereicb seiner 
Betrachtung dasjenige Theorem formuliertCj welcbes wir weiterbin als 
jjCorrespondenzprincip^^ kennen iernen werden. Die Beschrankung der 
Cbasles'scben Untersucbung aber bestand darin, dass das Geseblecbt p 
der Grundcurve, auf welcher Correspondenzen betracbtet werden, gleicb 
Null ist. Die Erweiterung des fraglicben Correspondenzprincips auf 
Curven eines boheren Gescblecbtes wurde dann von Hrn. Cayley*^**) 
obne Beweis gegeben und spaterhin durcb Hrn, zuni Nach- 

weis gebracbt. 

Siehe die Comptes rendus der Pariser Akademie vom 27. Juni 1864. 

On the correspondence of two points on a curve, Proceedings of the London 
mathematical society (1866); Second memoir on the curves, which satisfy given 
conditions. Philosophical transactions (1868). 

Tiber Entsprechen von FunJctsybtemen auf einer Curve, Math. Ann. Bd. 6 
(1873); Tiber die Correspondemformel , Math. Ann. Bd. 7 (1874). Hr. Brill ist 
spaterhin in zwei Arbeiten Math. Ann. Bd. 31 (1887) und Bd. 36 (1890) auf die 
Correspondenztheorie zuruckgekommen Yergl. auch die neuerdings erschienene 
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ludessen war bei dem liiermit erreicliten Enfcwicklungsstadimn der 
Correspondenztheorie^^) eine specielle Classe Yon algebraisclien Oorres- 
pondenzen aiif besonderen algebraisclien Ourven dem Verstandnis nocli 
unzuganglicb geblieben^ und bier war es erst den Riemann schen 
Methoden Yorbebalten, die fiir das Gesamtgebiet der algebraischen 
Oorrespondenzen erschopfende Aufklarung zu geben. Diesen ent- 
scheidenden Scbritt in der Correspondenztbeorie getban zn baben, 
ist das Verdienst des Hrn. Hurwitz^). Dnrcb Verwertung der zor 
Grandeur ve geborenden Integrate erster Gatkmg, welcbe in Hurwitz 
Hand bereits vorher bei den Modularcorrespondenzen zu iiberraseben- 
den Erfolgen gefubrt batten, gelang es ibm, fiir die allgemeine Cor- 
respondenztbeorie immer giiltige Grundlagen zn gewinnen. Insbesoiidere 
warden dabei jene bis dabin unzuganglicb gebliebenen Oorrespondenzen 
ibreni Wesen nacb Yollig aufgeklart; wir werden dieselben weiterbiu 
als singular e Oorrespondenzen kennen lernen. 

Fiir uns kommt es ganz wesentlicb nur auf die Hurwitz^sebe 
Tbeorie an. Diese allein soil also weiterbin entwickelt werden; frei- 
licb werden wir uns dabei mebrfache Abweichungen von der ursprung- 
lieben Hurwitz^seben Darstellung eidauben, die aber nur methodisebe 
sincl. Vor alleru mag sogleicb bervorgeboben sein, dass wir an Stelle 
der von Hrn. Hurwitz verwendeten ^-Function allentbalben die Prim- 
form gebraueben werden, was nacb den beziiglichen Bemerkungen im 
vorigen Kapitel unmittelbar gerechtfertigt ersebeint. Ebe wir ubrigens 
Hurwitz’ allgemeinen Ansatz formulieren (in § 2) und dann waiter 
entwickeln, sollen in § 1 einige vorbereitende und. einleitende Betraeb- 
tungen gegeben werden. 

§ 1. Von den Oorrespondenzen tind dem Correspondenzprineip 

der Geometer* 

Die Fragestellung der Geometrie, welcbe zum Ausgangspiinkt der 
Correspondenztbeorie wurde, konnen wir in der folgenden Art angeben: 
Auf einer ebenen Grundcurve Cn der Ordnung seieii 
und 2/i; ^ 2 , 2/3 Coordinaten irgend zweier Pimkte. Dieselben sollen 
an die Bedingung: 

Arbeit von Zeuthen in Bd. 40 der Mathem. Annalen (1892), wo man mannig- 
facbe sonstige Citate findet. 

Von welcbem insonderbeit die oft genannten Yorlesungen liber Geometrie 
von Glebsch-Lindemann ein vielseitiges Bild entwickeln. 

Uber algehraisclie Gorrespondenmi tmd das verallgemeinerte GorrespondefK- 
princip, Bericbte der Kgl. Sachs. Gesell. d. W. vom 11. Jannar 1886, wieder ab- 
gedruckt in den Matbem. Ann. Bd. 28 p. 561 ff. 



520 Allgemeine Theorie der algebraiscben Correspondenzeia, 

(1) Oip\) ^2? ^3 i Vif 2 / 2 ; ^ 3 ) ~ ® 

gebundeii sein, wo cf {p(^ \ y) ©iue ganze i^ationale Panction der Xi iiud 
2 /,- ist, die Homogeneitat in jeder der beiden Variabelenreilien zeigt. 
Fur stebenden Piinkt x wird alsdann (1); in den laufenden Coordinaten 
y gedeutefc, eine neue Curve darstellen, and die Scbnittpankte ij dieser 
letzteren mit der Grandcarve Cn sind es, welche dem Pimkte a; cor- 
respondieren sollen. Die so begriindete Correspondenz aaf der Gn lasst 
sick sofort aach invertieren, eben dadurcb, dass wir den Pankt y als 
steliend annebmen and die Scbnittpankte der in den x gedeateten 
Curve (1) mit der Grandcarve aafsuchen. 

Zar Erlaaterung betracbten wir ein einfacbes Beispiel aas der 
Thfeorie der Carven dritter Ordnang, das ans zagleicb mit einer in 
der Theorie der Correspondenzen setr friib bemerkten wicbtigen Er- 
scbeinung vertraat macben soli: Darch /* = 0 sei eine ebene Curve 
di'itter Ordnang C 3 des Gescblecbtes p —1 dargestellt. In einem be- 
liebigen Punkte Xi derselben zieben wir die Tangente, welcbe nocb 
einen weiteren Pankt, namlicb y^^ aaf der aasscbneidet. Fiir die 
hiermit begriindete Correspondenz laatet die Gleicbung ( 1 ): 

Betracbtet man nan die linke Seite von (2) als Form aaf der so 
wird bei stehendem x diese Form offenbar drei Nallpankte baben, 
von denen dber stets mei mit dem geivdlilten Fmihte x coincidieren. Aber 
wir wollen docb, wie scbon angedeutet, nur jenen dritten, von x^ ver- 
schiedenen, Scbnittpankt der Tangente (2) mit der 0^ dem Punkte 
Xi correspondieren lassen. 

Wir lernten an diesem Beispiel die bereits erwabnte, aach scbon der 
alteren Correspondenztbeorie sehr bekannte Erscbeinang kennen. In 
diesem Sinne werden wir unter Riickgang zar Gleicbang ( 1 ) jetzt gleich 
annebmen, dass hei stehendem x tmter den einfaehen NullpunMen der in y 
gedeuteten Form gix \ y) stets eine gewisse An 0 ahl — sagen wir w — mit 
X coincidieren; nur die ubrigen NuUpunkte, deren Zahl cc sei, seUen wir als 
dem X correspondierend. Diese Zahl w aber, die, wie wir nocli sehen 
werden, einen wesentlichen Charakter der gerade betrachteten Corre- 
spondenz angiebt, bezeichnen wir mit Hrn. Brill als WertigTceit der- 
selben. Indem wir gleicb aach die inverse Correspondenz betracbten, 
bei welcber der Pankt y gegeben ist, wird offenbar g{x \ y) als Form 
der Stelle x im Pankte y aach einen z{ 7 -facben Nullpankt baben; aber 
wiedeft' nur die ubrig bldhenden ^ NuUpunMe seien diejenigen, welche wir 
der Stelle y correspondieren lassen. So oft es nicbt gerade erforderlich 
ist, die Inversion der Correspondenz za betonen, mogen wir aach beide 
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eben betracbtete Correspondenzen in eins fassen imcl erhalten daiin^ 
was wir liinfort als eine a-^-deutige algebraiselie Corresimidem der 
Werfiglmt tv auf bezeiclinen. 

In beiner Weise ist ansgescblosseo, dass fiir sjpecielle Lageii x 
aucb unter den a correspondierenden Punkten y einer oder mebrere 
mit X coincidieren ; es wird vielmelir fiir uns weiterbin geradezu das 
weseiitlicbste Problem sein, diese speciellen Stellen x anzugebeiij was 
man durch vollsPandige Discussion der Gleicbung g{x \ x) = 0 wird 
tbun wollen. Oline diese Frage scbon bier naber zu verfolgen; be- 
nennen wir durch v die Anzabl derjenigen Punkte x, fiir weicbe in der 
bezeichneten Art wenigstens einer der correspondierenden Punkte y 
mit X coincidiert. Das bereits in der Einleitung erwabnte Correspou- 
demprincip von Cayley uud Brill sagt dann aus, dass die Anzald v 
der Colncidensen tmserer a-^-detitigen Correspondent der Wertigl^elt tv 
gegehen set durch: 

(3) V = « + Wj 

wo p das Geschlecht der Fn ist; wir werden diese Pormel weiter unten 
zn beweisen baben. 

Den hiermit entwickelten Ansatz wollen wir mm allgemeiner ein- 
kleiden. An Stelle der Grundcurve Cn setzen wir vor allem eine Eie- 
mann^sche Flacbe Fn., wo dann zwecks Darstellung der auf der Fn 
zu betracbtenden Correspondenzen an Stelle der rationalen ternaren 
Pormentbeorie x^, x^ irgend eine andere treten darf, z, B. die im 
vorigen Kapitel begriindete algebraiscbe binare Pormentbeorie 
Wir legen dann den allgemeinen Begriff einer ganten algehraisclien Form 
ziveier FldchenpunMe vor, die wir nacb Analogic des friiheren Braucbes 
im Gegensatz zu den rationalen Verbindungen g durcb Gyx, y) be- 
zeicbnen. Es soil G^x^y) eine solcbe Grosse sein, die fiir stebenden 
Wert des einen Argumentes, in Abhangigkeit vom anderen gedeutet, 
eine gauze algebraiscbe Form im friiheren Sinne bildet, wofiir man ein 
specielles Beispiel in der linken Seite der Gleicbung (1) vor Augen hat. 
Es kann zwar in keiner Weise unsere Absicht sein, fiir die Darstellung 
solcber Formen G(Xj y) scbon jetzt die von dem vorigen Kapitel zu 
diesem Zwecke gelieferten Hiilfsmittel wirklicb in Anwendung zu 
bringen; das wird eine Aufgabe sein, die wir weiterbin auf verschiedene 
Weisen zu bebandeln baben, Hier aber soli uns der Begriff der von 
zwei Punkten x, y der Fn abbangenden Form nur erst dazu dienen, um 
vermittelst desselben die eben entwickelten Grundzlige der Correspon- 
denztbeorie einer ersten Verallgemeinerung zu unterzieben. 

Vorab bemerke man nocb, dass die Form ij) sebr leiclit zu 
einer Function der Fn ausgestaltet werden kann, weicbe algebraiscb 
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von zwei Punkteii der Flache’ abhangt. Seien namlicb I und zwei 
particiilare Lageu von x nnd so bilde man folgenden Quotienten: 


(4) 


F{x, y 


N G-{x,y) ^(§, ri) ^ 

^ ~ G{x,ri) 


derselbe stellt, wie man sieht, eine Function der gewiinschten Art dar; 
wir werden Qiiotienten von der Gestalt (4) in der Polge oft wiederholt 
zu betrachten baben. Uni aber die Pimetion (4) in derselben IVeise 
fiir die Definition einer algebraischen Oorrespondenz auf Fn gebraueben 
zu tonnen, wie die Form G(x,y), muss man natiirlicb derartige par- 
ticiilare Punktepaare t] meiden, fiir welcbe (t(|, -j?) mit Null identiscb 
ist. Wenn man will, kann man iibrigens (4) aucb als eine von vier 
Punkten der Fn algebraisch abbangende Function auffasseU; indem man 
aucb I und 7 } als beweglieb ansiebt*, dabei wird dann die Identitat 
besteben: 

(5) • -F(l; n \ y) = F(Xj y \ 7]). 

Die Einfiibrung der Oorrespondenz zwiscben Punkten y der 
Placbe Fn vermoge der Gleicbung F {x, y \ = 0 oder G{x, y) — 0 

gescbiebt nun genau mit denselben Worten wie vorbin im Anschluss 
au die specielle Gleicbung (1). Aucb die Wertigkeit %v unserer Oorre- 
spondenz werden wir genau wie oben definieren, namlicb etwa als 
Anzabl der Nullpunkte x von F oder welcbe sicb bei stebendem 
y immer eben an dieser Stelle y vereint finden. Endlieb kommt 
wieder das Problem der Bestimmung der Coincidenzenanzabl in Be- 
tracbt, und wir werden zeigen konnen, dass fur alle jetzt in Kede 
stebenden Oorrespondenzen das Princip (3) seine Giiltigkeit bewabrt. 

Nun aber mussen wir auf den aucb jetzt nocb sebr bescbrankten 
Cbarakter unseres bisberigen Ansatzes binweisen. Ziinacbst ist ja, wie 
wir eben die Function F{x, y) bildeten^ nur erst angenommen, dass 
F bei stebendem y an der Stelle x — y endlieb bleiben oder in ge- 
wisser Ordnung verscJitvinden sollte. Wenn wir aber mit den Func- 
tionen F{x^y) arbeiten wollen, so bindert docli niebts, aucb solclie 
F{x, y) zu bilden, die etwa fur stebendes y in x gedeutet, an der 
Stelle x = y immer in gewisser Ordnung unendlich werden. Ist w die 
Ordnung dieses Unendlicbwerdens^ so wird man sofort gutbeissen; wenn 
wir der durcli Nullsetzen eines solchen F(Xjy) zu definierenden Oor- 
respondenz die negative Wertigkeit — w zuerteilen. Mit den ganmi 
Formen G(x^ y) der Fn beberrseben wir freilich, wie selbstverstandlicb, 
nur erst die null- und positiv-wertigen Oorrespondenzen; die Aufnabme 
der Functionen oder aber, wenn man so will, die Aufnabme der Formeii 
von gebrochener Ordnung ermoglicbt indes den Fortsebritt zu den negativ- 
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wertigen Correspondenzeia, welcV letztere tibrigens aucli bereits voii 
Cayley und Brill in zalilreicben Beispieleii betracbtet wiirden. Audi 
auf diese negativ- wertigen Correspondenzen bezielit sicli dann das 
durcb Formel (3) znm Aiisdruek gebraclite Cayley- Briirscbe Corre- 
spondenzprincip. 

Aber ancb die so umgrenzten Wertigkeitseorrespondenzen bilden 
ntir erst eine Olasse aller denkbaren algebraischen Correspondenzen; 
ibnen reibt sick nun die andere schon in der Einleitung erwabnte Olasse 
der singuldren Correspondenzen an, denen gegeniiber wir jene aiich 
wobl kurz als die gewohnlichen Correspondenzen bezeicbnen. Indem 
wir aber eine singulare Correspondenz niebt mebr, wie eben, durcb 
Nullsetzen einer algebraiscben Function F(x, y) zweier Flacbenpunkte 
darstellen bez. definieren konnen, werden wir nns bei ilirer Einfiibrnng 
von sebr viel allgemeineren und abstracteren Gesicbtspunkten leiten 
lassen mllssen. Letzteres ist um so mebr geboten, als die spater zu be- 
tracbtenden Modnlarcorrespondenzen in der Mebrzabl der Falle singu- 
lare Correspondenzen sind, wobei iiberdies die seinerzeit zu gebende 
Einfiihrung der Modnlarcorrespondenzen vermoge des o in eine trans- 
cendente Gestalt gekleidet ist. Wir werden demnacb jetzt mit Hrn. 
Hurwitz die Voraussetzungen unserer weiteren Besprecbung gleich 
so formulieren, dass davon alle' denkbaren algebraiscben Correspon- 
denzen, die gewohnlichen und die singularen, gleicbmassig umfasst sind. 
Dies wird dadurcb ermoglicbt, dass Hr. Hurwitz unter vorlaufiger 
Beiseitelassung irgend weleber Ausdrucksformen F{x^y) oder G{x,y) 
die principielle Frage nacb der allgenieinsten algebraischen Abbangig- 
keit aufwirft, die zwiscben zwei Punkten Xj y einer Flacbe Fn be- 
steben mag. — 

§ 2. Der allgemeiae Ansatz. Die fnndamentalen Belationen awvisclien 
den Integralen j, sowie zwischen den Perioden za . 

Von der Biemann^scben Flacbe Fn uber der ^-Ebene iiebmen wir 
des weiteren an, dass sie ein Geschlecht jp ^ 0 aufweise. Den Fall 
p = 0 wird man iibrigens zwiscbendurch leicbt mit erledigen konnen; 
im Gebiete der Modularcorrespondenzen wurden wir fur ^ = 0 nur 
wieder auf die im vierten Abscbnitt bereits bebandelten Modularglei- 
cbungen zuriickkommen. — Einzelne Punkte auf der Flacbe Fn sollen 
nacb wie vor in dem bisher tlblicben Sinne durcb x und y bezeichnet 
werden. Wir formulieren dann folgende allgemeine Annahmen: 

Zwischen Bivei Stellm der Fn, x und y, soli eine analytisclie Ai- 
Jiangigheit hestehen, dermfolge jedem Fiinhte x der Fn 'bestimmte a Pimhfr 



524 "V"!, 2. Allgemeiue Theorie der algebraischen CorreBpondenzen. 

die %vif 2/ij ^ 2 ? ? * • - 5 2/a nennen^ correspondieren ; die a FiinJcte 
soUen im allgemeinen von x verschieden sein und sollen sicli mit x samt- 
lich stetig auf der Fn lewegen^^). Durcli diese Festsetzungen ist das 
Auftreten weseBtlicli singularer Punkte x fur die analytisciien Func- 
tionen von x bereits ausgeschlossen. Indem wir also sagen^ es sei 
auf der Fn, durcb. die geschebenen Bestimmungen eine cc-deutige Corre- 
spondent definiert; werden wir dieselbe gleicb auch als eine algeiraische 
zu bezeichnen baben. 

Wir invertieren die vorgelegte -OorrespondenZj indem wir die 
einzelne Stelle der Fn als Punkt y fixieren und alle Punkte x siicbeU; 
denen im Sinne der ersten Correspondenz jener Punkt y entspricht. 
Die somit yollzogene Inversion der analytiscben Gesetzmassigkeit y(x^ 
kann fur einen einzelnen Punkt y nur zu einer endlichen Zahl /J von 
Punkten x^ fiibren; fanden sicb namlich unendlicb viele 

Punkte x^ so mussten sicb dieselben wenigstens an einer Stelle der 
Fn baufen und bier ware, der Annabme zuwider, eine wesentlicb sin- 
gulare Stelle filr die y(x), Fanden wir aber einmal einem y insge- 
samt /3 Punkte x zugeordnet^ so zeigt nun die analytiscbe Fortsetzung 
der x(y), dass jedem y genau ^ nnd nur /J FiinMe x correspondieren. 

Indem wir so den Bereicb unserer Untersucbung eingreiizen^ sollen 
nun weitere Bescbrankungen fur die gewonnene a- ^-deutige Corre^ 
spond&nt in keiner Weise eingefiibrt werden. Insbesondere bleibt 
ganz unentscbieden, ob die Correspondenz im bekannten functionen- 
theoretiscben Sinne eine reducibele oder irreducibele ist^ eine Unter- 
scbeidung^ auf die wir nur erst spaterbin bei Specialuntersuebungen 
wieder zuriickkommen. 

Unsere Hauptaufgaben aber sind, filr die vorgelegte Correspondent 
analytisclie Darstellungen m erir ingen, sowie fur die Abtdhlung ihrer 
Coincidental Begeln m entwiekeln. Bei der Lbsung dieser Aufgaben 
werden ^wir nicbt nur klaren Einblick in das Wesen der bereits im 
vorigen Paragrapben vorlaufig getroffenen Fallunterscheidung in ge- 
wobnlicbe und singulare Correspondenzen gewinnen^ sondern wir werden 
zumal aueb die gesamten im vorigen Paragrapben nur erst bistoriscb 
gemacbten Angaben beweisen konnen. 

Um diese Ziele zu erreicben, zieben wir mit Hrn. Hurwitz die 
Integrate erster Gattung der Flacbe JFk beran, und zwar der Einfacb- 

Wir braucben im vorliegenden Kapitel t stets als Summationsbncbstaben 
im Mer gememten Sinne r = 1, 2, • • - ^ a. 

Wir denken was die selbstverst^dlicb als Riemann’scbe Kngelflache, 
damit die Stelien £i? = cx), y^oo fur den Wortlaut dieses Satzes keine Aus- 
nabme notig macben. 
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heit halber die zu einem ansgewaUten kanonisclien Querschnittsystem 
gehorenden Normalintegrale ii, i 2 : • • • > ip- Bei der nachstfolgenden 
Untersuchung spielen die unteren Greiizen der Integrale eine Yollig 
nebensachliclie Eolle; mogen wir dieserhalb nur die oberen Grenzeii 
explicite in die Bezeichnung aufnehmen, indem wir z. B. unter ji(£) 
das Integral ji, gefiihrt von einer beliebig zu wablenden Stelle der Fj^ 
auf irgend einem Wege bis zur Stelle 0^ verstehen. 

Indem wir zur vorgelegten Oorrespondenz zuruckgeheuj bilden 
wir uns die p Integralsummen; 

( 1 ) Ji (vi) + ji (2/2) H F- ji (ycc) 

und wollen dieselben als Functionen der Stelle x interpretieren. Offenbar 
werden wir da p aiif der gan 0 en Fldche endlicJie Functionen der Stelle 
X haben. Urn dieselben aber naber zu untersuelien, lassen wir x 
irgend einen geschlossenen Weg auf der durcblaufen. Am Schlusse 
des Weges werden ancli die a Stellen insgesamt ihre Anfangslage 
wieder angenommen haben, nur dass ihre Reihenfolge im allgemeinen 
eine andere geworden ist. Wenn man aber die dergestalt vollzogene Per- 
mutation der pr in ihre Cyelen auflost, so wird man leicht gewahr, 
dass beim geschlossenen Wege des x die einzelne Summe (1) in sich 
selbst vermehrt um eine Periode von p libergegangen ist. Die dieser 
letzteren Periode zu Grunde liegende Bahn, welche sich aus einzelnen, 
den Cyelen der fraglichen Permutation entsprechenden, Zilgen zu- 
sammensetzt, ist offenbar von dem Index i der besonderen Summe (1) 
ganz nnabhangig. Dem gem ass haben wir als Resultat: Die p Integral- 
snmmm (1), ietrachtet als Ftmetionen der Stelle x^ vermehren sich hei 
einem geschlossenen Wege des x um ein System simuUanm' Periodenf^ 
der 

Die fraglichen p Integralsummen werden hiernach, in Abhangig- 
keit von x, p Integrale erster Gattung der Fn vorstellen; denn wir 
haben mit iiberall endlichen Functionen zu thun, die bei Perioden- 
wegen des Argumentes x additive Oonstante annehmen. Stellen wir 
die gewonnenen p Integrale durch . . .,jp(x) explicite dar, so er- 

geben sich damit die p fur die vorgelegte Corresponden 0 charahteristischm 
Integralrelationen : 

a p 

( 2 ) ^ jiiyr) 

r=l A = 1 

Die jTii sine! liierbei constante Grossen, welche als die massge- 
benden Bestandteile innerhalb der Relation (2) anzuseben sind. Dem- 
gegeniiber sind die p Zahlen jt',- ganz nnwesentlich; sie hangen einzig 
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von den xinteren Grenzen der j ab, welcbe wir uns tibrigens fiir jedes 
eiiizelne in (2) enthaltene Integral particular ausgewablt denken 
konnen. 

Um naliere Angaben tiber die Constanten %i]c abzuleiten, gebeii 
wir auf das kanoniscbe Querscbnittsystem der zuriiek und lassen 
X erstlicb den Schnitt h in geeigneter Eichtung'*') durcblaufen. Das 
Integral ji(x) wacbst dabei um den Betrag 1 (cf. I p. 530); wabrend 
die 2^ — ^ anderen Integrale jki^) unverandert bleiben. Die linken 
Seiten der p Gleicbungen (2) erbalten (wie wir im vorletzten Absatze 
bewiesen) p simultane Perioden als Zawiicbse, und die letztereii haben 
die Gestalt: 


( 3 ) 


+2 Qml '^im j 


WO die h und g ganze Zablen sind, von denen die letzteren, g, von i 
unabhangig sind. Indem wir die Anderung der reebten Seite von (2) 
mit derjenigen der linken Seite identiscli setzen, entspringen fiir die pr 
Goefficientef^i 7t^l der Eelationm (2) die BxrsieUimgen: 

p 

(d:) = hil -f - gml (Jy ^ * *7 p) ? 

VI = 1 

in denen die g,li, um es m wiederholen, gewisse 2p^ ganze Zahlen sind. 

Ein zweites System von p^ abnlieb gebauten Relationen ver- 
sebaffen wir uns dadurcb; dass wir in (2) den Punkt x nunmebr die 
Periodenbabn ai des kanoniscben Schnittsystems im bestimmten Sinne 
durcblaufen lassen. Rechter Hand tritt bei der Relation (2) der 

p 

Betrag Ttik'tki hinzu, wabrend in den linken Seiten dieser Relationen 

wieder ein System simultaner Perioden additiv binzukommt. Sind 
also Hii und G^i gewisse 2p^ neue ganze Zahlen, so haben wir den Glei~ 
chungen (4) die weiteren p^ Relationen anzureiJien: 

p p 

(5) ^ TtaTii = E,i + ^ Gkit.k, {i, 1 = 1,2,- ■■ ,p). 

k = l 

Endlieb bietet sicb die Moglicbkeit; die Grossen jt;* aus den Re- 
lationen (4) und (5) dadurcb ganzlicb zu eliminieren; dass man die 
aus (4) entspringenden Werte von %ik in (5) eintragt. Diese Bechnung 
filJirt auf die p^ GleicJmngen: 


Es ist stets diejenige Ricbtung zn nebmen^ welche vom linken zum 
reebten Ufer des conjugierten Sebnittes fiibrt. 
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p p p 

(6) == Ha "j" Gkltik^ 

k=l k — 1 wt=l k = l 

(i, I = 1, 

dieseTben stellen p-^, imserer Correspondent eigentimliclie, gammhlige Identi- 
tdten tweiten Grades 0 ^uischm^ den F&rioden z der von tins aiisgeivdldfen 
Normalintegrale erster Gattung j vor. 

Die Gleiclinngssysteme (2), (4) und ( 6 ) bilden das wesentliclie 
Fundament der weiteren Untersucliung. Dabei muss man freilicb niclit 
annelinien, dass allein durcb. die letzten Gleicbungssysteme (4) bis ( 6)5 
in denen* die ya nicht mebr vorkommen, die Yorgelegte Correspondenz 
bereits eindeutig definiert sei. Wir werden vielmebr spaterliin selien^ 
dass 2 u dem gleichen Coefficientensystem itijc immer unendlicli viele 
verscbiedene Correspondenzen gehoren. 

§ 3. Von der Gesamtheit der algebraisclien Gebilde des 
GescMeclites p, 

Um die Verwendung der Gleieliungssysteme des vorigen Para- 
graplien fiir eine allgemeine Theorie der algebraischen Correspondenzen 
durclizufubren, miissen wir vorber einen neuen Excurs einscbieben, der 
zum Ziele bat, die Gesamtmannigfaltigkeit aller algebraiscben Gebilde 
eines einzelnen Gescblecbtes p zu iiberblicken und insbesondere die 

Rolle aufzuweisen, welcbe fur |) > 0 die Grossen bierbei 

spielen. 

Piir p — 0 und jp = 1 kommen wir auf sebr bekannte Yerbalt- 
nisse zuriick. Je zwei Flacben des Gescblecbtes p = 0 sind rational 
in einander transformierbar; aber bei p = 1 ist zu diesem Zwecke 
notwendig und binreicbend, dass beiden Flacben der gleiche Wert der 
absoluten Invariante J zukommt. Wdhrend wir also iiberhaupt mir 
ein eintiges Gebilde = 0 Jiaben, existieren gerade 00 ^ Gebilde p — 1, 
alien untersebiedenen Werten des einen Parameters J entsprecbend. 
Man driickt dies nacb Riemann in der Regei dabin aus, dass die Ge- 
bilde p = \ einen ^^ModuV^ Jiaben. 

Es ist uns nun sebr gelaufig, dass man als Modul der Gebilde 
p — 1 nicbt nur die rationale Invariante J gebraucben kann. In der 
That konnen wir an Stelle von J aucb eine irrationdle Invariante 
setzen, wie z. B, X oder ft im ersten Kapitel des ersten Abscbnittes; 
aber namentlicb sei bier nocb besonders betont, dass wir endlicb aucb 
eine transcend&nte Invariante, namlicb den Periodenquotienten m ge- 
braucben konnen. Da kommen dann betrefifs der fiir das einzelne Ge- 



528 Allgemeine Theorie der algebraischen CorrespoiideBzen. 

bilde charakteristisdieii Werte des co die uns seit lange bekannten 
Verhaltnisse der Modulteilimg zur Geltuog, insofern alle aquivalenteii 
G) mm das gleiche Gebilde geben, Man beachte ubrigens sogleicb, 
dass CD nur eine andere Bezeicbnung fur die eine bei p — 1 ein- 
tretende Periode ist. 

Merken wir uns aber vor allem noch; dass die GesamtJieit der 
Gehllde p == 1 eine diircliaus contimiierliche Mannigfaltiglmt bildet^ die 
ivir ein-- dimensional nennen tvollen, insofern die einzelne Stelle dieser 
Mannigfaltigkeit durch den Wert der einen Variabelen J bez. co fixiert 
werden kann. 

Der Fall des Gescblechtes f = 1 wird als Prototyp dienen miissen 
fiir die Gebilde eines beliebigen Gescblechtes ^ > 1. Den tlbergang 
zwiscben den verscbiedenen Gebilden p vermittelt man bier wobl am 
zweckmassigsten dadureb, dass man bei einer ersten Flacbe Fn des 
Gescblechtes p stetige Lagenanderungen der Verzweigimgspunkte vor- 
nimmt. Die bierbei eintretende tfberlegung, der wir nicbt ins einzelne 
nachgeben konnen, sebe man in der in I haufig genannten Scbrift 
KleinS; tiler Biemann's Theorie der algelraischei% Functionen and 
Hirer Integrale, (p. 64 ff.) naeb. Es wird dortselbst unter Benutzung 
der bezeicbneten Massnabme der bereits Ton Riemann aufgestellte 
Satz entwickelt, dass alle algelraisclien Gebilde eines bestimmten Ge- 
schlechtes > 1 oine einmge msammenlidngende Mannigfaltig’keit von 
(pp — 3) Dimensionen bilden. Der hiermifc formulierte Satz gebort zu 
den wicbtigsten Fundamenten der ganzen Theorie der algebraiscben 
Fanctionen. Ubrigens ist die Thatsaebe^ dass aucb bei einem Ge- 
schlecbte jp > 1 alle zugeborigen Gebilde nur eine einmge msammen- 
hdng&nde Mannigfaltigkeit bilden, von Riemann selbst nie ausdriieklicb 
betont. Dieser Um stand wurde vielmebr erst von Klein a. a. 0. auf 
Grand vorangebender geometriscber Entwicklnngen von Lurotb^) und 
0 1 e b s c b **) hervorgehoben. 

Zufolge der Dimensionenzahl (pp — 3) der Gesamtmannigfaltig- 
keit algebraischer Gebilde des Gescblechtes p postulierte Riemann 
(in Artikel 12 seiner Theorie der ^^AbeVschen Functionen^’) die Existenz 
gewisser {Sp — 3) unabbangiger Parameter, vermoge deren man das 
einzelne Gebilde p zu definieren vermag. Die so gemeinten (3jp — 3) 
Grossen, die ^,ModuM^ einer Riemann'scben Flacbe, werden dann bei 
beliebiger eindeutiger Transformation derselben, abnlich wie das 


Note Hher Versweigungsschnitte und QuerscJmitte in einer Biemann'schen 
Blache, Mathem. Aon. Bel. 3 (1871). 

Zur Theorie der Eiemann^scJien Fldchen, Matbem. Ann. Bd. 6 (1873). 
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J Oder das co des elliptisclien Falles, den Charakter der Invarianz 
darbieten. 

Eine directe Definition der (3p — 3) Moduln kann man dadurch. 
geben, dass man in ibnen die dbsoluten Invarianten der Nof'malcurve der 
Formen ip erblickt, den Begriff der Invarianten dabei im bekannten 
Sinne der linearen Invariantentheorie gefasst. Fiir niedere Geschlechter 
p = 2, 3 kann man den hiermit gegebenen Ansatz nocb leiclit dnrcli- 
bilden; man kann dabei neben rationalen Invarianten ^ wie bei|)=l; 
natiirlicli anch irrationals gebraucben ®). Und nun ist es fiir uns ganz 
besonders wichtig, dass wir, dem (o des Falles p — 1 entsprecliend, auch 
die Ferioden xn der Infegrale erster Gattung als transcendenfe Inva- 
rianten Moduln der Gebilde des Geschleclites p lieranBielien Fonnen; 
dieser Ansatz kann dann gleich ganz allgemein fiir beliebiges p ver- 
wendet werden*'^'''"^’). 

Es findet der fraglicbe Ansatz aber seine nnmittelbarste Verwendung 
in der Massnabme, dass man insbesondere die algebraischen Grossen 
des einzelnen Gebildes vermoge einer zngehorigen Function darstellt; 
in den Reibenentwicklungen der vermoge deren man diese Func- 
tionen in der Regel einfabrt, sind namlich die Xi^ gerade ailein die 
ausschlaggebenden Bestandteile. 

Im naberen Verfolg der letzten tJberlegung treffen wir nun auf 
ein sebr merk’wiirdiges Sacbverbaltnis.* Die Anzahl unterscbiedener 


Uber p = 3 insbesondere vergl. man neben der p. 510 genannten Mono- 
graphie von Weber aucb nocb den zweiten Abscbnitt in der gleichfalls banfig 
genannten Abbandlnng von Klein y,Zur Theorie der AheVschen Functionen^^ 
Math. Ann. Bd. 36. Wegen sonstiger algebraiscber Definitionsweisen der Moduln 
vergl. man Bril 1-No ether in Bd. 7 der Mathem* Ann. p. 300—307 (1873); 
eine nene transcendente Definition der Moduln giebt Klein in der Theorie der 
antomorphen Fnnctionen; vergl. Math. Ann., Bd. 19 p. 566 n. f. nnd Bd. 21 
p, 216 u. f. (1882). 

Dock hemerke man, dass speciell die Jiyperelliptischen Gebilde eines he- 
liebigen Geschlechtes p aneh von algehraischer Seite besonders leicht zuganglich 
sind. Das einzelne unter ibnen wird man auf eine zweiblattrige Mache mit 
^2^ + 2) Verzweigungspunkten bezieben, nnd die Moduln sind dann die absoluten 
Invarianten jener binaren Dorm (2p + 2)^^ Grades, dnrcb deren Nullsetzen die 
Verzweigungspunkte gegeben sind, Indem man dnrcb iineare Transformation 
drei Verzweiguiigspiinkte stets an vorgescbriebene Lage bringen, kann, bleiben die 
(2p — 1) xibrigen willkurlicb beweglicb; es giebt also nocb 2p — l „Modn]ii"^ 
Man kann ancb sagen, die (3p — 3) Moduln der bjperelbptiscben Gebilde seien 
bis auf (2p — 1) unter ibnen specificiert, oder endlicb, die bypereiliptischen Ge- 
bilde des Geschlechtes p bilden innerbalb der (3j)— 3)-facb ausgedebnten Gesamt- 
mannigfaltigkeit der Gebilde vom Gescblecbte p ein Continuum von (2|> — 1) 
Dimensionen. 

Klein-iFricke, Modulfimctioiieii. H. 
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ist nach I p. 530 durch gegeben; hierbei miissen, damit 

die '9’-Reiben conYergierea, die imaginaren Bestandteile der ta, welche 
■wir nermen, der Bedingung geBiigen, dass 

(1) H ^ H f" 20p-i,pXp-i Xp 

eine definite, und zwar positive quadratische Form abgiebt (was im 
Falle p = 1 einfach auf die Forderung eines der positiven Halb- 
ebene angeborenden co Mnauslauft). Aber die Einschrankung ¥ > 0 

lasst dem System der Vi-k nocb seine ^ " " ^^che Beweglichkeit 

und diese Zahl stimmt doeb nnr fiir p = 2 und p = S mit der An- 
zahl f3» — 3) der Moduln der Gebilde p. Wir postulieren somit hei 
^ ^ ^ . (p — 2)(p — 3) 

jP > 3 fiir die Xik neben der Forderung ¥ > 0 noch weitere 2 

unabMngige Bedingungen: 

(2) (tu-) = 0 5 • • • , 2) (i>-8) (xa) = 0 , 

2 

welche erfUllt sein miissen, damit die x,k vermoge ihrer dami noch Mei- 
lenden (3f — S)-fachen VariaUlitdt als Moduln fiir das Geschlecht p 
fungieren Mnnen, 

"WsiB di6S6 Bedingungen (2) angeltt^ so liat man nur erst den 
niedersten Fall j) = 4 erledigen konnen, wo eine Eelation zwischen 
den zehn r,-* in BetracM tommt. Es ist in der That Hrn. Schottky^-) 
gelungen^ eine erste Gestalt far diese Eelation wirklich anzugebenj 
und zwar handelt es sich dabei um eine Gleichung zwischen den Null- 
werten der geraden O’-Functionen, die fur die tik einer Flache j> = 4 
stets erfullt ist. Im librigen aber ist die Frage nach der Eigenart 
der Eelationen (2) zur Zeit noch durchaus eine offene. 


§ 4, Von den singnlaren Riemann’schen Flachen. Einteilnng der 
Correspondenzen in singnrare nnd gewohnliche. 

Wir mussten die allgemeine Besprechung des vorigen Paragraphen 
einschalten, um die Bedeutung der Perioden fiir die algebraisehen 
Gebilde des Geschlechtes p in ihrem Yollen Umfange zu ermessenj 
denn die Grossen ta- sind nach den Formeln von § 2 fiir die Oorre- 
spondenztheorie insbesondere von grundlegender Bedeutung. Um 
dies einzusehenj gehen wir wieder einen inductiven Weg und speciali- 


*) Siehe die Abhandlung ,yZur Theorie der AbeVsehen Functionen von vier 
Varidbelen^% Crelle’s Journal Bd. 102 (1888). 
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sieren die Gleichungen (6) § 2 fiir den niedersten Fail p — 1. Wir 
erlialten da, indem wir — co setzen, die eine Gleichung: 

(1) + Qi G)(n — H = 0 

nud sind mit ilir zu genau demselben Ansatze zuriickgefiihrt, den wir 
im vierten Abschnitt (Eap. 5) der Einfulirung jener singiildren Moduln 
m zu Grunde iegen konnten, fur welche complexe Multiplication statt- 
findet. 

So baben wir auch bier wieder die damalige grundlegende Fall- 
unterscbeidung : 

Erstlich kann die Gleichung (1) identisch erfullt sein^ und dies 
triU stets und nur dann ein^ wenn die vier ganmi ZaMen g, h, Gj H 
die drei Bedingungen: 

( 2 ) h^G 

erfuUen. Fiir den Modul m oder J des Gebildes jp = 1 liegt dann 
keinerlei besondere Bescbrankung vor, 

Wenn aber zweitens die ganzen Zablen g,h, ^ • der Bedingung (2) 
nicbt gentlgen, so mussen sie, wenn anders wir in (2) einen fiir uns 
brauebbaren Ansatz baben sollen, in {g, h — G, — H) eine quadra- 
tiscbe Form negativer Determinante bilden. Das Gebilde jp==l, 
Welches wir nun als ein singuldres zu bezeicbnen baben, ist durcb 
die Formclasse (g^h — G, — H) eindeutig bestimmt, und umgekebrt 
gebort zu jeder Formclasse negatiyer Determinante ein bestimmtes 
singulares Gebilde des Gescblecbtes jp = 1. Aus den friiberen Satzen 
aber ergiebt sicb unmittelbar: Innerhalb der contmuierlichen Gesamt- 
mannigfaltigkeit aller Gebilde p — 1 liefern die singuldren Gebilde dieses 
Geschlechtes eine uberall dichte, aber durchaus discrete Mannigfaltigkeit, 
Fiir i? > 1 treffen wir nun analoge, aber weit compliciertere Ver- 
baltnisse an. 

Als einfacbsten Fall baben wir wieder den voranzustelien , dass 
die p^ Eelationen (6) § 2 unabhdngig von den Werten der tu, erfUTlt 
sind, Es ist eine leicbte Betracbtung, welcbe zu dem Resultate 
fiibrt, dass dieser Fall stets und nur dann einfritt, wenn die 2p gamen 
Zahlen ha, Ga einand&r gleich sind: 

(Sij ^11 ^22 ^PP } 

wdhrend alle p(jg — 2) ubrigen gamen Zahlen g^ h, ■ • verschwinden. 
Das Gebilde ist bier wieder in keiner Weise specificiert, d. i. die Ta- 
baben nur erst den immer bestehenden Bedingungen: 

(4) ¥>0, (b, = 0,..-, 

2 

ZU genugen. 

34 ^ 
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Aber indem wir jetzt auch bei allgemeinem p jede Flacbe Fn nad 
damit jedes Gebilde p als ein singuldres bezeichnen; dessen Moduln 
xii eine niclit identiscb verschwindende ganzzahlige quadratiscbe Re- 
lation (6) § 2 Oder mehrere solcbe befriedigen, haben wir offenbar 
fiir diese singnlaren Gebilde des Geschlechtes p eine grossere Reihe 
moglicher Falle zn unterscheiden. 

Es kann sein, dass die Relationen (6) § 2 im Verein mit den 
eben angegebenen Relationen (4) eine Reihe sich nicht widersprechender 
Bedingungen vorstellen, denen man nur durch eine endliche Zalil unter- 
sehiedener Systeme von Werten geniigen kann. Die so gemeinten 
Zahlsysteme ta werden alsdann, insofern sie Losnngen des gammliligen 
Gleichungsystems (6) § 2 sind, einen leicht zu nmgrenzenden arith- 
metischen Charakter haben, wahrend wir freilich bei ^ 4 infolge der 
Gleichnngen (4) den numerischen Charakter dieser speciellen Systeme 
tth nicht ersehopfend anzugeben vermogen, da sich eben die Gleichnngen 
(4) in diesem Betracht zur Zeit jeder Vermutung entziehen. 

Aber das ist wieder nur ein Grenzfall, der dem unter (3) gemeinten 
Falle genan gegenuberliegt. Dazwischen liegt (wenn jp > 1 ist) eine 
Reihe nener Moglichkeiten: In der That mag ja ein einzelnes vor- 
gelegtes Gleichungssystem (6) § 2 im Verein mit (4) die Beweglich- 
keit der auf eine (3p — 3 — p)-fache einschranken , wo jetzt q 
irgend eine ganze Zahl ans der Reihe 1, 2, • * • , ?>p — 2 ist. Die 
Gleichnngen (6) § 2 reprasentieren in diesem Falle q unabhangige 

Bedingungen, so dass sich die ra* in - — q zunachst willkurlich 

bleibenden Grossen mit Hiilfe von Coefficienten darstellen, die einem 
nnmerisch wohlbestimmten Gebiete angehoren. Mit den Bedingungen 
(4) aber treten dann wieder weitere Einschrankungen fiir die ta 
hinzu, deren genauer Charakter uns nicht waiter bekannt ist. 

Die durch ein einzelnes System nicht durchgangig identisch ver- 
schwindender Gleichnngen (6) § 2 definierten singularen Gebilde werden 
bei dieser Sachlage, allgemein zu reden, eine Mannigfaltigkeit bilden, 
die aus einem oder ans mehreren Continuen besteht; nur im aussersten 
E'alle (p = 3p — 3) schrumpfen diese Continua auf einzelne Gebilde 
zusammen. Wir milssen dieserhalb von einer ganzen Classe singular er 
Gebilde des Geschlechtes p sprechen, in welche alle aus der Gesamt- 
niannigfaltigkeit p durch ein einzelnes Gleichungssystem (6) § 2 aus- 
geschiedenen Gebilde zusammengefasst sind. Im Gegensatz zu den 
ubersichtlichen Verhaltnissen des Falles ^ = 1 muss man sich da- 
bei vorstellen, dass sich die verschiedenen Classen singuldrer Gebilde 
in der GesamtmannigfaUigJceit der Gebilde p aufs vielfdltigste durchdringen. 
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Wir werden spaterhin geradezu die Prage aufzuwerfen haben^ wieviel 
verschiedene Classen singularer Gebilde sicb in einein particular ge- 
wablten Gebilde tiberkreuzen mogen. 

Die Tbeorie der singularen Riemann’schen Placben steht in enger 
Beziehung zu alteren Untersuchungen Kroneckers^*) iiber Transfor- 
mation der '^’-Reihen, ein Gegenstand, der spaterbin ausfiibrlicber von 
den Herren H. Weber**) und Frobenius **’*) durcbgefuhrt worden 
ist. Der Ausgangspunkt dieser Untersuchungen ist, wie bereits eben 
angedeutet wurde, die Transformation beliebiger Ordnungen einer ein- 
zelnen '^’-Reihe von p Variabelen, und man fragt^ urn es durch eine 
uns gelaufige Benennung auszudriicken, nach den Fixpunkten der dabei 
auftretenden linearen Substitutionen der Perioden. Das ist also genau 
die Verallgemeinerung jener Fragestellung, wie wir fiir p = 1 oben 
pag. 176 (in den ersten Zeilen) formulierten. Die Fortbildung dieser 
zunachst rein analytischen Ansatze muss, sofern man auch noch die 
Relationen (4) in die Untersuchung einfiihrt, auf singulare algebraische 
Gebilde unserer Art hinfuhren. Inzwischen ist eine weitergehende 
functionentheoretische Durchforschung unseres Gegenstandes nur erst 
filr p = 2 in Angriff genommen, und zwar durch Hrn. Wiltheissf); 
aber man kann nicht zweifeln, dass auch in den weiter folgenden 
niederen Fallen jp = 3, 4, • • • in dieser Richtung noch interessante 
Resultate zu finden sind, die dann zumal auch geometrische Bedeutung 
fiir die zugehorigen Normalcurven gewinnen. 

Die Anwendung der entwickelten Principien auf die Oorrespondenz- 
theorie ist jetzt leicht gegeben. In § 2 ordneten wir jeder Corre- 
spondenz auf einer Flache Fn des Geschlechtes p ein System von 4p^ 
ganzen Zahlen Jiik, Gik, Sa eindeutig zu. Es kann erstlich sein, 
dass diese ganzen Zahlen gerade den unter (3) gemeinten Bedingungen 
geniigen, welche identisches Bestehen aller Gleich ungen (6) § 2 nach 
sich ziehen. Den gemeinsamen Wert der 2p moglicherweise noch von 
Null verschiedenen Zahlen hnj Ga nennen wir — w. Diese ganze 
Zahl w, deren besonderer Wert irgend welcher sein mag, heisse als- 


*) In den Berliner Monatberichten vom 15. October 1866, abgedruckt in 
Crelle’s Journal Bd. 68. 

Uber die Tramformationstheorie der ^ -Functionen , insbesondere derer ron 
drei Verdnderlichen , Annali di Matematica, 2*® Reibe Bd. 9 (1878). 

Uber die principalen Transformationen der O' • Functionen mehrer&r Yaria- 
belen, Crelle’s Jonru. Bd. 95 (1883). 

t) Bestimmung AbeVscher Frmctionen mit zwei Argumenten, bei denen com- 
plexe MuUiplieatiomn staUfinden, Habilitationsscbrifb (Halle 1881), abgedruckt in 
Bd. 26 der Matbem. Annalen, 
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dann Wertig’keii der vorgelegten Correspondenz; letztere selbst aber soil, 
indem wir die Benennungen des § 1 nun im vollen TJmfange wieder 
aufnehmen, als eine gewohnliche oder auch als eiue Wertigkeitscorrespon- 
dem bezeicbnet werden. JDie grundlegenden Gleiehtmgen (2), (4), (5) 
§ 2 einer solchergestalt definierten Wertigkeitscorresponden^ lidben fur die 
Moduln der m Gnmde liegenden Fldclie Fn keinerlei Beschrankung im 
Gefdlge, Es wird uns aber gleicL. im folgenden Paragrapben obliegen, 
zu zeigen, dass die biermit anfs neue gegebene Definition der gewohn- 
licben oder Wertigkeitscorrespondenzen genau mit dem bereits in § 1 
eingefiihrten Spracbgebraucb in Ubereinstimmung ist. 

Geniigen jetzt zweitens die 4j)^ ganzen Zablen g, h, G^ H den 
eben gemeinten Bedingungen nicbt, so baben wir ein System nicht 
durcbgangig identiscb erfiillter Gleicbungen (6) § 2. Alle Corre- 
spondenzen, welche auf eben dieses Gleicbungssystem fiibren, mogen 
wir dann (und zwar wieder in Ubereinstimmung mit dem Sprachge- 
braucb des ersten Paragrapben) in eine Glasse singuldrer Correspon- 
dewen vereinigen. Die Correspondemen der ein^elnen sohhen Glasse 
werden dann nur auf jenen singuldren Fldehen vorhommen konnen, welche 
eben der migeJiorigen Glasse singuldrer algebraischer Gebilde p angehbren. 

Es wird Gegenstand einer weiterbin anzustellenden Untersucliung 
sein mussen, inwieweit innerbalb der biermit gegebenen Grenzen die 
verscbiedenartigen Correspondenzen auch wirklicb vorkommen. Geben 
wir nur vorlaufig an, dass auf einer singiddren Fldche neien gewbhn- 
lichen Gorrespondemen in der That stets auch singulars Correspondemen 
der gerade in Betracht kommenden Classen sicli finden, 

Durch Vorstebendes ist nun gezeigt, worin im Grunde der Fort- 
scbritt der Hurwitz^scben Correspondenztbeorie gegeniiber den friiheren 
Betracbtungen der Geometer bestebt. Eben erst dadurcb, dass neben 
den Eigenschaffcen, die alle^i Gebilden des Geschlechtes p gemeinsam 
sind, vermoge der scbarferen Begriffsbestimmungen der Arithmetih die 
singuldren Gebilde Yolle Wiirdigung und Aufklarung fanden, konnte 
die Correspondenztbeorie ihren principiellen Abscbluss gewinnen. 


§ 5. Darstellung der Wertigkeitscorrespondenzen durcb. die Primform. 

Ableitung der Cayley-BriU’schen Correspondenzfornael. 

Als erstes Ergebnis der Hurwitz'scben Betracbtungen entwickeln wir 
eine besonders einfacbe Tbeorie der Wertigkeitscorrespondenzen y die wir 
der allgemeinen Tbeorie Yorweg nebmen wollen, um solchergestalt 
alle in § 1 betreffs der gewobnlicben Correspondenzen aufgestellten Be- 
hauptungen einzulosen, Sei also auf der zu Grunde liegenden Placbe 
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Fn irgend ein analytisches Gesetz von der in § 2 angegebenen Art 
vorgelegt^ nacb welchem jedem Punkte x der Fn cc mit x stetig sich 
andernde Punkte J/i ; • • * ? 2/a eindeutig zugeordnet sind, und mogen die 
Integralrelationen (2) § 2 dieser «-deutigen Oorrespondenz solche 
Ooefficienten Ttik besitzen, dass die Gleichungen (6) § 2 samtlieh un- 
abhangig von den Werten der tik erfiillt sind. Nacb den vorauf- 
gehenden Entwicklungen ist alsdann Ga = ha — — wahrend alle 
iibrigen g,h, G, H verscbwinden. Indem wir aus (4) § 2 die zuge- 
liorigen itik berechnen, kommt das Resnltat: Fie Integralrelationen 
unserer gewoJmlichen Correspondent der Wertig'keit w lauten: 

PC 

(1) ^ ji (yr) + ^oji (a:) = Tti . 

r = 1 

Wir gehen nun zu dem in § 2 formulierten Plane, iinsere Corre- 
spondenz in irgend einer Weise analytisch darzustellen. Die ganzen 
algebraiscben Pormen G(x,y) des § 1 miissen nns bierbei zur Ricbt- 
scbnur dienen ; wir stellen in diesem Sinne die beiden Stellen Xj y der 
Flache zunacbst als von einander nnabhangig neben einander und 
sucben nacb einer von den beiden Stellen x, y abbangenden Function 
oder Form f{Xj y) der Fnj welcbe bei stebendem x eine a-wertige 
Function oder Form der Stelle y wird, die gerade in den a Punkten 
y = yi^ ' ' ' ,ya einfacb verscbwindet. Nattirlich werden wir bei den 
allgemeinen jetzi vorliegenden Voraussetzungen von vornberein nicbt 
verlangen diirfen, dass f{po,y) eine algebraiscbe Form der Fn ist; in 
der That konnen wir nur erst unter Gebraucb der mr Fn gehorenden 
Primform der gestellten Anforderung genugen. Es gescbiebt dies in 
einfacbster Weise durch das Product: 

(2) f(x, y) = F{y, y^) F(y, y^ ■ ■ ■ P{y, y^), 

wohei freilich die AihangigJceif des f{x, y) von x sich in das in (2) nichf 
in Evident tretende analytische Grnndgesett unserer Correspondent hirgt 

Die Gleichung f(x, y) — 0 stellt nun unsere <^-deutige Correspon- 
denz rein dar, insofern sie namlicb bei stebendem x nur durcb die- 
a Stellen yi, - ya befriedigt wird"^). Aber es ist sehr zu betonen, dass 
auch die inverse Correspondent, welche ^-deutig sei, durch f=0 rein 
dargestelU wird. Soli namlicb f{x, y) bei stebendem Punkte y fiir die 


*) Hierbei sind freilich die festen Rnllpunkte der Primform in den Verzwei- 
gungspnnkten nicht mitgerechnek Bieselben lassen sich, wenn man will, nach 
p. 494 immer dadurch eliminieren, dass man von einer kanonisohen Flache 
ansgeht nnd bei der Construction der Primform mit dem auf dieser F^ existie- 
renden iiberall endlichen und nicht- verschwindenden Differential operiert, 
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Stelle X ~ verschwinden, so muss wenigstens eiuer der Primfac- 
toren (2), etwa der r*®, verschwinden. Dieser Factor verFalt sich dann 
iu der Umgebung der Stelle x^ wie (y — yr), uud es gilt dortselbst 
zufolge unserer Voraussetzungen (Anfang von § 2) eiue Darstellung: 

y,^y = C-,{x — H ; 


WO V eine ganze Zahl > 0 und Cv ^ 0 Durch Inversion dieser 

EntwicHnng wird in der That evident, dass von den § jener Stelle y 
correspondieienden Punkten im ganzen v bei Xq coincidieren, 

falls f{x, y) bei x^ im Grade v verschwindet. — Hierbei ist freilich, 
damit die Entwicklung von (yr — y) die eben gebranckte Gestalt hat, 
vorausgesetzt, dass yr bei Xq nicht anf der Fn verzweigt sei; aber wir 
brauehen den hiermit ausgeschlossenen Fall gar nicht besonders zu 
untersnchen, da er nur in vereinzelten Punkten x der Fn anftreten 
kann (cf. § 2). 

Leistet hiernach fiir die reine Darstellung unserer „o;-/3-dexitigen''^ 
Correspondenz die Form f(x, y) alles Wiinscbenswerte, so kann es 
doch fiir manche Beirachtungen unzweckmas&ig sein, dass f(x,y) auf 
der Flache Fn zwar unverzweigt, aber nicht eindeutig ist. Dieserhalb 
wollen wir f(x,y) in der folgenden Art zu einer eindeutigen Function 
der Fn ausgestalten: Wie in § 1 seien | und ri zwei particulare Lagen 
der nnabhangig veranderlichen Stellen x^y, und es mb gen der Stelle | 
die a Punkte correspondieren; die Anordnung sei so ge- 

troffen, dass 7} weder mit | noch mit einer der Stellen xir coincidiere. 
Vermbge der Primform bilden wir uns dann unter Beibehaltung der 
Bezeichnung (2) den nachfolgenden Ausdruck: 


( 3 ) 


Fix, y\^,7i)^ 


r P(a!,y)P(g,ii) -i« 

LP(a:,^)P(|,2/)J ■ 




wo der ganzzahlige Exponent w die Wertigkeit unserer a-deutigen 
Correspondenz ist. Wir behaupten zunachst: Der Ausdruch F(x,y] 
stellt eine von den vier undbhdngig veranderlichen PunJcten x^ y, rj ah- 
hdngende Ftinction der Fn vor^ welche auf dieser Flache durchaus ein- 
deutig ist 

Dass erstlich F in den homogen en Variabelen jeder der vier 
Stellen von nullter Dimension ist, zeigt der Ausdruck (3) ohne weiteres. 
Man untersuche also gleich weiter F als Function von y fiir stehende 
Werte der v}] damit hierhei aber nicht identisches Verschwinden 
Oder Dnendlichwerden von F eintritt, mbge wie hisher iq weder mit | 


Betreffs der Bedeutung von {x — xf) fnr oo oder fiir Verzweigungs- 
punkte sehe man I p. 497. 
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Bocli mit einer der Stellen % coincidiereHj desgleichen aber soil ri 
aucb von x und den Stellen yr verscbieden sein. Das Periodenver- 
balten der Primform ist aus vorigem Kapitel bekannt: durcblauft y 
eine Periodenbabn hi, so gebt F wieder in seinen Anfangswert iiber; 
leiten wir aber y iiber die Babn so gebt F in sicb selbst, mnl- 
tipliciert mit: 


( 4 ) 


1 


iiber. Aber wenn man x m i iiberfiibrt, so geben die Stellen yr nacb 
riry und also ist zufolge (1) der Exponent des Ausdrucks (4) mit Null 
identiscb. Auf der anderen Seite bemerke man, dass unsere Function 
F von y auf der ganzen Flacbe wesentlicbe Singularitaten iiberall 
nicbt aufweisen kann: Es ist demnach F eine eindentige iind mgleich 
eine algehraische Function der Stelle y der Fldche. 

Man betracbte jetzt F(Xj y \ als Function der Stelle x. Da- 
bei wird die sebon in § 2 ausfubrlicb betracbtete Art, wie bei Perioden- 
wegen des x die a Punkte yr in ibre Anfangslage zuriickkebren , von 
Bedeutung. Obne bier noch einmal die Uberlegung ausfiibrlich zu 
wiederbolen, sagen wir gleicb, dass F bei einem Periodenwege des x 
in sicb selbst, multipliciert mit einem Factor: 

(5) 

iibergeben wird. Dabei sind die G constante, nur vom Periodenwege 
abbangende Zablen; aber dieselben miissen samtlicb verscbwinden, weil 
anderenfalls F nacb Durchlaufung der Periodenbabn des x augenscbein- 
licb nicbt mebr eine algehraische Function von y vorstellen konnte: 
also auch vom Funkte x ist F eindeutig und damit algebraisch alhdngig, 
Endlich ist die eindeutige, und natiirlicb wiederum algebraiscbe 
Abbangigkeit des F von | und eine einfacbe Folge der Identitat: 

y I S, v)- 

Vermoge der Gleicbung: 

( 6 ) F(x,y\^,r})-0 

ist nun zufolge der erbaltenen Resultate die algehraische Darstellmtg 
tmserer a~ ^-deutigen Correspondem der WertigJceit w zwischen PunMen 
X) y der Fn in einer ersten Gestalt geleistet. Aber diese Darstellung 
ist im Gegensatz zu der durcb Nullsetzen des Productes (2) entsprin- 
genden in alien Fallen einer nicbt verscbwindenden Wertigkeit nicbt 
eine reine. Yielmehr wird hei stehendem Punkte x (he^, y) nehen den a 
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(le^, correspondierenden FunMen y (he^, x) darch F = 0 immer noch 
der PunU x (heB. y) selbst, W’fach gemJiU, mitgeliefert, Hier also sind 
wir zur Briirsclien Passung des Begriffs der Wertigkeit einer Correspon- 
denz unmittelbar zuriiekgefiilirt (cf. § 1)^ wie denn vor alien Dingen 
aus der Darstellung (6) evident geworden ist, dass die im vorigen Pa- 
ragraphen gegebene Definition der Wertigkeitscorrespondenzen sich 
mit derjenigen des § 1 ini Wesen deckt. In der That braucht man 
hierbei nnr etwa noch zu bemerkerij dass umgekehrt auch jede durcli 
Nullsetzen einer algebraisohen Function zweier Flacbenpunkte im 
Sinne des § 1 zu definierende Correspondenz vermoge des AbeFschen 
Theorems auf die fiir die Wertigkeitscorrespondenzen charakteristischen 
Integralrelationen filhrt. 

Es wtirde sich hieran die Discussion schliessen miissen, wie man 
die Function F(g), y ] t]), vielleicht fiir particular gewahlte tj, 

vermoge einer bi-ternaren Form G(x^, 1 2 / 2 ? 2 / 3 ) Art von 

(1) p. 520 darzustellen vermag, wenn man nicht etwa fiir eine der- 
artige explicite Darstellung eine andere Formentheorie der Flache 
gebrauchen will. Solchergestalt wiirde zumal das analytische Grund- 
gesetz der Correspondenz^ welches in dem Ausdrucke (3) von F docli 
nur implicite enthalten ist; ausserlich in algebraischer Gestalt un- 
mittelbar evident werden. Inzwischen miissen wir die hiermit ge- 
meinte Untersuchung bis spater (Kap. 6) verschieben und leiten vorab 
nur noch aus der Gleichung (3) das Cayley -BrilFsche Correspondenz- 
princip ab, welches wir gleichfalls schon im § 1 vorlaufig namhaft 
machten. 

Es sei V im Sinne von p. 521 die Anzahl der Coiucidenzen, 
welche unsere «;-|3-deutige Correspondenz -auf der Flache Fn aufweist. 
Zur Berechnung dieser Anzahl v werden wir die beiden Punkte x 
und y zur Coincidenz bringen, worauf zufolge unserer obigen Bemer- 
kungen fiber f{x, y) die Zahl v gleich der Anzahl einfacher Null- 
punkte der Form f(Xj x) auf der Fn wird, falls wir von den in den 
Verzweigungspunkten festliegenden Nullpunkten dieses Primform-Pro- 
ductes absehen. Zur Berechnung der Anzahl der so gemeinten Null- 
punkte von f(Xy x) haben wir nun mehrere Wege^ und es schliesst 
sich an die voraufgehende Entwicklung am engsten die nachfolgende 
algehraische Deduction an: 

Setzen wir in der algebraisohen Function F(Xy 2/11?^) nach ge- 
eigneter particularer Auswahl von t] die beiden Stellen x und y 
identisch^ so tritt zufolge der rechten Seite von (3) in F der identisch 
verschwindende Factor P(XyX) auf. Aber die Primform P(x,y) wird 
bei unendlich nahe liegenden Stellen x^ y bekanntlicb algehraisch , in- 
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dem sie in das Differential ubergelirt; nach Auslosung dieses 
storenden Factors bleibt uns demnacb in: 


(7) 




- 1 " 


f{x,x) /•(§ , n) 


eine gleichfalls algebraisclie Form der Fn, welcbe nur noch von der 
Stelle X abhangt und in den homogenen Variabelen die Dimension 
— 2w aufweist. 

Auf X 2 ) wende man nun den p. 487 entwictelten Wertig- 

keitssatz fiir algebraiscbe Formen der Fn an^ und hierbei ist es eine 
besondere Erleicbterung, dass die in Verzweigungspunkten festliegenden 
Nullstellen fiir den 0weiten Bruch auf der rechten Seite von (7) gar 
nicht zu beriicksichtigen sind. Diese Nullpunkte riihren ja von den 
Differentialen d^x, d%y in der Definitionsgleichung der Primform her^ 
wobei offenbar die zum zweiten Argument in f{x^ x) gehorenden Diffe- 
rent ale dtx sicb gerade gegen die Differ entiale d^x des im Nenner 

(7) stehenden Factors /*(§, x) fortheben, wahrend in gleicher Weise 
die vom ersten Argument x in f(Xj x) herruhrenden Differentiale 
d^y^ gegen die gleichen Differentialfactoren in f(x, rf) sich heben. Bei 
dieser Sachlage ist die Anzahl einfacher Nullpunkte von 0 direct mit 
der Coincidenzenzahl v identisch, und indem wir jetzt die Anzahl ein- 
fecher Unstetigkeitspunkte ft nennen, vrird nach der beztiglichen Hegel 
p. 487: 

(8) V — ft = — 2nw 


sein. Die Bestimmung von ft ist aus den Nullpunkten des Nenners 
(7) leicht geleistet: x) liefert deren noch cc einfache, f(Xj iq) aber 

jede der Primformen P(Xy7])j P(^jX) aber verschwindet einfacli 

an einer gewissen Stelle der Fn (namlich tj bez. |) und je — ~ — fach 
in einem Verzweigungspunkte mit k Blattern. Somit ist; 


— [ 2 -{-2 {% — 1 )] , 


wo sich die Summe auf die gesamten Verzweigungspunkte von Fn 
bezieht. Mit Hiilfe der Formel (2) in I p. 340 setzt sich der gewonnene 
Ausdruck ft in: 

ft = 0 ; ^ 2w{jg + 

urn, und also folgt durch Einsetzen in (8) fiir v der Wert: 

(9) 1 ; == ct 4“ 

womit die Cayley -BrilV sche Comsjpondemformel thatsdehlich gewonnen ist 
Hiermit sind nunmehr alle in § 1 betreffs der gewohnlichen auf- 
gestellten Behauptungen eingelost. 
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§ 6. Die arithmetiscli© Grundlegung der allgemeinen Correspondenz- 

theorie, 

Um spater nicht unterbrechen zu miissen, senden wir einen Hiilfs- 
satz liber die PeriodeB der Normalintegrale erster Gattung Toraus: 

Sdllen wir durch 2p gan^e Zalilen Ai, Bk die p Gleichungen: 

p 

(1) B-ktih = 0 (^‘ == 2; • • • , -p) 

hefriedigm, so Tcann das fur ein Wertsystem einer leliebig herausge- 
griffenen Eiemann^schen Fldche des Geschlecktes p mir dadurch geschehen, 
dass wir alle 2p ZaJden A^ B mit Null identisch nehmen. Man bilde 
namlich das Integral erster Gattnng: 

(^) i = H h 

dasselbe bat nnter Voraussetznng von (1) lauter reelle Periodicitats- 
moduln, indem langs des Scbnittes die Wertdifferenz Bi, langs 
aber zufolge (1) die Differenz — At eintriti Scbreibt man biernach 
j u so ist V ein anf der liberall endlicbes und eindeutiges 
Potential. Also ist v nacb den bezuglichen in I p. 523 fF. entwickelten 
Satzen auf der ganzen Flache constant und damit ist dann aucb j 
mit einer Constanten identisch. Da nun die ii, linear -unab- 

bangig sind, so folgt = 0, . . J5^ = 0 und damit aus (1) A^ = 0. 

Wir wollen nunmebr die Fragen der Theorie der algebraischen 
Correspondenzen auf der Fn in voller Allgemeinheit behandelu; indem 
wir von unserer Flache Fn nichts weiter annehmen, als dass sie (Bp — 3) 
specificierte Moduln hohen; denn in der That wird die Correspondenz- 
theorie der Fn, als eine arithmetische Theorie^ nicht invariant bei Ab- 
anderung der Moduln sein konnen. Wir mlissen nun die allgemeinen 
Entwicblungen des § 4 iiber singular© Flacben heranziehen und er- 
innern zunacbt daran, dass sich die damals besprochenen Classen sin- 
gularer Gebilde des Geschlechtes p in der Gesamtmannigfaltigkeit 
algebraischer Gebilde dieses Geschlechtes in der vielfaltigsteju Weise 
durcbdringen. Die damaligen Entwicklungen haben wir gegenwartig 
noch weiter fortzusetzen, indem wir geradezu fragen: Wieviel Classen 
singuldrer Gebilde schneiden einander in unserem vorgelegten Gebilde Fn, 
und wie vermogen wir uns uber alle jene Classen den Uberblick m ver- 
schaffen? 

Wir kleiden diese Aufgabe des naberen so ein, dass wir bei ge- 
gehenen Xik die p^ Gleichungen: 
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p P p p 

(3) ^ hkT^ki + 22 Qm’k'^hm'^kl Sn “f“ 2 CrkiT^a 

k = t *=1 m=l ^’ = 1 

auf alle Weisen durch 4j?^ game Zahlen g, Q, H losen sollen. Dabei 
ist freilicb noch keineswegs gesagt, dass zwei unterschiedene [josungen 
(g^ hy Gy H) stets auch zwei verschiedene Classen singularer Gebilde 
liefern ; es mag vielmebr das System der definierenden Gleichungen 
der einzelnen Classe sebr verschiedener Gestalten fahig sein. Aber 
wir werden dock solchergestalt durch Aufzahlung aller Losungen yon 
(3) alle Classen, an denen Fn Teil hat, sicher je einmal gewinnen. 

Man bemerke nun gleich, dass das einzelne Losungssystein von 
(3) bereits durch seine Zahlen g^ Ji eindeutig bestimmt ist. Haben 
wir namlich zwei Losungen, die in den g, h ubereinstimmen, so gelten 
nach (3) bei jedem stehenden Wert I die p Gleichungen: 

(Eh — Hu) + 2 = 0 

k= 1 

mit ^ = 1, 2, • * • , jp; nach dem Hiilfssatze (1) sind also auch die 
Zahlen G, H beider Systeme bez. einander gleich. Bei dieser Sach- 
lage ist jedem Losungssysteme von (3) eindeutig ein System von p^ 
Zahlen 7ta durch: 

p 

^4) Ttik, == "4“ (J'? ^ * * * ? jP) 

m = l 

zugeordnet, und wir beweisen wiederum vermoge des Hiilfsatzes (1) 
den Satz, dass das eimelne Losungssystem (3) durch seine p^ Zdhlwerte 
Ttik (die naturlich im allgemeinen nicht ganBmhlig sind) hereits eindeutig 
bestimmt ist Es wird demgemass erlaubt sein, auch von den Losungen 
(jg, h) Oder den Losungen (^r) unseres Problems (3) zu sprechen. 

Zum Fundament unserer ferneren Uberlegung wird nun das fol- 
gende Sachverhaltnis: Haben wir t Losungen des Problems (3) ge- 
funden, so mbgen wir sie durch obere Indices unterscheiden: 

(5) {g^^\ G^^\ fiir £ = 1, 2, • . • , ^ . 

Sind dann %^y..,y%t irgend welche t ganze positive oder negative 
Zahlen und definieren wir die 4jp^ ganzen Zahlen g, h, Gy H durch: 


' gtk = % gfk + ^2 ofl + ’ 

’ * • -f" gfl 1 

+ 

+ 

II 

• • -j- JCf h\k ? 

Gih = % Gi^k + % Grfi 4“ ' 

' • • 4" ? 

^ Hik ~ 7Ci Sj^ -f- + ‘ 

• • ‘ 4“ ? 


mit iy Jv — 1, 2y • • • y Pj so haben wir bei der Natur unseres Frohlems 
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(3) o/fmhar auch in (g, h, G, H) eine Lbsung desselben gewonnen. Diese 
(jleichungsji ( 6 } siiid abBr^ wiG aus den vorangcgangeiiGii tlbcr- 
IcguBgGn imiiiittelbar folgt, vollig aquivalGiit mit den GlGicbungcii: 

( 7 ) 7tik J 

welcb^ letztere wir gebraueben werden, wenn wir lieber mit den Lo- 
sungen (%) unseres Problems (3) arbeiten. 

Einem gewobnten Brauebe folgend, nennen wir die t Losungs- 
systeme {g^^\ G^^\ oder von einander linear - aWidngig 

Oder kurz dbMngig, wenn man t niebt durcbgebends versebwindende 
ganze Zablen finden kann^ welcbe den p^ Gleicbungen . 

( 8 ) + 1 ” ^ 

geniigen ; giebt es aber ein solcbes System ganzer Zablen , , , , 
niebt, so beissen die t Losungen (5) linear-unahhdngig oder scblecbtbin 
imahhdngig, 

Dann gilt als erstes Resultat: Wie wir auch t Losungen unseres 
Problems aussuchen mbgen, dieselhen sind stets linear ■ abhdngig , falls 
t'>2p^ ist. Es lassen sicb namlicb die p^ Gleicb ungen ( 8 ) durcb die 
2p^ Gleicbungen: 

vollstandig ersetzen, welcbe wir als 2p^ lineare Gleicbungen fiir die 
t Unbekannten % mit gan^^ahligen Coefficienten g^ h anzuseben baben. 
Sobald bier die Anzabl t der Unbekannten sc die Zabl 2p^ der Glei- 
cbungen ubersteigt, konnen wir nacb den Elementen der Determinanten- 
tbeorie zufolge der ganzzabligen g, h — Systeme ganzer ^ nicht 
durchgdngig verschwindender Zablen % aus (9) wirklicb bereebnen, die 
dann die Gleicbungen ( 8 ) befriedigen. 

Mogen wir jetzt insbesondere t Losungen gefunden baben, 

die zwar selbst unaihdngig von einander sind, die aber mit jedem 
neuen System (jc) eine Reibe von (t -f- 1) ohhdngigen Losungssystemen 
von (3) abgeben. Es bestebt dann also fiir jede fernere Losung das 
System der p’^ Gleicbungen: 

(10) -f- -{” * * • + — 0 

mit (t + 1) ganzen Zablen %, . . ., 7Ct) die niebt samtlicb versebwinden 5 

insbesondere wird % ^ 0 sein, weil anderenfalls die t ausgewablten 
Systeme abbangig waren"^). Natiirlicb konnen wir an Stelle der 


Die t Zablen konnen aber sebr wobl alle versebwinden, wodurcb 

eine Wertigkeitscorrespondenz von der besonderen Wertigkeit w = 0 angezeigt ist. 
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^ , . . , aucli irgend eine andere Reihe linear -unabbangiger 

Losungssysteme des Problems (3) zu Grunde legen. Aber aus den 
Gleicliungen (10) entnimmt man vermoge einer sebr gebraucblicben 
Scblussweise der Aritbmetik*^), dass man auf jedem neuen Wege immer 
wieder gerade m t, und nicM mehr oder weniger, linear •undbhdngigen 
Losungssystemen von (3) gelangt. 

Die ganze Zabl t giebt in Ansehung der am Anfang des Para- 
grapben aufgeworfenen Fragestellung ein ausserst wiehtiges Cliarak- 
teristikum fur unser yorgelegtes algebraisches Gebilde Fn an. Wir 
diirfen als sofort verstandlich ansehen, was wir unter einer Reihe 
linear- abhangiger bez. unabhangiger Classen singularer Gebilde, die 
einander im Gebilde Fn durchdringen, zu verstehen haben; dann aber 
ist ohne weiteres evident, dass sich in unserem vorgelegten Gebilde Fn 
gerade {t — 1) unabhdngige Classen singularer Gebilde durcJidringen ^ wo 
^ ^ 1 aber ^ ist 

Der Fall t—1 zeigt eine niclit - singulare Flache an; hier kommt 
als linear-unabhangig nur das eine Losungssystem (3) § 4 in Betraeht, 
wobei wir den gemeinsamen Wert der Zahlen ha^ Gu irgend wie von 
Null verschieden zu wahlen haben und also in einfachster Weise mit 
1 identificieren mogen. Das hiermit gemeinte Losungssystem kann 
naturlich auch in alien Fallen ^ > 1 als eines in der Reihe der t un- 
abhangigen Systeme fungieren. Wir merken aber gleich an, 

dass wir bei der Auswahl einer solchen Reihe bei ^ > 1 jene zu den 
Wertigkeitscorrespondenzen fiihrende Losung ofiEenbar auch leicht 
meiden konnen. 

Ob wirklich bei einem einzelnen p > 1 Gebilde vorkommen, welche 
die Maximalzahl t = 2p^ aufweisen, ob alle die Zwischenstufen, von 
^ = 1 an gerechnet, vertreten sein mogen, und welches in alien diesen 
Fallen die Werte der Moduln der Flache sind, das alles sind wichtige 
Fragen, denen wir aber an vorliegender Stelle in keiner Weise naher 
nachgehen konnen. 


§ 7. Bildnng einer Minimalbasis fur alle Losungssysteme (jr) 

der Flaclie Fn> 

Wir haben die Beantwortung der Frage nach den gesamten Lb- 
sungssystemen (tc) des Problems (3) § 6 noch nicht bis zu ihrer 
denkbar einfachsten Gestalt entwickelt. Um die letztere zu erreichen, 
miissen wir unsere LFberlegung in der folgenden Art fortsetzen: 

Vor allem fiihren wir fur die ausgewahlten t unabhangigen Lb- 


‘) Siebe z. B, Diricblet-Bedekind, Zahlentheorie p. 489 der 3. Aufl. 
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siingssyst6iii6 die aucli im Torigen Kapitel bei analoger 

Gelegenheit (p. 490) gebraucbte Benennung einer ^^Sctsis ein und be- 
zeichnen dieselbe symbolisch durch: 

( 1 ) 

Sind irgend welclie ganze Zablen, so haben wir in: 

( 2 ) ^ik — + * " 4 " 

sicher wieder ein Losungssystem (sr); nmgekehrt aber lasst sich irgend 
ein Losungssystem (it) in der Basis (1); allgemein zu reden, nur erst 
in der Gestalt: 

v-i nfl + Kg nfl + . . . + 

(3) 


darstellen, wo ganze Zablen sind, deren erste von Null 

verscbieden isi Der Zielpunkt unserer neuen Uberlegung aber soli 
der Existenzbeweis einer Minimalhasis (iui Sinne des vorigen Kapitels, 
p. 491) sein; wir wollen also zeigen, dass man die JBasis (1) im he- 
sender en so wdhlen Ivann, dass hereits alle Losungssy stems (^i) in der 
Gestalt (2) mit Bulfe ganger ZaMen % darstellbar sind, 

Zu diesem Ende geben wir auf die t Systeme zu je ganzen 
Zablen g, h zuruck, die zu der zunacbst ausgewablten Basis (1) ge- 
bbren. 1st dann {g, Ji) irgend ein neues Losungssystem, so gelten 
Gleicbungen: 

I — ^gik + 9^ik + + • • • + ^tgvc — 0 ? 

1 — %hi]c + "h ^2 + • • • + = 0 , 

wo ^ 2 ? • • * gs-uze Zablen sind, deren erste von Null verscbieden 

ist. Dnter diesen Gleicbungen fiir die (^ + 1) Jiomogen vorkom- 
menden unbekannten ganzen Zablen % sind genau t linear -unabbangige, 
Wir wablen uns t solcbe Gleicbungen (4) aus und scbreiben sie der 
grosseren Gleicbmassigkeit wegen in der Gestalt: 

( 5 ) — xis- -{- 4 “ * ‘ * 4 “ = 0 , 


wobei sicli also der Index d' (gerade wie aucb s) auf das Intervall 
d' 1, 2, • • ' y t bezieben soil. Indem aber diese t Eeiben ganzer 
Zablen I nicbts anderes vorstellen sollen, als gewisse t Eeiben ganz- 
zabliger Coefficienten (4), wird fiir die Auswabl der fraglicben t Eeiben 
(4) nur dies erforderlicb sein miissen, dass die Determinants: 








U», It' 


,(2) 




( 6 ) 
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einen von Null versclmdenen Wert hat; anclreiifalls sind namlicb. zufolge 
%^0 die ausgewablten t Gleiebungen (5) niclit linear- unabhangig. 
Man nierke insbesondere an, dass diese Bedingung D(Zg))^0 mit der 
vorliegenden (t -f- Losung h) nicbts zu tbun liat. 

Der Eiickgang von den Gleicbungen (5) zum Systeme (4) gestaltet 
sich nun so, dass wir offenbar die Darstellungen baben: 


t t 



wo die cc, /3 bestimmte^ gam allein von der in (5) getroffenen Auswalil 
von Gleichungen (4) ahJidngende Coefficienten sind, Insbesondere sind 
die a, § von s unabbangig, und wir finden fiir die in (5) gegebenen 
ganzen Zablen . ,,lt der (t + 1)*®^ Losung (p', Ji) die Darstellungen: 

t t 

( 8 ) ga = , hik — 

^=1 ^=1 

Durcb Vorstebendes ist das Fundament unserer Uberlegung wesent- 
licb geglattet: Wir haben jeder Losung {g, li) ein System gamer Zalilen 
?!, Zg? • • • 7 h 0 ugeordnety welches durch die einmal getroffene Auswahl (5), 
an der tvir festhalten, eindeutig bestimmt ist Wir konnen dieserbalb 
von einem Losungssystem (Z^) unseres Problems (3) § 6 reden, und 
es werden sicb umgekebrt die g^ h aus dem System (Z^) vermoge (8) 
eindeutig ergeben. Unsere Basis (1) gebt jetzt in die Basis: 


( 9 ) [(«’), 

tiber, und wir bezeicbnen die in (6) gegebene Determinante JD(t$) als 
jDiscriminante der Basis (9); diese Discriminante hat einen von Null 
verschiedmen gammhligen Wert Sind irgend welcbe t game 

Zablen, so stellen aucb die t ganzen Zablen: 

(10) Id- — 3^2 “F * ' * 4“ ? 

gebildet fur = 1 , . . . , ein Losungssystem unseres Problems vor; 
aber ein beliebiges dieser Losungssysteme (Z^) lasst sicb vermoge der 
Basis (9), allgemein zu reden, erst in der Gestalt: 

-f + • • • + 


darstellen, wo die . . . ganze Zablen sind, deren erste, Xy 

von Null versebieden ist. 

Nun aber ist alles bereit gestellt, urn obne weiteres jene Deduction 
wieder zu ermoglicben, welcbe uns aucb oben (p. 492) bei der Be- 
sprecbung der ganzen Formen einer Flacbe Fn von der Existenz einer 

Klein-Pricke, Modulfunctionen. IL 35 
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Minimalbasis iiberzengte. Giebt es eine Losung (11), die sicb nocb 
nicbt auf die Gestalt (10) bringen lasst, so giebt es ancb eine solche 
Losung (11), bei welcber % eine Primzabl ist, die alsdann nicbt in 
alien Zablen zugleich aufgehi Ist etwa prim gegen %, 

so seien a und ^ ganze, der Gleicbung genxigende, 

Zablen. Wir werden alsdann ancb in: 

( 12 ) ah + ^l9 

ein Losungssjstem baben; dasselbe wird sicb wieder in der Gestalt 
(11) darstellen, nur dass die ganzzabligen Coefficienten des Zablers 
geandert sind und insbesondere durcb 1 ersetzt erscheint. Andern 
wir jetzt die Basis (9) insofern ab, dass wir das System der t ganzen 
Zablen IP durcb die t in (12) gegebenen Zablen 

ersetzen, so entspringt wiederum eine Basis; denn die zugeborige Dis- 
criminante D' ist, wie man vermoge der voraufgegangenen Entwick- 

lung aus Pormel (6) scbliesst, gleicb ~ und also ^ 0. Da aber D' 

als Determinante gewisser Zablen selbst eine ganze Zabl ist, so 
war % Toiler von D. Hier siebt man nun wieder, dass sicb der somit 
eingeleitete Reductionsprocess nur eine endliche Anzabl von Malen 
vollzieben lasst; die Existenz der gewiinscbten Minimalbasis ist damit 
evident. 

tJbrigens wird man sicb vermoge einer sebr bekannten tJber- 
legung nun aucb nocb tiberzeugen, dass nach einmal ausgewahlter 
Minimalbasis die t ganzen Zablen 3^^, welebe bei der Dar- 

stellung irgend einer Losung {g, h) unseres Problems eintreten, stets 
aucb eindeutig bestimmt sind. Im entgegengesetzten Falle konnten 
in der That die t Losungen der Minimalbasis nicbt unabbangig sein. 

Indem wir nun fortan unter (1) stets eine Minimalbasis versteben, 
lasst sicb natiirlicb aucb diese in der mannigfacbsten Art auswablen. 
In der That werden wir in 

stets wieder eine solcbe baben, wenn wir 

. -f. 

scbreiben und nur Sorge tragen, dass die Determinante [ | der 

f ganzen Zahlen % der Einbeit gleicb ist. Eine besondere Auswabl 
bier von vornberein zu treffen, ist aber fiir unsere ferneren Zwecke 
nicbt erforderlicb. Bemerken wir nur, dass wir offenbar irgend eine 
specielle Losung bei der Auswabl der Minimalbasis immer leicbt um- 
geben konnen, sobald uns dies wunscbenswert ist. 



VI, 2. Allgem erne Theorie der algebraischeE Correspondenzen. 547 


§ 8. Wirkliclie Existenz samtlielier arithmetiscli moglielier Oorre- 
spondenzen. AnswaM einer Minimalbasis [Ks] von t Correspon- 

denzen der 

Fiir irgend eine gegebene Correspondenz der von der in § 2 
umgrenzten Art stellten wir 1. c. die jp Integralrelationen auf: 

or p 

(1) ^ ‘h (Vr) = F ’ 

/=1 

und wir betonen jetzt noclimals^ dass die Coefficienten itth diircli die 
vorgelegte Oorrespondem aucli eindeutig hesUmmt sind. Die gegenteiiige 
Annalime wtirde namlicli sofort lineare Identitaten zwisclien den p Inte- 
gralen j^(x) ^ , jp (pc) zur Polge haben, die doch nicht bestelien 

konnen. Die der Relationen (1) werden sick jetzt in der Minimak 
basis des vorigen Paragrapken in einer eindentig bestimmteii Art dar- 
stellen, und damit ist fiir die eben gemeinte Correspondenz der An- 
sckluss an die allgemeinen Betrackiungen des vorigen Paragrapken 
vermittelt, den wir im nacksten Paragrapken waiter verfolgen. 

Jetzt aber ist die Pragestellung geradezu nniziikekren: Wird aiicli 
jedem Losungssystem (jt)^ welches tvir in % 1 aiif der Fn gewannen^ eine 
Gorrespondem mgehoren? Und kier ist die Antwort zn geben, dass jeder 
einzelnen Losung (tc) nicht nur eine, sondern sogar unhegren^t viele Corre- 
spondenmi mgehoren^ Die Mannigfaltigkeit der^ einer einzelnen Losung 
(pc) ZQgekorenden; Correspondenzen vollig zu umgrenzen, kann freilick 
an dieser Stelle nickt unsere Absickt sein. Hierzu feklen uns gegen- 
wartig nock die Mittel- denn wakrend bei gegebener Correspondenz 
die Integralrelationen (1) eindeutig bestimmt sind, ist durck blosse 
Angabe dieser Relationen, d. i. bei Festsetzung der Werte •Jti und 
der Gliederanzakl a auf der linken Seite (1), die Correspondenz ini 
allgemeinen nock in keiner Weise eindeutig bestimmt. In der That 
kennen wir (aus dem Umkekrproblem (p. 512 £)) nur einen einzigen 
Fall, bei dem vermoge der Relationen (1) sick die a Stellen y'r aus der 
Stelle X eindeutig bestimmen: dies tritt ein, wenn wir a =^p nehmen 
und hetreffs der Constanten 7Ci eine gleich m le^eichnende Voraussetmng 
machen, Bei p ist es die Regel, dass eine mebrfack unendlicke 
Mannigfaltigkeit von Losungssjstemen yr des Umkekrproblems (1) ein- 
tritt, und wie sick aus dieser Mannigfaltigkeit die zugekorigen Corre- 
spondenzen ausschalten, ist zunackst nickt sicktbar. Das Gleicke kanu 
fiir cc^p bei besonderen Werten der der Fall sein. 

Bei dieser Sacklage sekreiben wir nunmekr fiir irgend ein vor- 

35 *^ 
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gelegtes Losungssystem (jt) -anter der Annalime von a—jgm. Stelle 
von (1) die Relationen: 

p p 

(2) ^ ji (yr) = ^ ^ikjk (x) 4 - > 

indem wir nns dabei die Oonstanten iJCi in irgend einer Weise gewablt 
denken. Bei gegebenem ^ lasst sicb, nach dem allgemeinen Umkehr- 
theoreni; ein Punktsystem yr in Ubereinstimmung mit (2) stets an- 
geben, wie wir p. 514 n. f. bewiesen haben, Sollen aber noch weitere 
Losungssysteme vorkommen^ so miissen dieselben mit dem System der 
scbon gefundenen Punkte yr ,,aquivalent^^ sein. Da indes eine jp-wertige 
algebraische Function stets eine Specialfunction ist (I p. 554); so batten 
wir fiir diesen Pall in Specialpunktsystem, d. i. die 

Punkte yr warden auf der Normalcurve 0%^^^ der Pormen (p in einer 
Ebene liegen. Dem biermit gemeinten Ausnabmefalle; den man in 
der Theorie der Aberschen Functionen als den Pall der Unbestimmt- 
beit des TJmkehrproblems bezeicbnet; kann man aber, wie man leicbt 
zeigt; durcb Abanderung der unteren Grenzen der in (2) linker Hand 
enthaltenen Integrale oder (was auf dasselbe binauskommt) durcli 
Anderung der Werte tci stets aus dem Wege geben. Bei einem ersten 
gewablten Punkte x giebt es daraufbin nacb zweckmassiger Auswahl 
der %i nur ein eindeutig bestimmtes Punktsystem 2 / 1 ; • • •? Vpj welches 
die Gleicbungen (2) befriedigt. Dass dann aber fur alle iibrigen 
Punkte X der Placbe Fn das Gleiche gilt; wird man vermoge ana- 
lytiscber Fortsetzung von jenem ersten Punkte x aus leicbt wabr- 
nebmen. 

Man bemerkt sofort, dass wir solchergestalt eine p-deiitige Corre- 
spondent gewonne9i haben, fiir welclie alle Voraussetmngen des § 2 er- 
fUlU sind, Aber selbst innerbalb dieses bescbrankten Bereicbes a—p 
haben wir, eben alien passenden Wertsystemen tCi entsprecbend, unbe- 
grenzt vielO; der ein&n Losung (pf; 7^) zugeborige Gorrespondenzen als 
existierend nacbgewiesen. 

Sei jetzt irgend eine cc-Zl-deutige Correspondenz der Fn, vorgelegt, 
die wir etwa kurz K nennen mogen. Um alsdann eine analytiscbe 
Darstellung dieser Correspondenz K zu ermoglicbeU; benutzen wir den- 
selben Ansatz, wie oben (p. 535) bei den gewobnlicben Correspon- 
denzen im speciellen; d. b. wir bilden uns das Primproduct: 

(3) f{x,y)=‘F {y, y,) P (y, fe) • • • P (y, y.) - 

Die Gleicbung f{x,y) — 0 stellt alsdann in dem scbon p. 536 erlau- 
terten Sinne unsere Correspondenz K rein dar. Um aber die Form 
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f{x,y) za einer freilich transcendenten Function^) der Flache Fn aus- 
zugestalten^ sclireiben wir unter AafnaTime zweier nenen Pankte ^ 
gerade wie aucli schon in (4) p. 522 


( 4 ) 


S 2 / 1 1, n) == 


fip.n)f{l.yy 


Bei meckmdssig particularisierten rj wird ahdann die GleicJmng 
Q (x, y \ ^, 7}) — 0 mit den allein noeh verdnderlichen x, y niclit nur 
unsere a-deutige Correspondent K, sondern aucJi deren inverse Correspon- 
dent rein darstellen. Aber wie wir scbon andeuteten, ist Q Her im all- 
gemeinen nur erst eine solcbe transcendente Function von vier Flacben- 
punkten, die sicb um eine multiplicative Exponentialgrosse andert^ 
falls einer der vier Punkte x, y, ri eine Periodenbabn bescbreibt. 

Endlicb gebe man jetzt auf die im vorigen Paragrapben ausge- 
wablte Minimalbasis von t Losungssystemen zuriick. Fiir jedes 

derselben sind wir, wie oben nacbgewiesen, jedenfalls der Existenz 
von jp~deutigen Correspondenzen sieber, und wir mogen uns nun beim 
einzelnen Losungssystem jeweils eine Correspoudenz auswablen. 
Die dem System zugeborige Correspondenz heisse etwa und 

alle t Correspondenzen Kt mogen das bilden, was wir nun 

als eine MinimaTbasis von Correspondenzen der Fldche Fn benennen 
wollen. Fur jede Correspondenz verscbaffe man sicb scbliesslicb 
genau nacb Vorscbrift von (3) und (4) die von den vier Punkten x^ y^ 
I, 71 der Flacbe Fn abbangende analytiscbe F unction 


*) Nur im Falle einer nuU'WQvtigen Correspondenz wird die in Formel (4) zii 
gebende Function algebraisch. 

**) Nebenber merken wir an, dass sicb die Form f{x^y) aucb nocb in der 
folgenden Weise zu einer Function der Flacbe ausgestalten lasst: 

p 

(6) 'V’ («> 2/) =^II'Vfy -P (2/> Vr) > 

r—1 

wobei gj irgend eine Beriibrungsform erster Gattiing der ist, oin Ausdruck, 
der sicb natiirlicb sofort aucb bei jeder anderen a-deutigen Correspondenz 
bilden lasst. 

Wir kniipfen an diesen Ausdruck eine Regel zur Bestimmung der Zabl § 
unserer p-p-deutigen Correspondenz. Yermoge der^recbten Seite von (5) zablt 
man namlicb leicbt ab, dass bei stebendem Piinkt 2/~2/o Function 
von X anf F^ gerade p • p einfacbe Nullpunkte aufweist, falls sicb K in eine 
p-deutige Correspondenz invertiert. Da 'ipix^yQ) eine Function der Fl'^che ist, 
die uberdies an keinex Stelle der F^ unstetig wird, so bat man nacb einer be- 
kannten Eegel (cf. Neumann, Bieinann^s Theorie der AheVschen IntegraJe^ p. 43 
der 2. Aufi.) fur p die Formel: 


( 6 ) 
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( 8 ) 


2/ I I, >?) = 


Ux.rom.y)' 


Vermoge dieser t znr Minimalbasis Zg, . . ZJ gehorenden Func- 
tionen Qj-, . . , , Qt werden wir jetzt gleicli eine eigenartige algebraisclie 
Darstellnng der FuBction (4) irgend einer weiteren Correspondenz Z 
der Fn durcbfubren konnen. 


§ 9. Darstellung aller Correspondenzen der Fn vermoge der Minimal- 
“basis [Zs]. Die allgemeine Correspondenzformel. 

Wenn wir die Oorrespondenzen der Minimalbasis [Zi,...,ZJ 
bez. ibre Functionen Qg festgegeben denken^ so konnen wir (immer 
der Entwicklung der Hurwitz^schen Tbeorie folgend) vermoge jener 
Functionen Qg und llbrigens nur algebraiscber Functionen die Darstel- 
lung jeder weiteren Correspondenz Z der Flacbe in der folgenden 
Weise leisten: 

Wir stellen zuvorderst die %ijc der Correspondenz Z in der Gestalt 
(2) p. 544 durcb die der Minimalbasis dar. Die dabei als Coeffi- 
cienten fungierenden , eindeutig bestimmien^ ganzen Zahlen 
sollen als die jfiharaMere^^ der ' Correspondenz Z in Bezug auf die 
Minimalbasis [Zg] bezeicbnet werden. Wie scbon angedeutet, nebmen 
wir bierbei an, dass Z keine Correspondenz aus der Reibe Zg sei; 
im gegenteiligen Falle wiirde zwar die nacbfolgende Betracbtung be- 
stehen bleiben, aber doch ibre wesentliche Bedeutung verlieren. 

Demnacbst biide man aus der Function Q(Xj y \ tj) von Z und 
den Functionen Qg der Zg den nacbfolgenden Quotienten: 


Fix, y\%,n) 


^{x,y I 


unter k, die Gharaktere von K verstanden. Es gilt dann wieder der 
Satz: Fix, «/ j ij) ist eine von vier Funkten x, y, vi ahhmgende 
Qrosse, welche als Function jedes dieser PunJcte auf der Flache F^ alge- 
hraiscJi ist. 


integriert uber den gescblossenen Kand der durcb die Scbnitte a^, 'b^, c.. in einen 
einfach znsammenhangenden Bereicb verwamdelten Fiacbe F^. Hr. Hnrwitz bat 
diese Integration -wirklicb ansgefubrt (cf. Math. Ann. Bd. 28 p. 679), wobei unsere 
frdberen Pormeln (4), (5) p. 626 zur Verwendung kommen; es ergab siob dabei 
fur § der symmetriscbe Ausdruok: 

i,Jc 

den bier anzngeben wir dock nicht unterlassen wollten. 
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Der Beweis gelingt durch dieselbe tlberlegimg, wie wir sie bereits 
in § 5 bei den Wertigkeitscorrespondenzen im besonderen gaben: Man 
sehe F erstlicb bei stelienden ri als Function von y an. Be- 
scbreibt y den Weg 6^, so geht jedes einzelne Q. sicber in sich selbst 
ilber; bescbreibt aber y den Weg Ui, so nimmt das einzelne Q den 
Factor : 

p 

r h~l 

e = e 

an. Da aber ist es eine einfacbe Folge der Gleichung (2) p. 544, dass 
der Quotient F selbst unverandert bleibt; derselbe hangt demnacli 
von y sicber eindeutig und also (da wesentlicb singulare Stellen nicbt 
auftreten) algebraiscb ab. Man lasse -weiter bei stebendem y, ri 
den Punkt x eine Periodenbabn bescbreiben; wie oben folgt, dass F 
in sicb selbst, multipliciert mit einem Exponentialfactor der Gestalt: 

tibergebt. Aber bier miissen wieder alle Gonstanten C verscbwinden, 
weil sonst F nacb bescbriebener Babn x nicbt mebr algebraiscb von 
y abbangen wiirde; somit ist F aucb in x eindeutig und also alge- 
braiscb. Die Punkte erledigen sich endlicb durcb die Bemerkung, 
dass offenbar: 

(2) -F(|, ri\x,y) = F{x, 2 / 1 I, i?) 
zutrifft- 

Indem wir die Gleichung (1) nacb Q auflosen, entspringt der 
nachfolgende Hauptsatz: Fie Function Q,{x, y \ 'ri), durch deren Null- 

set 0 en zvir die beliehig, aber von verschieden^'), gewdMte Correspondem 
K der Fn rein dar stellen honnen, gestattet vermoge der Minmalbasis 
[Z’e] die Barstellung: 

t 

(3) Q{x, 2/ 1 I, I?) = F{x, y 1 V I I, n)Y‘, 

£= 1 

zoo %s die CharoMere von K sind, wahrend F eine, K eindeutig zuge- 
ordnete, algehraische Function der vwr Fldchenpun'kte x, y, ^ ist 

Es ist interessant, zu beacbten, wie sicb die in § 5 gegebene 
Bebandlung der Wertigkeitscorrespondenzen in das jeizige allgemein 
giiltige Schema einordnet. Denken wir etwa gleich Fn als eine 
nicbt -singulare Flacbe, so baben wir ^=1, und eine Minimalbasis 

Fnr giebt die Formel (3) einfacli die Identit^t = Qg, indem 

dabei F constant, namlicli ==1, wird. 
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wird in einfaelister Weise von jener ein-ein-deutigen Correspondenz 
gebildet, bei welcber jeder Flaclienpunkt sicb selbst entspricbt'^). Die 
Wertigkeit dieser Correspondenz ist — 1, und offenbar wird bier 
im speciellen: 


( 4 ) 


^l(^; y 1 I? 


P{x,n)m,y) 


Indem dann weiter — w der Cbarakter einer ^(;-wertigeii Correspon- 
denz der Fn wird, gebt ersicbtlicb die Pormel (1) in die in § 5 unter 

(3) anfgescbriebene Gleiebung iiber. 

Aber au£ der anderen Seite baben wir jetzt den vollen Uberblick 
Tiber die Gesamfheit algebraiscker Correspondenzen auf unserer Fldclie 
Fn tbaisacblicb gewonnen. Denn wir mogen in (3) fiir 
irgend ein System ganzer positiver oder negativer Zablen wablen^ fur 
F aber irgend eine der Bedingung (2) gendgende algebraiscbe Function 
der vier Placbenpunkte x, ri, so werden wir durch Nullsetzen 
des so gewonnenen Ausdrucks (3) aucb stets eine unserer Oorrespon- 
denzen definieren, wie man sieb leicbt xiberzeugen wird. Indem aber 
bei einmal gewablter Minimalbasis jede Correspondenz der Fn nur zu 
einem Ausdruek (3) fiibrt^ tiberblicken wir zugleicb die Gesamtbeifc 
der Correspondenzen von gleicben CharaktereUj d. i. vom gleicben 
Losungssysteme (it ) ; bier bleibt eben nur nocb die algebraiscbe 
Function F der willkiirlicben Wabl iiberlassen. 

Als eine fur unsere spateren Zwecke besonders wicbtige Anwen- 
dung der eben gewonnenen Eesultate soli endlicb nocb eine Pormel 
entwickelt werden, weicbe die Anzabl v der Coincidenzen einer be- 
liebigen Correspondenz in einer eigenartigen Weise ausdriicki Bei 
den Wertigkeitseorrespondenzen war der Berechnung der Coincidenzen- 
anzabl v der Umstand einigermassen binderlicb, dass die zur Minimal- 
basis gewablte Correspondenz, weicbe durcb Nullsetzen der Function 

(4) entspringt, fiir die Coincidenz der Stellen y identisch ver- 

schwindet. Nun konnte es ja aucb bei den im vorigen Paragrapben 
fiir beliebiges t ausgewablten Correspondenzen eintreten, 

dass mit dem Punkte x regelmassig eine gewisse Anzabl der corre- 
spondierenden Punkte y^, • • - coincidieren. Dann aber werden wir 
nur die Constanten iti in den definierenden Gleichungen (2) p. 548 
abzuandern braucben, um die betreffende Correspondenz durcb eine 
andere zu ersetzen, bei der die p correspondierenden Punkte yr mit x 
im allgemeinen nicbt zusammenfallen. 

Sei jetzt K eine beliebige a-jS-deutige Correspondenz der F^j so 


Wir kOnnen dieselbe als die „identische“ Correspondenz bezeicbnen. 
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nelime man aucli von dieser an, dass die a zugeordneten Punkte yr 
im allgemeinen niiclit mit x zusammenfallen^). Sclireiben wir dann 
im zugeliorigen y ri) unter geeigneter AuswaM ri sogleicli 
X — so entspringt in: 

(5) 

eine (transcendente) Function, deren Nullstellen auf Fn die Ooincidenz- 
stellen unserer c)i-/5“deutigen Correspondenz sind. Nennen wir also 
die Coincidenzenanzalil, wie bisher, v, so wird zufolge (5) die Differenz 
— cc — den Uberscbuss der Anzahl der Niillpunkte von ^(x) 
auf Fn tiber die Anzahl der Unstetigkeitspunkte bedeuten^"^). 

Man bilde nunmehr diesen Uberscbuss (v — a — j3) insbesondere 
filr die t Correspondenzen der Minimalbasis und benenne denselben 
filr die Correspondenz durch Es sind dann eg, gewisse 
t game Zahlen, die mit der Aiiswahl der Minimalbasis eindeufig gegeben 
sind"^*^)- Um fiir die Correspondenz K die Anzahl v zu berechnen, 
gehe man auf die Darstellung (3) des zugehorigen Q(Xfy\^jf]) 
zuriick. Zufolge ihrer Definition (1) kann auch die algebraische 
Function F fur x — y nicht identisch verscbwinden oder unendlich 
werden. Fur die bei K eintretende Differenz (y — a — /3) ergiebt 
sich daraufhin aus dem rechtsseitigen Ausdruck (3) der Betrag: 

Wir kommen damit zu dem nachfolgenden Gesetz: Die Coincidemen- 
amdhl v irgend einer beliebigen a-^-deutigen algebraisclien Correspondent 
K auf der Fldche Fn ist durch die For met: 

Sollte dies namlich vorkommen, so enthalt K die identiscke Correspon- 
denz in gewisser Multiplicitat. Man entferne diese und beziehe die nachfolgende 
tlberlegung auf die ubrigbleibende Correspondenz. 

**) Hierauf griindet sick eine ganz directe Berecbnung der Anzabl v, namlicb 
durch. die Formel 

Jdlog^ix), 

wieder in positivem Sinne uber den gesamten Eand der zersobnittenen inte- 
griert. Hr. Hurwitz findet (L c. p. 576) durch Ausfuhrung dieser Integration 
fiir V die Formel: 

(6) ^ p + . . . + + e,, + . . ■ + , 

welche indessen im Texte nicht weiter zur Verwendung kommt. Man beachte 
insbesondere, wie sich unter diese ganz allgemeine Formel das Cayley-Briirsche 
Correspondenzprincip (9) p. 6S9 subsumiert. 

Zufolge der Formel (6) haben wir ganz einfach; 

— e == 7^11 + 7^22 H 1 - + Gji + G 32 + • * * + 


(U 
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(8) == o ; + + ^2 ^2 + ’ ' ‘ 

gegeben, wo die Char alter e von K in Bemg auf die Minimal- 

basis [jEfi] sind^ wdJirend .. .jCt gewisse t mit dieser Basis eindentig be- 
stimmte game Zalilen sind, Wir haben die Gleicbung (8); die wir b infort 
als die SurwiU'sche Correspondemformel citieren wollen, um so lieber 
abgeleitet, als wir spaterhin bei den Classenzablrelationeii hoherer 
Stufen immer wieder mit ibr zu tbun baben werden: Es werden ge- 
radem die recUen Seiten der Glassemahlrelationen die sgeciellen Erschei- 
mmgsformen des allgemeinen Aiisdnicls (8) im Gebiete der Modular- 
correspondenmi vorstellen. 

Endlicb bemerke man nocb^ wie sicb die Formel (8) bei Uber- 
gang zn irgend einer anderen Minimalbasis [^J verhalt (cf. p. 546). 
Dabei erfabren die ajf eine gewisse ganzzablige lineare bomogene 

Substitution der Determinante 1: die Zablen . . , , aber erfabren 
gerade genau die contragrediente Substitution. Bben desbalb bleibt 
der Wert von v unverandert derselbe^ wie es sein muss. Dass iibri- 
gens die Formel (8) auf Grund der friiberen Ergebnisse eine Folge 
der unter dem Texte mitgeteilten Formeln (6) uud (7) ist, wird man 
leicbt uberbliekeii. 

§ 10. Bemerkungen tiber Biemann’scbe Flachen mit eindeutigen 
Transformationen in sicb. 

Aus der Theorie der Modulfunctionen kennen wir zahlreicbe Bei- 
spiele vonRiemann^schenPlacben, welcbe eindeutige (rationale) Transfor- 
mation in sicb zulassen. Es ist sebr interessant^ dass sicb die Theorie 
solcber Placben unter die allgemeine jetzt entworfene Correspondenz- 
theorie subsumieren lasst: in der That ist ja die ein^elne derarttge 
Transformation einer Fldche in sich offeniar nichts andereSj als eine 
auf diesm" Fn definierte 1-1-deutige algehraisclie Correspondent. Einige 
auf diese Auffassung beziiglicbe Bemerkungen sollen bier noch an- 
gefugt werden^). 

Fur den Fall; dass die Flacbe F^ das GescMecht p = 1 bat, 
warden bereits fruber (p. 240) alle ibre eindeutigen Transformationen 
in sicb selbst angegeben. War nicbt gerade der Periodeii quotient 

*) tibrigens verweisen wir wegen dieser besonderen Riemanu’scben Pl’acben 
auf die inbaltreicbe Arbeit von Hrn. Hurwitz, Uber diejenigen algehraischen 
Gebilde, welche eindeutige Transformationen in sich zulassen, Gdttiuger Nacbrichten 
vom 5. Febr. 1887 (abgedruckt in Bd. 32 der Math. Ann.), eine Abbandlung, in 
welcber auch fiir die allgemeine Correspondenztheorie neue wertvolle Ergebnisse 
gewonnen sind. 
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(D — i Oder m ~ so stellte sicli vermoge des Integrals u erne be^ 
liebige eindeutige Transformation der Fn in der Gestalt + c 

dar; fiir m = i aber kamen nocb die Transformationen -j- c 

hinzu, fur co = q aber ^e'= + c. Liegt somit weder der bar- 

moniscbe nocb der aquianbarmoniscbe Fall (d. i, co i bez. p) vor^ so 
stellt eine Transformation der in sicb offenbar eine 1 - 1 -deutige 
Wertigkeitscorrespondenz mit der besonderen Wertigkeit w ~ — 1 
bez. iv = ^ 1 vor; die Cayley -BrilFscbe Gorrespondenzformel liefert 
dann fur die Anzabl der Fixpunkte i; = 0 bez. i; = 4, in Uberein- 
stimmiing mit frilber bereits erbaltenen Resultaten. Sollen wir eine 
singuldre 1-1-deutige Correspondenz baben, so kann dies nur fur cd — q 
Oder €o = i der Fall sein; dass die bierber geborenden Fiacben im 
Sinne unserer friiberen Untersucbungen (cf. p. 177 ff.) als singtildre 
Gebilde zu den Determinanten D = — 3 und Z) = — 4 geboren, ist 
uns seit lange bekannt"^). 

Fur beliebiges^ verweilen wir einen Augenblick bei den^ Integral- 
relationen (2) p. 525, welcbe wir der einzelnen Correspondenz, also 
bier der einzelnen Transformation der Fn in sieb zugeordnet fanden. 
Das Besondere ist, dass sicb jetzt die linksseitigen Summen je nur auf 
ein einzelnes Glied reducieren. Gehen wir nocb durcb Differentiation 
zu den Formeii cp unseres Gebildes Fn iiber, so liefern die Integral- 
relationen: 

(1) -I h (^= ■ --jj?). 

Wir sind also genau zu dem schon in Bd. I p. 604 formulierten An- 
satze zuriickgekommen. 

Eine erste Angabe uber das Auftreten von Gebilden mit eindeutigen 
Transformationen in sicb gewinnen wir durcb nacbfolgende tJberlegang: 
Sei p> 2 und lasse die Flacbe Fn wenigstens eine von der Identitat 
verscbiedene Transformation in sicb zu. Man nebme bierbei an, dass 
Fn nichf eine singnlare Flacbe sei; die fraglicbe Transformation liefert 
dann also eine 1 -l-deutige Wertigkeitscorrespondenz. Die Formeln (1) 
liefern jetzt zufolge (1) p. 535 im speciellen 9 )^'= — W(pif und da aucb 
die inverse Correspondenz die Wertigkeit w aufweist, so ist w = 

Oder w — — 1. Man untersucbe nun die zugeborige algebraiscbe 
Function (3) p. 536 etwa in Abbangigkeit von y] in beiden Fallen 
- 2 ^ = + 1 erweist sie sicb sofort als eine ^weiwertige algebraiscbe 
Function der Flacbe. Daber das gleicbfalls von Hurwitz anfgefundene 


Wir haben Mer mit dem niedersten Specialfall (p = 1) eines von Hrn. 
Hurwitz fur bebebigesp aufgestellteu Satzes zu tbun; sieke die Scblassresultate 
in Artikel 4 der eben genannten Hurwitz’scben Abbandlung. 
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Eesultat: Ein Gebilde Fnj welches eine von der Identitdf verscMedene 
eindeutige Transformation in sich mldsst, ist entweder hyperelUptisch Oder 
(im Sinne der olen verabredeten Te^minologie) singular. 

Von den regularen Placlien der Modultlieorie wren nur zwei 
jhjperelliptiscli, und nur diejenigen der sechsten Classe, d. i. die yon 
der Verzweignng (2; 3, 6) lieferten Gebilde p = walirend p == 0 
nur in den niederen Fallen n — 2, 3, 4, 5 eintrat. In der iibrig- 
bleibenden unbegrenzten Mannigfaltigkeit unserer fruberen regularen 
Plachen die stets eine grosse Reibe eindeutiger Transformationen 
in sicb zuliessen, haben wir somit lauter Beispiele singularer Gebilde 
vor uns — diese Benennung genau in dem Sinne verstanden, welcben 
wir p. 532 dafxir yerabredeten. 



Drittes Kapitel. 


Theorie der Integrale erster Gattimg bei den Congraeazgrappen 

von Primzalilstufe. 

Die allgemeine Hurwitz’sche Correspondenztheorie griindete sich 
in erster Linie anf den Gebraucii der Integrale erster Gattung. Indent 
wir also diese Theorie ins einzelne ftir die Plachen der Congraenz- 
gruppen und die auf ihnen existierenden Modularcorrespondenzen dureli- 
ftiliren wollen, werden wir itier vorab den m den Congrnemgruppen 
geJiorenden Integralen erster GaUung ein besonderes Kapitel widmen 
mllssen. Dabei ist unser wesentlichster Zielpunkt^ moglicbst uber- 
sicbtlicbe BeihenentwicMungen nach Poten^en von r fur diese Integrale 
zn gewinnen. Unsere Betrachtungen sollen auf Primzablstufen einge- 
schrankt bleiben, abgeseben freilicb von den allerniedersten zusammen- 
gesetzten Stufenzablen 6 , 8 , 9, 10 . Wir benutzen librigens zu Beginn 
des Kapitels die Gelegenbeit zu einigen allgemeineren Betrachtungen 
dariiber; wie sicb die Tbeorie der Modulformen in das allgemeine 
formentheoretiscbe Schema des vorletzten Kapitels einordnet. Hierbei 
wird vor alien Dingen eine Basis des Teilungs;golygons aufzustellen 
sein, von welcher wir spaterhin einen wichtigen Gebrauch zu machen 
haben. 

Bereits in I p. 583 haben wir die Integrale erster Gattung j einer 
Flache J), in das urspriingliche Polygon ubertragen; wir erhielten 
da eindeufige Punctionen von co^ die wir j^transcendente^^ Modul- 
functionen nannten. Anch ftihrten wir a. a. 0. (unter dem Texte) 
bereits an^, dass Hurwitz und Poincare ungefahr gleichzeitig die Dnter- 
suehung der Punctionen j (co) unternommen hatten; aber wahrend Poin- 
care’s bezugliche Betrachtungen sogleich die Wendung auf die allge- 
meinen automorphen Functionen genommen haben^ gebiihrt das Ver- 
dienst, eine sehr weit durehgebildete Theorie der Integrale erster 
Gattung fur die Congruenzgruppen geschaffen zu haben, durchaus Hrn. 
Hurwitz allein. Wir werden weiter unter die einzelnen Her in Be- 
tracht kommenden Abhandlungen namhaft machen 5 indessen muss so- 
gleieh noch angefiihrt werden, dass der Herausgeber ausser diesen 
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Abhandlungen Hrn. Hurwitz noch eine ausftilirliclie briefiiche Dar- 
legung verdankt^ welche einige Eigenscbaften der Integrale j(a)) von 
Primzahlstufe q betxifft. Die dieser Quelle entstammenden Entwick- 
lungen sollen im folgenden nocb genauer als solcbe gekennzeiciinet 
werden. Die ausfuhrliche Durcbbildung der Hurwitz'schen Gedanken 
in der Form^ wie sie das vorliegende Kapitel darstellt^ riibrt vom 
Herausgeber lier. 

§ 1. Die IPormentlieorie einer Flaelie auf Grundlage der gJi, 

Im vorletzten Kapitel brachten wir schon gelegentlicb (p. 484) 
fur die speciellen Flachen unserer friiberen Untersucbungen die- 
jenige Formentbeorie in Vorscblag, welcbe sick auf cOq als unab- 
hangige Variabelen griindet. Der wesentlicbe Unterscbied der Hermit 
gemeinten Formentbeorie gegen die im vorletzten Kapitel auf ^2 
basierte ist der, dass coi, 02 bei gescblossenen Wegen auf allge- 
mein zu reden, nicht in ihre Anfangswerte iibergehen, sondern vielmehr 
in Werte co/, cog', die aus vermoge einer bomogenen Modulsub- 

stitution bervorgeben; die co^, co^ sind also vieldeutige Formen auf der 
KiemanHscben Flacbe 

Wenn wir vorbin, fur den Zweck der Formentbeorie 0 ^, 02? 
algebraiscbe Gebilde auf eine Tiber die Ebene von 0 = 0^102 gelagerte 
RiemanHscbe Flacbe bezogen, so wiirde der letzteren bier die zuge- 
borige Riemann'scbe Flacbe iiber der Ebene der Variabelen (d = c3^:c32 
entsprecben. Man bemerke, dass wir die so gemeinte Biemann'sche 
Fldclie direct im ursp^unglichen Polygon der no - Halbebene vor Augen 
haben, Inzwiscben ist es dock weiterbin fllr die Ausdrucksweise zu- 
meist bequemer, an die im Eaume geschlossene Flacbe JPu niit ihrer 
Einteilung in 2 ft Dreiecke zu kniipfen. 

Die auf gj^, tOg gegriindete Formentbeorie der JP^^ ist nun bereits 
in einer Reibe zerstreuter Entwicklungen der friiberen Kapitel ent- 
balten, nnd wir braucben bier kaum mehr als zu recapitulieren, um 
den vollen Zusammenscbluss mit den allgemeinen Gesicbtspunkten des 
vorletzten Kapitels zu gewinnen. 

Um etwa mit dem in Bd. I baufig verwendeten Differentiations- 
pocess zu beginnen, so baben wir in: 

( 1 ) dV) — CO^dc32 G)2^^1 

Es steht gar nicbts im Wege, gerade so gut wie z oder co jede andere 
Function der Flache in der Art des Textes zur Grundlage einer Pormentheorie zu 
wahlen; nur wird man im allgemeinen nicM so einfacbe Verhaltnisse antreffen, 
wie bei z oder o. 



VI, 3. Die Integrale erster Gattung der Congraenzgruppen. 


559 


ein Differential der Dldche welelies an Steile des in der allge- 
meinen Theorie (p. 493) gebrauchten Differentials tritt; dW bleibt, 
wie man sofort bestatigt, gegeniiber den bomogenen Modulsubstitu- 
tionen nnyerandert, so dass wir es Mer mit einem auf der Fldclie ein- 
deutigen Differential m thun haben. Dieses Differential d(^ ist zufolge 
seiner Gestalt — co^do auf der abgesehen vieileicht von den 
Punkten b, allentbalben endlich und von Null versebieden (in 
dem p. 493 erlauterten Sinne). Das gleicbe Verbalten zeigt dW iu 
solcben Punkten a, 5, die von vier bez. secbs Dreiecken umlagert sind; 
dagegen wird d'm in Ausnabmepunkten a und b im Grade bez. f 
unendlich. Um scbliesslieb dW in einem Punkte c zu untersucben, so 
bezieben wir F^ derart auf die co-Halbebene, dass der betreffende 
Punkt e die Spitze (o == i oo liefert. Man bat alsdann: 


( 2 ) 


doj 


^7C 


r ^ 


wabrend die Umgebung der fraglicben Steile c von F^ vermoge r^^ 

1 

auf ein einfach bedecktes Sttick der Ebene von r”' abgebildet wird. 
Nacb den friiberen Satzen ergiebt sicb daraus das besonders wicbtige 
Eesultat, dass d'^ in jedem Punkte c von F^ einfach unendlich wird; 
docb ist bei dieser Aussage in dem scbon in I p. 694 angegebenen 
Sinne von jenem Nullpunkt abgesehen, der durcb das Verscbwinden 
von CO 2 an der fraglicben Steile von F^^ involviert ist"^). 

An das Differential dWi kniipfen wir sogleicb die Betracbtung der 
zur Ffj, (resp. zu (^ 2 ) gehorenden Primform, als einer von zwei Stellen^ 
(D und G), abhdngenden transcendenten eindeutigen Modulform jeweils erster 
Dimension in beiden Variabelenreihen, Der Ubergang von der unter (8) 
p. 505 gegebenen Gestalt zu der hiermit gemeinten Primform ist leicht 
zu bewerkstelligen; es erscbeint ganz einfach das damalige Differential 
dl durcb d'^ ersetzt, und wir schreiben des genaueren: 


( 4 ) 


-V- 


dTS ■ d'm' • e 


-n 


j-f-cZco, fo'-f-cZco' 


, lim. d(X) = 0, dm = 0. 


*) Nebenher gedenken wir jener besonderen Flachen die keine Aus- 
nabmepunkte a, h aufweisen, und bei denen in alien Punkten c die gleicbe An- 

n . — 

zabl von, sagen wir, 2^^ Dreiecken zusammenbangen. Auf einer solcben ist yA 
eine ganse Form, die auf F^ gerade genau in derselben Weise verscbwindet, wie 
du unendlicb wird. Man bat demnacb in: 

n — 

(3) dl S5 — (fOjt oog — cOg )/A 

2 VI — 12 

ein Differential der F .. , freilicb von der gebrocbenen Ordnung , das auf 

(If o o 7 

der ganzen Flacbe endlicb und von Null versebieden ist. 
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Ohne weiteres aber folgen die Ergebnisse: Die Form P(<o, o') ver- 
scbwindet auf einfacb, falls die beiden Stellen o, o' auf der Plaebe 
coincidieren;’ sie wird axtf F/^ unendlicb in den Ordnungen ig, in 
den Puntten c bez. den Ausnahmepunkten h und a. Das Periodenver- 
halten von P(o, o') ist aber dasselbe geblieben, wie fur die ursprung- 
licbe Gestalt P{x, y) der Primform. 

Was wir unter den algehraischen Formen der zu versteben 
haben, und insbesondere unter den gamen algebraiscben Formen, 
braucben wir bier nicbt noebmals zu erortern; speciell fiber die letz- 
teren vergl. man die Betracbtungen p. 362 ff. Ffir die Congruenz- 
gruppen insbesondere kennen wir eine grosse Menge ganzer Formen 
Tom Yorigen Abscbnitt her; die Teilwerte pi'/,, sowie die Moduln 
k, B, 0a, ya geboren bierber. Bei der allgemeinen Dntersucbung p. 862 
u. f. batten wir ubrigens neben absolut zur Ff, geborenden Modulformen 
aueb solcbe in Betraebt zu zieben, welcbe bei gescblossenen Wegen 
constante Faetoren (Einbeitswurzeln) annebmen; wir wollen gleicb 
festsetzen, dass sicb unsere zunachst folgenden Betracbtungen ganz 
allein mit solcben Formen befassen sollen, welcbe im absoluten. Sinne 
zur Ff, geboren. 

Diejenigen Gedankenentwicklungen, welcbe auf die Gewinnung 
e iner Basis ffir die ganzen Modulformen einer abzielen, haben wir 
bei unseren fruberen Dntersucbungen niemals verfolgt. Wir mfissten 
dabei, zumal wenn es sicb urn eine Minimalbasis bandeln soil, g ganze 
Modulformen Gi(oi, o^), GgCo^, o^), ... der ausfindig macben, 
in denen sicb jede ganze Modulform der in der Gestalt: 

diG'i + + • ■ • + 

mit Hfilfe ganzer Formen erster Stufe ... darstellen lasst. Aber 

es sollen bier nur ffir eine specielle Gattung von Flacben zuge- 
borige Basen construiert werden, wobei wir fibrigens gar keinen Nach- 
druek darauf legen, aucb wirklieb Minimalbasen zu erbalten. Wir 
wollen namlicb eine Basis des Teiltmgsjgolygons F;^^^ bilden, und zwar 
der Einfacbbeit halber gleicb ffir den Fall einer Frim0aMstufe q. Wenn 
wir uns bierbei nocb auf die Darstellung ganzer Modulformen von 
g&rad&r Dimension bescbranken wollen, so haben wir die specielle 
Teiiungsgleicbung der ^-Function: 

q‘‘—l 9 

(5) P ^ ~lr “ ~h^9sP ^ ~ir^y 2 ^P ^ -{-..•== 0 

zum unmittelbaren Gebraueb zur Hand. Unter den Wurzeln von (5) 
geboren aber im ganzen die - Teilwerte Po,i, Po, 2 , Po,3, ■ ■ • zum 
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Teilungspolygon wenn wir an der friiher verabredeten Einlage- 

rung desselben in die Dreiecksteilung der oj-Halbebene festhalten 
soilen (p. 20). Dass hier librigens nicht nur eine, sondern gleicli 
— 1) Wurzeln von (5) zum Teilungspolygone gelioren, entspricht 
dem Umstande, dass das fragliche Polygon durcli 1) eine eye- 

lisclie Gruppe bildende Transformationen in sich ilbergeht. 

Indem man jetzt die Zahl ft unter 1, 2 , — 1) beliebig aus- 
wablt; hat man nach den allgemeinen Erorterungen von p. 490 ff. in 


( 6 ) 


. 1 ? Po,f 


g— 3 
2 

‘J - 


eine Basis des Teilungspolygons. Die Discriminante dieser Basis, die 
wir in der Folge stets durch Dp bezeichnen wollen, ist gegeben durcli: 


(V 


wobei sich in bekannter Weise das Product auf alle Differenzen zweier 
verschiedener Wurzeln von (5) bezieht. Die Discriminante (7) ist eine 
ganze Modulform erster Stufe. Aber dieselbe kann nur in der Spitze 
CO = i oo des Ausgangsdreiecks verschwinden; denn wir berechnen aus 
(7) p. 276 sofort: 


Px^T. Px\7J — 






6 


2 


} 


und die ^-Teilwerte sind abgesehen von den Polygonspitzen allent- 
halben endlich und von Null verschieden. Bei dieser Sachlage ist 
Dp bis auf einen numerischen Factor, den vp'ir vernachlassigen, nach 
einer fruher oft vollzogenen Schlussweise mit einer Potent dm* Discri- 
minante erster Stufe A(a)i, cog) identisch, und zwar lesen wir aus der 
Dimension der rechten Seite von (7) ab: 


(g^-l)(g"- 3) 

(8) Dp^A . 

In dem Zutreffen der Gleichung (8) hat man einen besonders ein- 
fachen Zug der Teilungsgleichung (5) zu selien, Aber es sei sogleich 
bemerkt, dass die Basis (6) noch keineswegs eine Minimalbasis des 
Teilungspolygons ist, insofern wir z. B. jeden anderen Teilwert 
noch keineswegs in der Basis (6) mit Hiilfe gamer Coefficienten erster 
Stufe darstellen konnen. Wir unterlassen jedoch, die zur Bildung 
einer Minimalbasis fuhrende Recursionsrechnung hier wirklich zu ent- 
wickeln, begniigen uns vielmehr mit dem bisher erreichten Resultat: 
Jede game Modulform — Dimension des Teilungspolygons ist in der 
Gestalt darsiellbar: 

Klein-lfricke, Modiilfunctiouen. II. 3G 
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Q], + 2 - 4 PlfA, "I + — 924 . 3 ^'^0/ 

(9) - 

wobei gi eine game Modulform erster Stufe der Dimension — I istj wdli- 
rend h durcli die Gleichung gegeben ist: 


( 10 ) 


fc == 2v “{~ 


2 


Umgekehrt; ist naturlich keineswegs jede Form (9) eine gauze 
Modulform des Teilungspolygons^ wir warden uns vielmehr spaterhin 
mit der Aufgabe zu besckaftigen kaben, aus alien Ausdriicken (9) 
die ganzen Modulformen anszusondern. 


§ 2. Von den Modulformen erster und dritter Gattung insbesondere. 

Vorlanfige Auswabl der Integrale j bei einer Primzahlstufe q. 

Von den Integralen einer Flache warden diejenigen der ersten 
und zweiten Gattung beim Ruckgang zur co -Halbebene eindeufige Func- 
tionen von m (cf. I p, 682 ff,); bei einem Integrale dritter Gattung 
aber gilt das Gleiche nur dann, wenn seine logaritbmiseben Unstetig- 
keitspunkte nur in den Spitzen des Polygons Fju gelegen sind. Das 
Differential irgend eines Integrals der durcli d'm dividiert^ liefert 
eine algebraische Form Dimension in 0 ^, cog, und wir haben 

jetzt vor allem zu untersuchen, wann diese Modulform eine game 
wird. Man iiberblickt leickt, dass dies stets der Fall istj wenn wir 
ein Integral erster Gattung j oder ein solches Integral dritter Gattung 
Q differ emierten^ das nur logaritJimisclie^ in den FolygonspiUen gelegene, 
Unstetiglceitspunkte aufweist Fiir die Integrale j ist dies sofort evident; 
ist aber Q ein Integral dritter Gattung von der bezeickneten Art^ 
so beziehe man die Placke derart auf die o-Halbebene; dass ein 
gerade betrachteter Dnstetigkeitspunkt c nack der Spitze m — ioo 
zu liegen kommt. Da wird alsdann: 


dQ ^ 

dt5 dto 


{c log r) — 


2 <?7C 


und also bleibt die Ableitung von Q an der Stelle c im Sinne des 
p. 559 Yerabredeten Sprackgebraucbes endlicb. Hiermit sind mgleicli 
die Integrale der geforderten Eigenschaft erschopft 
Man fiibre jetzt die Bezeieknung ein: 

( 1 ) 9 (<^u “2) = S %) = H 


und benenne (p und ¥ kurz als Formen erster und dritter Gattung der 
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Fldche Ff^. Dieselben sind ganze Formen ( — Dimension der 

und es wird insbesondere eine Form erster Gattimg in jedem PimMe c 
mindestens in der Ordming 1 verschwinden , da d(5 nach p. 559 an 
einer solchen Stelle der Flache in dieser Ordnung unend licL. wird. 

Diese Satze sind sofort auch der Umkebrung fahig: Jede game 
Form der F^ von der Dimension — 2 , die wenigstens in einer SpiUe c 
von Full verschieden ist^ ist eine Form dritter Gattung ¥(£ 0 ^, 032 ); sie 
wird dann aber wenigstens noch in einer weiteren Spitze c von Null 
verschieden sein, wie man aus der Grundeigenschaft der Integrale 
dritter Gattung folgert, mindestens zwei logarithmische Unstetigkeits- 
punkte zu besitzen. Ist aber eine game Form ( — 2)*®^ Dimension in 
alien Punkten c gleich Null, so stellt sie eine Form erster Gattung 9 (oi , 
vor. Die Beweise dieser Behauptungen ergeben sick einfach dadurch, 
dass man in; 

(2) j => J dw , Q = J'V{(a^, 

Integrale erster und dritter Gattung der F^ erkennt. 

Zu den Formen dritter Gattung gehoren vor allem die Teilwerte 
Pxi-i der p- Function, so dass wir in: 

(3) Q=^Jpz^dm 

eine ganze Reihe von Integralen dritter Gattung von der oben be- 
zeichneten speciellen Art haben; ist n der Teilungsgrad der so 
wird naturlich die zugekorige Flache F^i der Hauptcongruenzgruppe n^^ 

Stufe entsprechen. — Fiir ungerade n liefern die Moduln Za eines 
einzelnen Systems in: 

(4) i 

ebenso viele Integrale erster Gattung; aber fur die Stufe dieser Inte- 
grale und also fiir die Bestimmung der zugehorigen Flache sind 
hier immer die zahlreichen Fallunterscheidungen massgeblich, welche 
seinerzeit (im zweiten und dritten Kap. des vorigen Abschn.) betrefifs 
der Stufe der zu trelBfen waren. Bei geradem n liefert jedes ein- 

zelne 0 a -System Integrale erster Gattung j der Gestalt (4), die 

entweder der oder Stufe angehoren. — Letzten Endes haben 
wir zur Biidung von Integralen dritter und erster Gattung auch noch 
die gamen Formen ( — 1)*®^ Dimension ka , zur Hand. Zweigliedrige 
Verbindungen irgend welcher Moduln dieser Art liefern in: 

(5) f AaA^dm , j ka B^d-m ,■■■ 

stets Integrale dritter oder erster Gattung. Was im Einzelfalle vor- 

36* 
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liegt, wird man nach den entwickelten Regeln immer leieht entscheiden 
konnen. — 

Wir wenden iins hub. gl6ich zu don lutegraleii j ©iiier beliebigeii 
Trimmlilstufe q, deren Auzahl gieicli dem Gesclileclite: 

/a\ (g + ^) (g — 

(6) P = 24 

der HauptcoBgruenzgruppe q^^^ Stufe ist. E'iir die Anordnung dieser 
^ Integrale j soli bier zuvorderst ein zweckmassiges Schema verabredet 
werden. Zu diesem Ende sei j(co) irgend ein Integral erster Gattung 

2 i tC 

Stufe; man bilde alsdann vermoge der Einheitswurzel s = e 
das neue Integral erster Gattung q^^ Stufe : 

(7) i((a i == 2 + v), 

7/=0 

wobei h irgend eine ganze Zahl aus der Eeihe 0, 1, . . g 1 sein 
solL Indem wir h der Reibe nacb niit diesen q Zablen identificieren^ 
ergiebt sich durcb Inversion von (7) ftir das ursprunglicb yorgelegte 
Integral j{(o) der Ausdruck: 

(8) jip) = 1 I 1) + * • * +i(<» I 9. !)]• 

Das Integral j((D 1 ifc) zeigt aber bei Ausubung der Substitution 8 das 
Verbalten: 

(9) + 1 j it)= I ly 

Es lassen sich demgemdss alle p linear-unabhdngigen Integrale j der 
Stufe so aiiswahlen, dass das einzelne miter ihnen sich gegenuher der 
Operation 8 Us auf erne multiplicative Einheitswurzel reprodticiert 
Man nebme nun diejenigen Integrale j vorweg; welcbe sicb gegen- 
liber S liberhaupt nicbt mebr andern, Es werden dies die Integrale 
erster Gattung des Teihmgspolygons Egi^—i sein^ und da sich das Ge- 


scblecbt des letzteren nacb den friiberen Regeln leicbt zu: 

( 10 ) ■ 

bestiinmt, so haben wir an erster Stelle im ganzen % Integrale: 

(11) Ji(<» I 0), iaC® I 0), •••>>(<» I 0)> 


die gegeniiber der Substitution S unvefrdnderlich sind. Hierber geboren 
naturlich auch die im letzten Kapitel des vorigen Abscbnitts (p. 449 Si) 
baufig benutzten Integrale J des Transformationspolygons 

Fiir die nocli iibrig bleibenden (g — 1) Zahiwerte & = 1 , • • • , q — 1 
unterscbeiden wir, ob in h ein quadratiscber Rest oder Nichtrest von q 
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vorliegt; dabei mogen wir die — Roste generell durcb die Nicht- 

reste ebenso durch ^ bezeiclinen. Bei einem gerade ausgewahlten 
System von ^ Integralen der Art (9) mogen nnn zu einem besonderen 
Reste Ih = a insgesamt die X linear -unabliangigen Integrale: 

(12) j;(cD I a), j^{c3 I «), ■ ■ -Jzito 1 a) 

geboren. Wir verstelien dann unter g eine primitive Wurzel der Prim- 
zahi q und walilen eine der Bedingung: 

(13) U= (mod. g) 

geniigende Modulsubstitution ans, nm vermoge derselben die X Inte- 
grale (12) zu transformieren. Da U8U~~^ = S^~ (mod q) zutrifft^ so 
wird das einzelne Integral ji{U(co) 1 cc) gegeniiber der Substitution S 
die Einbeits wurzel annebmen; im Sinne der in (7) und (9) ein- 

gefiibrten Bezeicbnung wird also zu setzen sein: 

(14) jiiTJ^co) 1 a) = ji(p I • 

Die Substitution U ist aber, mod. q genommen, von der Periode 
indem man somit in (14) fur v der Reihe nach die Werte 
0, 1, • • •, ^ ~ nimmt, entspringen von (12) aus — ^ — Reiben 2 u je 

X Integralen, deren einzelne je einem der -- " Peste « zugehort. Da 

hierbei binsichtlicli des anfanglich ausgewabiten k keinerlei be- 
scbrankende Voraussetzung gemacbt wurde, so ist zugleicb evident, 
dass fiir jedm Best a gerade A und mir A linear -undbMngige Integrale 
j(c3 I «) eintreten. 

Far die Nichtreste 7c = /3 gestaltet sich die Uberlegung genau so. 
Haben wir fiir eineu ersten Nicbtrest insgesamt die g linear-unab- 
hangigen Integrale: 

(15) ii(a) I f), j^ico I /3), 1 /3), 

so werden wir uberhaupt fur jeden Nichtrest ^ genau g undblidngige In- 
tegrate j finden und nicht melir. In diesem Sinne babeu wir nur nocb 
der Gleichung (14) die nachfolgende anzureilien: 

(16) i/(C7’'(«) 1 ^) =j/(®) 

ijber die jetzt betraehteten 

X + (A 4" 1^) • ~2 

Integrale j hinaus werden weitere unabhangige Integrale j der g**” 
Stufe nicbt mebr existieren konnen. Aber man beaehte umgekelirt, 
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dass eine lineare Belation mischen jmen aufgemhlten Integralen nicM 
lestehen Jcam. Eine derartige Relation wiirde sich namlicli sogleich 
in eine Anzahl weiterer Relationen spalten lassen, in deren einzelner 
nur solche Integrale j Torkommen, welche gegeniiber S das gleiche 
Verhalten zeigen. Derartige Relationen kommen aber sicker nicht vor; 
denn die A Integrale der einzelnen Reihe (12), sowie die g, Integrale 
der einzelnen Reihe (16) sind linear- unabhangig, nnd ein Gleiches gilt 
endlich auch yon den % Integralen j (co [ 0) des Teilungspolygons. Bei 
dieser Sachlage gelten also die Formeln: 

P = ^ + (^ + W — — ^ ~ , % — 24 ? 

wir berechnen Ton hier aus noch fur (A + g) den Wert: 

(17) 1 + g — ^ 

indessen lasst sich nicht ohne weiteres bestimmen, welche Zahlwerte 
A und g einzeln genommen haben mogen. 

§ 3. Specielles iiber die Integrale j(a) | 0) des Teilungspolygons. 
Darstellnng derselben durch die j(co | cc)y j(co | /3) '*'). 

Auch nach Festlegnng des im vorigen Paragraphen verabredeten 
Schemas ist die Auswahl der einzelnen Integrale j noch in sehr mannig- 
faltiger Weise zu treffen. In der That mogen wir die Integrale 
j((o I 0) des Teilungspolygons noch beliebig linear substituieren , und 
ein Gleiches diirfen wir mit den Integralen der ersten Reihe (12) bez, 
(15) § 2 Tornehmen; aber man bemerke, dass alsdann auf Grund von 

(14) bez. (16) die • iibrigen Reihen mit der ersten vollstandig 

bestimmt sind, Wie wir in diesem Betracht bei den Integralen | a), 
J(co 1 zweckmassige specielle Auswahl en treffen mogen, werden wir 
weiterhin noch zu betrachten haben. Unsere nachste Untersuchung 
gilt allein den oc Integralen j((D | 0) des Teilungspolygons Wir 

haben dabei insbesondere eine eigenartige Ausdrucksweise dieser Inte- 
grale j{m 1 0) durch die j{co | a), j(a} ] abzuleiten, bez. durch ge- 
wisse lineare Verbindungen der | a), j{p | j3), die wir unter der 
Benennung Js nnd einfuhren wollen. Von den so zu entwickeln- 
den Darstellungen der j{p | 0) wird spater ein wichtiger Gebrauch 
zu maclien sein. 


Den Paragraphen 3, 4, 5 liegt die schon in der Einleitung erwahnte 
hrieflicke Mitteilung von Hrn Hurwitz zu Grunde. 
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Die Substitution U behalten wir in der Bedeutung (13) des vorigeu 
Paragrapben bei und Terstehen unter § eine primitive Ein- 

lieitswurzel. 1st nun j((a) ein beliebiges Integral erster Gattung des 
Teilungspolygons, so baben wir in: 

( 1 ) 

gleicli — ~ — Integrale dieses Polygons, insofern dasselbe docli durcli 
die Substitution TJ in sich selbst transformiert wird. Wir bilden ims 

nun abnlich wie in (7) § 2 mit Hillfe der Einlieitswurzel g die - 
liuearen Verbindungen: 

(2) j(a)) + + • ■ • (to)), 

indem wir bierbei die Zabl s der Reibe nacb mit 0,1,..., 
identiscli nelimen. In (2) baben wir dann — Integrale des Polygons 
denen sicb umgekebrt das anfanglich gewablte j^m) linear 

2 

aufbauen lasst. Gegeniiber U aber andert sicb das Integral (2) urn 

— j Einheitswurzel ^ ^ als Factor. Daber das Resultat: Die 

% linear -imablidngigen Integrale j des Polygons lassen sich so aus- 

~~ 2 ^ 

wdhlenj dass das eimelne imter ihnen gegeniiher S and U das Ver- 
lialten migt: 

(3) j (Sico)) == j (ca) , j(U (rol) = lyy (o) . 

Die zweite unter diesen beiden Pormeln erfordert indes nocb eine 
zusatzlicbe Beinerbung. Uni dieselbe namlicb aus (2) zu entwicbeln, 

g-3 

baben wir j(U ^ (ci)) direct mit j{(o) identiscb gesetzi Dabei wurde 
jedocli eine additive Constante vernacblassigt; denn man bemerke, dass 

g-i 

U ^ (iibrigens im Gegensatz zu /S'?) auf unserer Riemann’scben Flacbe 
einen solchen gescblossenen Weg bedeutet, der sicb nicbt auf einen 
Punkt zusammenzieben lasst. Strenge genommen sollten wir dem- 
gemass in der zweiten Pormel (3) recbter Hand nocb eine additive 
Constante binzusetzen. Inzwiscben ist diese Constante bei den gerade 
vorliegenden tlberlegungen ganz bedeutungslos; wir baben sie demnacb 
in (3), so wie in den analogen weiterbin folgenden Formeln einfacb 
fortgelassen. 

Denken wir fortan die % Integrale j^co) des Teilungspolygons in 
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Ubereinstimniung mit den Relationen ( 3 ) ausgewalilt, so zeigi das 
einzelne unter ihnen ein besonders einfaches Verhalteii bei AusiibniiQ: 

o 


Wir ncnnen } 3 ei 


einer beliebigen Modulsubstitution F = fV 

\ 0 / 

dieser Entwicklimg^ einem gewobnten Brauclie folgend, die in der 

= a (mod. 


Congruenz 


zu irgend einer gegen q primen Zahl a geborende gauze ZaM v deu 
Index von a bezuglich der Primitivwurzel g und sclireibeii abgekiirzt 
V = ind. a. Es wird alsdann: 


(4) = (mod. 3 ), 

und "wir finden fiir die genannte beliebige Modulsubstitution V nacli 
leicbter Zwisclienreclinung die Congruenzen: 

jj—mA a ]7= ^ wenn ;/ = 0 (mod. g), 

(5) I ^ 

Umd.Yg ui 1 V ’ ^ gegen q 

ist. I'ur das eimelne Integral j ergielt sich daraufhin mrmoge (3) gegen- 
iiber V das Verhalten: 


( 6 ) 


j y durch q teilhar, 

J (7^4) = '^j ) Ms y FWM gegen q. 


Besonders einfach werden diese Formeln fiir »? = 1 , d. i. fiir ein 
Integral j des Trmsformations;golygons Fj+i; die Anzahl dieser beson- 
deren Integrale ist nacb Formel (13) p. 52 bez. gleicb: 


CJ') — q — 5 g — 7 2 + 1 

^ 12 ’ 12 ’ 12 > 12 ’ 

je naehdem 3 = 1, 5, 7, 11 (mod. 12) ist. Hier ist i(ra) bekanutlich 
eines unter (2 + 1) gleichberechtigten Integraleu, die einfach diirch: 

(8) M, i(^), 

gegeben sind. Die Summe dieser (3 + 1 ) Integrale ist dabei als ein 
iiberall endliches Integral erster Stufe mit einer Constanten identisch: 

(9) j(ra) + j (^) -i \-j = const. 

Hieran kniipft sich nun die nachfolgende Uberlegung: Einmal 
sind die Integrale ( 8 ) gerade diejenigen, welche auf den rechten Seiten 
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der linearen Transformationen (6) auftreten; fiir’s zweite aber benierke 
man, class sich vermoge der Pormel (9) ^(m) durcli die g iibrigen Inte- 
graie (8) darstellen lasst. Indem wir zusammenfassen, folgt vermoge 
einer leicbten Zwischenbetrachtung, dass sich die g leMen Integraie (8) 
(jegenuher belieiiger Modulsuhstitutionen linear substituieren, Auf die so 
entspringenden g-gliedrigen Substitutionen mtissen wir aber desbalb 
eingehen, weil wir gerade durcb ilire weitere Discussion cliejenige Dar- 
stellung fiir das Integral j{<x> | 0) des Transformationspolygons ge- 
winnen werden, auf die wir scbon im Anfang des Paragrapben Bezug 
nabmen. 

Bei dieser Entwicklung fiibren wir zur Vereinfacbung des Aus- 
drucks der in Rede stebenden ^-gliedrigen Substitutionen an Stelie 

der q Integraie j die q neuen Integraie c7o(®)? 

Jq—i(co) durcb die linear e Transformation ein: 

(10) J.(«) + ■ ■ ■ + 

deren Determinante von Null verschieden ist, wie es fiir die Umkebr- 
barkeit der Substitution (10) erforderdicli ist, Fiir s == 0 baben wir 
in Jq^co) einfacb das ursprunglicbe Integral — i(a)), immer von einer 
additiven Constanten abgeseben. Indem man die Transformation (10) 
leicbt iiivertiert, ergiebt sich als Wirhmg der SubsUtufionen S md T 
auf das System der Integraie Jq, i nach leicliter Ztvisclien- 

rccJmung: 

(S) tis = 

t^i) 

— qJ/ = (2 + ^ 

Jf==l 

wobei sicb in der letzten Formel der Summationsbucbstabe s nur auf 
1^ 2, • • ^ — 1 bezieht; die Abkiirzung Cst ist gebraucbt in der Be- 

deutung: 

5—1 

^ ^ gS v i r ^ 

r = l 

Hiervon nun die nacbfolgende Anwendung: Wie man sieht, isi 
das einzelne der (q — 1) Integraie eT^, Jg? • • • lineare Com- 

bination gewisser X Integraie j((o | cc) be0. Integraie j((D | j3), je nacb- 
dem s ein Rest s = a oder ein Nicbtrest s = /3 von q ist. Wenn 
man nun nacb ganz beliebiger Auswabl von s unter den Zablen 
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1, 2, • • •, — 1 auf die betreffende unter (T) stehende Formel: 

— (^) = (a + 1) 2 

' “ t=i 

der Reibe nacb die q SubstitutioDen 1, S, . . . , ansubt und alle 

entspringenden q Formeln addiert, so folgt vermoge J^ = — 3 fiir das 
hdiebig ausgewahlte Integral i(co) des Transformationsfolygons die Bar- 

stellmg: i \ 

( 11 ) (q + i)i(®) = Js(^) + (^) + • • • + J". ’ 

und gerade urn diese Formel war es uns zwecks spaterer Anwendung 
zu tbun. Natiirlich konnen wir die hiermit geleistete Darstellung des 
fraglicben Integrals jip) vermoge der Integrale jioa \ a), j(a}\ /3) den 
wecbselnden Werten s = 1, 2, • ■ ■ , q — 1 entsprecbend noch in (g - 1) 
unterschiedenen Arten ausfilhren. 

Analogs Entwicklungen baben wir jetzt nocb fur jedes beliebige 
Integral j(a) des Teilungspolygons durcbzufubren, welcbes nicbt be- 
reits zum Transformationspolygon gebort. Hier bestebt dann die Re- 
lation (9) nicbt; zufolge der Formeln (6) werden demnacb die Inte- 
grale (8) gegeniiber beliebigen Modulsubstitutionen (g + l)-gliedrige 
lineare Suistitutionen erleiden. Um fur die letzteren eine moglicbst 
einfacbe Gestalt zu gewinnen, fubren wir statt der (g + 1) Integrale 
(8) die nacbfolgenden (g -f 1) neuen Integrale ein: 

( 12 ) • = 

wobei in der letzten Formel sieb s nur wieder auf die (g — 1) Werte 
1, 2, • ••, g — 1 beziebt, wabrend rj die im Sinne von (3) zu y(ta) 
geborende Einbeitswurzel ist. Die Inversion der Formeln (12) liefert 
offenbar: 

(1 3) 3 = '^o(®) + 2 • 

' 5=1 

Als Wirlmng der Substitutionen S mid T auf die jeM gemeinten 
(g + 1) Integrale /(co) berecbnen wir obne Miihe: 

{S) JL = Ja.3 6^'/, 
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(T) 


s-i 


= Jo + 2 

<=i 

2 Jq' = </„ + (■>2} «) ^ Ji> 

« = 1 

2 J"/ = "I" iyr^y ^ 


9-1 


wobei in der letzten Formel s=l, 2, — 1 zu nehmen ist. 

Hierbei bat das aucb in der Kreisteilungstlieorie gebraucbliche Symbol 
(riy s) die Bedeutung: 


(14) {7i,s) ^ ^ 

wahrend der Coefficient Ca gegeben ist durch: 


(15) 


(^St 


H — ■»■ 




n 


ind. t V 


■»»= 1 

Hieran kniipft sicb nun wieder die nachfolgende Rechnung: Nacb 
beliebiger Auswabl von s aus dem Intervall 1 libe man 

auf die zu 5 geborende Gleicbung (T) der Reibe nacb die Substitu- 
tionen 1, /S', • • •, i aus und addiere die gesamten so entspringen- 
den q Formeln zusammen. Geben wir dabei von gleicb wieder 
zur ursprfinglicben Bezeicbnung j (o?) zuriicb, so folgt: 

9-1 

(16) j (m) = — * (i2-S i) Jo (») + 12“^- * ^ Js ' 

<=0 ~ 


Unter den recbts stebenden Integralen gebort aucb nocb Jq zum 
Teilungspolygon. Um dasselbe zu eliminieren, wablen wir an Stelle 
von s ein zweites Mai die Zabl s' so aus, dass von Null 

verscbieden ist; dies bat keine Schwierigkeit, da iq nicbt gleicb 1 ist. 
Obne die der Gleicbung (16) analoge Relation fur s' binzuscbreiben, 
fiibren wir zum Zwecke der Elimination von Jq jetzt endlicb das 


Integral ein: 
(17) 




wind, s' 


^ind. s 


[c7^ Js'^ 5 


—7J- 

wie man siebt, setzt sicb dasselbe wieder ausschliesslich aus Integralen 
j(o 3 1 ctf), y(cD I |3) zusammen, namlicb aus den Integralen j(co | s) xmd 
j(co I s). Mit Sulfe des Integrals (17) aler folgern wir aus (16) filr 
das ursjorunglich vorgelegte Integral jiai) des Teilungspolygons die Bar- 
stellung: 

(18) j (to) = J ,, (=^) + Js, >' (i^n) "• ^ C + a-i) ' 
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eine Forinel, die sicli der oben entwickelten Gleichung (11) unmittelbar 
anschliesst; doeli ist sie infolge der mei Indices s, s' noch mannig- 
faltiger waHbar, als (11). Hierdtircli haben mm aucJi die in (11) noch 
tiicht miterledigten Integrale J(<o | 0) ihre in AussicM geitommene Dar- 
skllung durch die jia | a), j (a | /S) gefunden. 

Wir haben niit dem Vorstehenden diejenigen gruppentheoretiscben 
Entwicklungen fiber die Integrale ^ Stufe gegeben, welche sich an 

die halbmetacyclisehen Untergruppen anschliessen. Es ware 

2 

jetzt moglich, auch uoeh die flbrigen Untergruppen der Gesamtgruppe 
Gqiq^-i) der Stufe in entsprechender Weise heranziehen. Jedoch 

haben wir in dieser Riehtung liegende Entwicklungen im folgendeu 
uicht notig. 


§ 4. Ein allgemeines Bildnngsgesetz fiir die Integrale j(ta ] a), 
j(03 I /3) der 2*“ Stnfe. 

Urn ein allgemeines Bildnngsgesetz ffir die Integrale j zu ge- 
winuen, bringen wir die in Paragraph 1 gegebene Basis des Teilungs- 

r 

polygons Llj • • •> Fo,^ J in Anwendung. Dies lasst sich ohne 

weiteres zunachst nur fur Integrale J(co } 0) durchftihren; indessen ist 
es gerade unser Ziel, die fragliche Darstellung ffir die Integrale 
j((X) I a), j(co ! /?) unter Beiseitelassung der j((o ] 0) durchzuhilden, 
und dieserhalb mttsseu wir noch einen Umweg gelien, uni die Formen 
des Teilungspolygons niit den Integralen j(m | a), j{a> | f) in Verbiu- 
dung zu bringen. 

Indem wir zuvorderst unentsehiedeu lassen, ob wir niit einem 
Eeste a oder Niclitreste ^ zu thun haben, schreiben wir j((o | v), wo 
also V irgend eine Zahl aus der Reihe 1, 2, • • • , q — 1 ist. Man 
gehe dann gleich zur entsprechenden Form erster Gattung: 


( 1 ) 


(oj , (Da) 


dj(m I v) 
dm 


und suehe dieselbe mit einem solchen Factor zu versehen, dass das 
Product eine ganze Form des Teilungspolygons wird. Unter unwesent- 
licher Abweichuug von der p. 281 befolgten Schreib weise setze man: 

oo — 2a]“ 

( 2 ) = 2 

^ m = — oo 

und Yerstelie weiter unter (g) den kleinsteii positiveii Rest von q mo- 
dulo 4: 
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Nach den seinerzeit entwickelten Satzen ist eine gan^e 

Modulform Stufe, deren Verhalten gegeniiber S aus ( 1 ) p. 313 
leicht bereclinet werden kann. Im Anschluss daran zeigt man leiclit^ 
dass die Oongruenz -f” (mod. q) bei beliebig gewaliltem 

V = 2, • * ' , q — 1 stets durch zwei ganze durch q nicht teilbare 

Zahlen a, p l^efriedigt werden kann. Wahlen wir aber zwei solche 
Zahlen ^ gerade ais Indices in , so wird dieser Aus- 

druck gegeniiber S die Einheitswurzel annehmen. 

Bei dieser Sachlage besitzen wir in • ^(coijcag) eine 

game Form des Teilungspolygons, und zwar von der Dimension 

— 3 3 — (■^)J * Form bringen wir jetzt die in (9) § 1 

gegebene Darstellung vermoge der Basis [1, ^ 0 ,^ 4 , • • •] in Anwendung^ 
indem wir dabei ft aus der Zahlreihe 1, 2^ • • ^ — 1 beliebig aus- 

wahlen. Es ergiebt sich die Darstellung: 

till 

(3) Dp (p (g)i , COg) = gjc + gk-2 fOfi '4 h 9 k^f+ ; 

wobei unter — h die Gesamtdimension der linken Seite verstanden ist. 

Die bier auftretenden ganzen Pormen erster Stufe gu, gh—^, • • • 
denken wir nun durch 9% dargestellt und wollen iibrigenS; was 
weiterhin sehr wichtig wird, statt 9 ^, 9 ^, die drei Formen: 

(4) 02 = 12p^2; 03 = 216^3 , = 3(2 — 

gebrauchen. Es sind ndmlich die EntwicMungscoefficienten in den Do- 
temreihen fur gg, gs nach r durchgehends gan^e Zahlen, wdhrend die 
Entwicldungscoeffcienten von pof, gammhlige Verbindungen der Potemen 
von sind. Im letzteren Falle wolle man vor allem gleich noch 
anmerken, dass die PotementwicMung von der von einfach 

dadurcJi hergestelU wird, dass man durch erseM; es ist dies eine 

einfache Folge der p. 12 unter (3) gegebenen Formel. Unter Gebrauch 
der in (4) eingefuhrten Bezeichnungen schreiben wir jetzt die in (3) 
gelieferte Darstellung von q^ico^, explicite in der Gestalt: 

( i/7\^ 

(5) 9 P (oi, CO 2 ) = A 82 “ 9s* • 

« ^ P a^b 

Dabei bezieht sicb die Summe auf alle ganzen, nicht negativen Zahlen 
a,!), c, welche der Bedingung geniigen: 

4a + 66 4 - 2c == it, c < — ~ , 
unter h die schon in (3) gebrauchte ganze Zahl verstanden. 
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Die Mermit gegebene Entwicklung ketre man nun urn nnd frage, 
wann uberhaupt die auf der reebten Seite von (5) stehende Verbin- 
dung eine Form erster Gattung Stufe darstellt Hierzu ist einzig er- 
forderlicb, dass sie in den Spitzen c des Polygons wenigstens je in erster 
Ordnung verscbwindet, und dass vzir ubrigens mit einer ganzen Form 
zu thun baben; die iiberdies nocb zu fordernde Dimension — 2 liegt 
in (5) unabbangig von den besonderen Zablwerten Ca,i stets vor. Da 
aber Dp eine Potenz von A ist, wabrend die 0a , zufolge ibrer be- 
kannten Productdarstellungen als transformierte •9’-Nullvrerte jedenfalls 
nur in den Spitzen c verscbwinden konnen, so wird der Ausdruck (5), 
wie aueb die Ca,t gewablt sein mogen, im Innern des Polygons, d. i. 
abgeseben von den Punkten c, jedenfalls endlicb sein. Wir baben also 
nur nocb die Punkte e zu untersucben und bier diirfen wir uns auf das 
Teilungspolygon bescbranken, da sicb der Ausdruck (5) gegeniiber S 
nur um den Factor andert. 

Das Teilungspolygon Fg^—i bat zweimal Punkte c, deren 

■ "a 

Lage wir uns am leicbtesten vom Transformationspolygon aus 

deutlieb macben. Letzteres hat zwei Spitzen c und c', welcbe den 
Punkten oj = i oo und to = 0 entspreehen. Indem wir alsdann auf 
diese Punkte die Substitution U des vorigen Paragrapben wiederholt 

ausuben, gewinnen wir die iibrigen Punkte. c^, cl, c^, cl, ..., Cg— s , C g— s 

2 2 

des Teilungspolygons. Die Werte von to in diesen gesamten Punkten 
sind offenbar: 

q — 3 q — -8 

(6) m^ioo,T{ioo), U(ioo), UT(ioo),...,Tr^(ioo), U^T(ioo). 

Uni jetzt den Ausdruck (5) in eiuem einzelneu dieser Punkte 
e Hater zu untersuclien, werfe man denselben in iiblicher Weise 
vermoge der gerade in Betracht kommenden Substitution (6) nach 
G) — ioo ^ entwickele die recMe Seite von (5) nach Potenzen von r 
und verlange, dass diese Entwicklung mit einem von Null verschiedenen 
positiven Exponenten beginnt. Handelt es sich um einen der Punkte 

Cy * -y so ist eine Substitution der Gestalt £»'= aus- 

_ a 

zuiiben, wobei man zur leichteren Ausfuhrung dieser Substitution fiir 

den Augenblick wieder an Stelle von in (5) substituiert denke. 

Es gehen alsdann bez. uber in wahrend 

die iibrigen Bestandteile des Ausdrucks (5) unverandert bleiben. Setzen 

wir nun die Reihenentwicklungen ein, so haben wir die so zu 

bestimmen, dass eine gewisse Anzahl von Anfangsgliedern fur die 
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EntwicMung der Summe ^ ausfallt, damit eine von dem Nenner in 

(5) etwa herruhrende Potenz init negativem Exponenten in riclitiger 
Weise compensiert wird. Wir folgeru aus der Natur der Entwick- 
Inngscoefficienten von gg? Qz> sowie aus der G-estalt des von 

po /4 zu fiihrenden Zusatzfactors ieicht, dass jeder Pimkt c dm' 

Reihe c, fur die ZaMen Ca^b eine gewisse Anmhl linearer 

2 ~ 

homogener Bedingungen liefert^ deren Coeffcienten in die G-estalt gamer 
gammhliger Functionen der Einheitswur^el gebracM werden Mnnen. 
Die einzelnen Punkte c, q, . . . liefern dabei ganz verschiedene An- 
zahlen soldier Relationen, da die in diesen Puntten in ver- 

scliiedener Art verschwinden. 

Jetzt ist zweitens noch in den Punkten c\ c/, cf, . . . das Ver- 
lialten des unter (5) gegebenen Ausdrucks 9 ?(g)i, cog) zu untersucben^ 
wobei wir wieder fordern mtissen, dass in jedem dieser Punkte die 
Summe auf der recbten Seite von (5) wenigstens in einer nm 1 hoberen 
Ordnung verschwindet als Hier kommen denn fur 

die in Rede stebende Summe neben gg, g^ die Entwicklungsglieder 
von pa— 1^,0 zur Geltung, und diese sind auscbliesslich rationale 
Zablen. Es ergeben sich also, damit wir in (5) eine Form erster 
Gattung liaben, weitere lineare bomogene Gleicbungen fur die Ca,h* 
Man bemtrke bierbei wieder, dass in (4) der Dbergang von po,^ 
zu durcb Zusatz eines Factors bewerkstelligt wurde, der eine 

ganzzahlige ganze Function von ist. Indem wir ja bei Ausiibung 
von Modulsubstitutionen auf po,^ zuruckgeben wollten, werden Po- 
tenzen jenes Zusatzfactors 3(2 — vortreten, die nun mit 

in die Coefficienten unserer neuen linearen Bedingungen fiir die Ca,b 
lib ergeben. Also auch hier sind die Coefficienten dieser linearen Glei- 
chungen gamsdhlige game Functionen von Ubrigens bemerke man 
nocb, dass der Ausdruck (8) in alien jetzt fraglicben Punkten c das 
gleicbe Verbalten zeigt; die Anfangsglieder der Summe im Ausdruck 
(5) mussen also fur alle Punkte c, cf, ... bis zu gleicber Hobe ver- 
scbwinden. 

Wenn wir nun die Ga,i den gesamten, jetzt gewonnenen Bedin- 
gungen gemass wablen, so wird sicber eine Form erster 

Gattung sein, und wir gelangen so mgleich mr allgemeinsten Form erster 
Gattung Stufe^ die gegenuber 8 den Factor a'^ annimmt. Die Ca,h 
werden demnacb nocb A bez. ^ linear und bomogen vorkommende 
Parameter aufweisen (die willkiirlicb bleiben), je nacbdem v quadra- 
tiscber Rest oder Nicbtrest von g ist. Durcb A bez. linear-unab- 
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hangige willkiirliclie AuswaWen jener Parameter -werden wir dann eiii 
System Ton K bez. fi Integralen yC® I *') gewinnen konnen. Dass 
wir iB alinliclier Weise auch 3 c Integrale des Teilungspolygons ableiten 
IvOJinteri, ist leicht eyident; doch. gehen wir liierauf nicht naher ein. 


§ 5. Das Princip der ganzzahligen Entwiekliingseoeffieieiiteii bei 
den Integralen ')[p | o:), j(co | /3). 

Wenn ancli die Herstellang der Integrale j nach der iro. vorigeii 
Paragraphen bescliriebenen Metbode selbst schon in niederen Fallen 
q sehr umstandlich ausfallen diirfte, so werden wir docb durcb Fort- 
setznng der begonnenen Entwicklnng zu einem in der Folge ausserst 
wicbtigen Saize geftibrt. Es gilt namlicb. das Folgende: Das System 

Integrale j{(x) | a) , i(c? I Itisst sick lei lelieligem 

q stets so wahlen^ dass die Entwiddung jedes eimelnen dieser Integrale 
nach Eoten^en von r dwchgehends nur gan^^ahlige Coefficienten auf- 
weist Um dies zu zeigen^ nebmen wir etwa an^ v sei ein Rest ftir 
die Nicbtreste ist die Entwicklnng genau so. Unsere - tJberlegung 
bestebt dann ans folgenden Scbritten: 

Die Coefficienten Ga,b des vorigen Paragrapben berecbnen sich aus 
den gewonnenen linearen Relationen bis auf A unter ibnen, welche 
willkiirlicb bleiben. Der grosseren Gleicbmassigkeit balber scbreiben 
wir die letzteren eg, . . . , in ibnen stellen sicb dann alle Ca,b 
linear nnd bomogen dar mit Coefficienten, die game garmahlige FunC‘ 
tionen der Einheitswur^el sind, Wablten wir aber statt des an- 
fanglicbeu po,i.L den Teilwert po,iu'? so erscheinen die Verbaltnisse nur 
insofern geandert, dass in den eben gemeinten ganzen ganzzabligen 
Punctionen durcb s^^-' ersetzt worden ist. Man kann dies aus der 
Natur der Potenzentwicklungen fiir die ^-Teilwerte (cf. p. 12), sowie 
andrerseits aus dem Entwicklungsgange des vorigen Paragrapben ohne 
besondere Mfibe beweisen. 

Wir entwickeln jetzt q> selbst nacb Potenzen von r, und bier liegt 
aller Nacbdruck auf dem, was wir schon vorbin uber die Entwicklungs- 
coefficienten von 03? sagten. Andrerseits bemerke man, dass 
und A lauter gammhlige Entwicklungscoefficienten aufweisen, 
wobei insbesondere als Anfangscoefficient stets 1 auftritt; es folgt da- 
raus, dass auch die reciproken Werte ^ A“~^, nach r entwickelt, 

ausscbliesslicb ganzzablige Coefficienten aufweisen werden. Indem 
wir zusammenfassen und nun die eben schon eingefuhrte Benennung 
e;i ffir die unbestimmt bleibenden Ca^i braucben, kommt fur 
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das allgemeinste zum quadratischen Reste v = a geliorende cp (gj^ ^ 
die Potenzentwicklung: 

(1) 9 >((D, , w,) = T'l [e, (r I «.-) + . . . + C,^,(r | ^.‘0] ; 

dabei bedeutet eine Entwiekluiig iiacli ganzen positiven 

Potenzen von r, deren Coefficienten ganze ganzzablige Punctionen von 
sind. Als die >l *zu v ~ a geborenden Pormen <p komien wir so- 
mit diese: 

(2) 9 >, («„ «,) = % (r 1 7c=l,2,...,X 

auswaHen, Entwicklungen, die xibrigens innerhalb der ganzen positiven 
c}-Halbebene convergent sind. 

Jetzt aber denke man sicb in der anfanglichen Bntwicklung po.jic 
an Stelle von po,iii gewaHt; wobei natiirlicli ancli in den Ca,b an Stelle 
von die Wurzel treten wird. Wir erhalten dann alle zu v = a> 
geborenden (p genau wieder in der Gestalt ( 1 ), nur dass durcb 
ersetzt ist; dabei wird tibrigens keineswegs ein und dasselbe System 
... f ex beide Male die gleicbe Form 99 darstellen. Man ordne nun 
die einzelnen Coefficienten in ^k{r | e^) nach Potenzen von an und 
spalte daraufbin in die Summer 

I £M) == 5Pi,oO') + + ••• + 

wo alsdann die einzelne dieser q Entwicklungen durcbgangig 

gammhlige Entwicklungscoefficienten aufweisen wird. Die recbte Seite 
von (2) stellte fur alle Zablen — ly 2y • • • , q — 1 eine Form erster 
Gattung dar; eine Form erster Gattung baben wir also insbesondere 
auch in: 

(3) I 

%md liier hat die EntwicMung da sie sick folgendermassen sohreibt: 

z=0 

offenhar selhst wieder lauter ganzmhlige Coefficienten. Durcb Inversion 
der g fiir ^ = 0 , — 1 zu bildenden Gleicbungen: 

== I s) + H h 1 

lasst sicb aber 5Pjt(r | £<“) selbst wieder in der Gestalt: 

g—l 

%(r I fi'') =2^ 


Klein-Pricke, Modulfunctionen. II. 
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darstellen^ so dass wir die anfanglich ausgewahlten Jl Formen ( 2 ) 
durch die Formen: 

(4) fc = 1, 2, - ■ ■ , A; *• == 0, 1, ■ ■ g - 1 

ansdrucken konnen. Unter den letzteren Formen warden somit 2 
linear -unabliangige entkalten seinj ein solches • System denken wir 
jetzt’in 9 ?^^^ ausgewahlt^ setzen weiter: 

(5) qo® (C3i, CJ 2 ) == (— ) W 

und haben den Satz, dass die EntwicMungscoefficienfen dieser X linear- 
unabhdngigen Formen erster Gattung lauter game Zahlen sind. Hier- 
mit ist unsere obige Bekanptung zu einem ersten Teile thatsacblich 
bewiesen. 

Aber indem wir jetzt des ausfubrlicheren | a) schreiben, 

ist weiter zu zeigen, dass auch die durch irgend eine Potenz der in 
(13) p. 566 gewahiten Modulsubstitution TJ aus | a) ent- 

springende Form | cc') stets ganzzablige Entwicklungscoeffi- 

cienten aufweist. Zu diesem Ende braueben wir nur noch einmal auf 
die gegebene Herleitung der Formen (5) zuriickzugreifen, indem wir 
insbesondere die Formel aufschreiben: 


( 6 ) 




Mjj I «) = 






welche die obige Formel (3) mit (5) § 4 zusammenfasst; bierbei ist 
G-a,i,(s^') eine ganze ganzzablige Function des zugefiigten Argumentes, 
wie aus der fruberen Entwicklung ohne weiteres folgt. 0bt man nun die 

Substitution aus, so kann man durcb leicbte Umsetzung: 


9—1 5—1 

/t=i /i—i 

maeben, und dabei ist Ha,t,(sf‘') diejenige ganzzablige Function von 
£<“, welche aus Ga,i>(s^') bei Ersatz von durcb bervorgebt. 

Da aber reehter Hand in (7) wieder die Summe iiber ft = 1 , • • • , 
g — 1 zu nebmen ist, so wird die Potenzentwicklung dieser Summe 
nach r offenbar wieder ganzzablige Coefficienten aufweisen. Also hat 
endlieh awh: 
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(8) <p (cOj^ . COg «) = — 77 wTn 

diirchgehends gansmMige EntwicMungscoefficienten. 


Hiermit ist nun unsere obige Behauptung im vollen Umfange 
eingelost, wenn man nocb bemerken will, dass fiir die Integrale j {co | 
mit Nicbtresten ^ bez. fiir die entsprechenden Formen erster Gattung 
offenbar ein ganz analoger Beweisgang eingescblagen werden kann. 

Natiirlich konnen aucb die Integrale J(g)) des Teilungspolygons so 
ausgewahlt werden, dass lauter ganzzablige Entwicklungscoefficienten 
auftreten. Der Beweis ist bier sogar nocli kiirzer, da fiir die Darstel- 
lung der betreffenden Formen q) die Basis des Teilungspolygons obne 
weiteres in Anwendung gebraclit werden kann. Wir braucben aber 
in der Folge diese Eigenscbaft der Ganzzabligkeit bei den fraglicben 
Integralen des Teilungspolygons nicbt in Anwendung zu bringen und 
geben bier also auf keine Einzelheiten ein. 


§ 6. Einfiibrung der Entwicklnngsfiinctioneii nnd 

Minimalbasen von Integralen j(m ] a), j^o | ^3)."^) 

Von den (A + /x) • Formen erster Gattung 9 ?, die wir im 

vorigen Paragrapben auswablten, geben wir jetzt durcb Integration 
zu den Integralen selbst zuriick, und zwar scbreiben wir dabei: 

( 1 ) 2i7cgj{p) = J (pd^. 

Fiir die Entwicklungen der y(tD | a) und j(qj [ nacb Potenzen von r 
benutzen wir alsdann die nachfolgende Bezeicbnungsweise: 

1 «) = ^ ’ m = a (mod. q), 

hip 1 / 3 ) = r~i,m = p (mod. q) , 

wobei m jedesmal alle ganzen positiven, der binzugesetzten Congruenz 
geniigenden Zablen zu durchlaufen hat 5 der Index i bezieht sicb dabei 
auf die Zablen 1, 2, . . X und entspreebend ^ auf 1 , 2, . . . , ft. 

Zufolge der Festsetzung (1) und der Entwicklungen des vorigen 
Paragrapben sind die ganze Zablen, und wir haben, wie man 

*) Yergl. hierzu die Note von Hurwitz: ^Uler die Glassemahlrelationen und 
Modularcorrespondemen primmhliger SUofe^% Leipz. Bericbte vom 4. Mai 1885. 
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sielat^ die Entwicldungscoefficienten der Integrale ji((o \ a) ^ 

1 a)^ mit dem gleichen i durch das gemeinsame Symbol 
zusammengefasst. Fiir alle positiven quadratischen Eeste m von q Mien 
wir dmnit X mhlentlieoretisclie Fiinctionen , , . • , 

defmiert, die fur alle genannten Werte m gan^Bahlige Werte belmnmen. 
Ganz Entsprecliendes gilt bei den Integralen gim | / 3 ). Hier liaben 

wir wieder die Coefficienten der Integrale jx- (<» i - 

mit dem gleicben Index h in eins zusammengefasst und baben so ^ 
mlilenfheoretische Fiinctionen %i(nz), . . die fur alle quadratischen 
Nichtresie m > 0 defmiert sind, und die fur alle diese Argumente durch- 
gdngig gammUige Werte liaben. 

Man scbreibe jetzt: 

(3) i /(<0 I «) == ^ I a), 

iudem man unter den e,x gauze Zalilen einer von Null verscbiedenen 
Determiiiante verstelit. Die neuen Integrale j/(co | a) werden dann 
alle bisber nambaft gemacbten Eigenscbaften der urspriinglichen teilen. 
Iudem wir aber, einem friiheren Brauebe folgend^ das System ji{cc\cc), 

* * 1 «) eine Basis bezeicbnen, fragt es sicb^ ob jedes System 

von Integralen [ a), | a), welches alle bis jetzt aufge- 

zahlten Eigenscbaften und also insbesondere gammlilige Entwicblungs- 
functionen aufweist^ durch unsere Basis in der Gestalt (3) ver- 

moge ganger Zablen darstellbar ist. 

Hieriiber entscheiden wir vermoge der bei solcber Gelegenbeit 
stets eintretenden Uberlegung und weisen zu diesem Zwecke der Basis 

(4) [ii(® I a), hip I «)j • • •? hi<^ ! «)] 

zuvorderst eine gewisse Discriminante zu. Man verstehe namlicb 
unter 1, cc^, . . . der Keibe naeh alle positiven quadratischen Reste 
von q und bilde die Matrix mit unendlicb vielen Verticalreiben: 


( 5 ) 


^l(«2)j • • • 


^^( 1 ), i>iicci), tliUs), ■ • • 


Naeli den Elementen der Determinantentheorie ist leicht evident, dass 
jedenfalls nicht alle unendlicli vielen A-gliedrigen Unterdeterminanten 
der Matrix (5) verschwinden konnen; in diesem Palle waren namlieh 
die Integrale der Basis (4) von einander linear- abkangig. Ben grossten 
gemeinsamm Teller oiler X~gliedrigen Unterdeterminanten der Matrix (5) 
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benennen wir mm als Discriminante der Basis (4) tmd bemcJmen sie filr 
den AitgenbUc'k durch 

Es ist nun jedenfalls eine von Null verschiedene gauze ZaU, 

die wir als positiv anneiimen konnen. Man setze dann den Fall, es 
sei > 1; und benenne mit p einen von 1 verscliiedenen Primieiler 
von D^. Man wird annehmen diirfen, dass die Elemente der ersten 
Horizontalreihe in (5) niclit samtlich durcb. p teilbar sind; man wiirde 
sonst^i(co I a) durch P'~‘^ji{c3 [ a) ersetzen konnen. Andrerseits aber 
sind alle A-gliedrigen Unterdeterminanten von (5) durch p teilbar; 
denn p teilt die Discriminante Indem man 1 ^ ^ nimmt, 

setze man, es seien bereits alle (v + l)-gliedrigen Unterdeterminanten 
der Matrix: 

(6) I 

+ + ••• i 

durch p teilbar, wahrend sich doch eine 'P-gliedrige Determinante, aus 
den V ersten Reihen ( 5 ) entnommen, vorfinden mag, die prim gegen 
p ist. Die letztere Determinante mag die Yerticalreihen mit den Argu- 
menteii ai^, aufweisen; nach den voraufgehenden Satzen 

ist iibrigens v wenigstens gleich 1 und hochstens gleich {X — 1), wie 
wir schon angaben. 

Man bilde jetzt endlich die Matrix: 

^2 ; ^2 M ^’2 

und benenne die i^-gliedrigen Unterdeterminanten derselben, immer 
abwechselnd mit positivem und negativem Zeichen versehen, durch 
^ 1 , er+i 5 dabei soli ei aus (7) durch Auslassung der Hori- 

zontalreihe hervorgehen. Sier ist denn nach deni, was voraufgehty er~{.i 
sicJier eine gegen p prime gan^e ZaJil. 

Da zufolge unserer Annahme alle (v + l)-gliedrigen Unterdeter- 
minanten von ( 6 ) durch p teilbar sind, so wird, wie man leicht iiber- 
blickt, fllr alle positiven quadratischen Reste m von q die Congruenz 
bestehen : 

( 8 ) (m) + ^2 ^2 + • • * + Cv+i (^) ^ 0 , (mod. p), 

Weil hier nun prim gegen p ist, so konnen wir eine gauze 

Zahl ^0 finden, welche die Congruenz . 4.1 = 1 (mod. p) befriedigt. 
Schreibt man alsdann endlich eQCi — e/, so ergiebt sich die Congruenz: 


( 7 ) 
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(9) W + 1” = 0 (mod,p) 

ftir alle positiven Eeste m von q. Also wird ancli noch das Integral: 

. , / . e,'j^{co\ci)^ 1 - e;j\ (&>!«) + | a) 

I a) 

eine fnr alle m gammhlige Entwicklungsfunction aufweisen. 

Indem wir aber jV+i an Stelle von > 4-1 in unsere Basis (4) ein- 
fiihren, wird die so geauderte Basis die Discriminante : p besitzen. 
JDurcli wiederholte Anwendung dieses SchlussverfaJirens tvird man scMiess- 
lich mi einer Basis (4) von der Discriminante 1^ d, L m einer Minimal- 
tasis gelangen Tconnen, 

Liegt eine Minimalbasis von Integralen j (o j a) yox, so konnen 
wir offenbar stets eine endliche Reihe von Null verschiedener A-glied- 
riger Unterdeterminanten der Matrix (5) auswablen, die einen gemein- 
samen Toiler > 1 nicbt mehr aufweisen. Man balte diesen Satz fur 
eine spatere Anwendung fest. 

Die Minimalbasis (4) ist jetzt insoweit bestimmt, dass wir mir 
noch eine Substitution (3) mit gammhligen ea der Determinanie eins, 

I = Ij ausiiben dilrfen, Indessen seben wir davon ab, bier nocb 
eine besondere Auswabl zu treffen. 

Dass librigens im Palle der Integrale j(cQ | /5) vollig analoge 
Entwicklungen gelten, brauchen wir kaum nocb binzuzusetzen. 

§ 7. Aritbmetisclie Definition der bei q — 1 und g == 11. 

Das allgemeine binare Entwicklnngspriacip. 

Im Bisberigen baben wir auf functionentbeoretiscbem Wege ftir 
die Primzablstufe q gewisse (A -f- gi) Entwicklungsfunctionen 
%k(P) als existierend erkannt. Wir warden jetzt der Frage naber 
treteU; ob es moglieb ist^ diese zahlentbeoretiscben Functionen 
%k{^) aucb in einer directen und also arithmetischen Art zu definieren. 
Hier geben uns nun in der That die Entwicklungen im Kap. 3 des 
vorigen Abscbnittes eine Reihe allgemeiner Ansatze. Aber wir werden 
vermoge derselben docb nur fiir die niedersten Stufenzabien die (A + g) 
aritbmetiscben Functionen tpi, erscbopfend erklaren konnen, wab- 
rend bei den hoberen Stufen die genannten Ansatze des vorigen Ab- 
schnitts obne weiteres nicbt ausreicben. 

Indem wir einen inductiven Weg geben, bandeln wir zuvorderst 
von der siebenten Stufe, wo wir auf sebr bekannte Verbaltnisse zuriick- 
kommen. Integrale des Teilungspoiygons existieren bier noch nicbt, 
da letzteres fur g = 7 das Gescblecbt Null bat; vielmebr kommen bier 
nacb p. 393 nur die drei Integrale j^(iQ | 1), ji(£o | 2), j^((o \ 4) in 
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Betraclito Wir haben also nur eine zablentbeoretische Function 
wobei wir den unteren Index 1 beibebalten, urn Verwecbslungen mit 
dem Symbol ipim) im sonst gebraucblicben Sinne von I p. 460 Pormel 
(2) zu meiden. 

Wenn wir uns direct an die Bezeicbnungen von p. 393 anschliessen 
sollen, so werden wir die fraglicben drei Integrale j (co | a) in der 
Gestalt geben: 

( 1 ) \a)—J 02a 

Als Anfangsterme der Reihenentwicklungen baben wir dann: 


( 2 ) 


j(m 1 1) = — I ^ yV -f . . . , 

j(a, I 2) = — f + • • •, 

i(<o 1 4) = — i — T^s H • 


Naturlich handelt es sicb bier urn eine Minimalbasis; denn die Matrix 
(5) § 6 wird fiir den gegenwartigen Pall nur eine Horizontalreibe au£- 
weisen und, wie man aus (2) siebt, wird z. B. fiir m = 1 oder 2 

direct gleicb 1. 

Hier wird nun unsere Aufgabe sein, das allgemeine arithmetische 
Bildungsgeset 0 von 'ipi(jn) aufzudecken, und zu diesem Ende mtlssen wir 
auf die Pormel (2) p. 393 zuriickgeben. Indem wir in dieselbe: 

j. X — 7 y 

1 = —^, v = y 


substituieren, kommt nacb leicbter Zwiscbenrecbnung: 


(3) 


2 a 



XT 


__ 


x~y (mod. 2) 
x = 4oa^ (mod. 7). 


Ordnen wir jetzt nacb ansteigenden Potenzen von r um und scbreiben 
in gewohnter Weise: 

(4) j(co\a) = ^ m = a (mod. 7), 


SO ergiebt eine kurze Zwiscbenbetracbtung die folgende einfacbe Defi- 
nition der zablentheoretiscben Function ^^(m): Es ist gegeben 

durch die Summe: 

(5) = i (f) 

hexogen auf alle JDarstelkmgen von Am durch die gam^aMige bindre qtia- 
dratische Form: 

(6) Am — x^ 1 

Weitere Bedingungen treten bier nicbt binzu; denn die erste Gon- 
gruenz (3) ist bei (6), wie man siebt, obne weiteres erfullt. Von der 
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anderen OongrueBz (3), namlich (mod. 7), aber haben wir 

abgeseheH; nehmen vielmebr in (6) nebeu x = immer aucb 

X — — 4a^] dies ist dann in (6) durch Aufnahme des Legendre’schen 

Zeicbens nnd durcb Zusatz des Factors ^ (gegeniiber (3)) com- 

pensiert. — Hiermit ist die siebente Stufe bereits erledigt"^). 

Das Gescblecbt der Hauptcongruenzgruppe elfter Stufe war 26, 
uud das Teilungspolygon dieser Stufe bat |) = 1 ; hier also haben ivir 
funf Functionen Aber der eben bei n—1 benutzte An- 

satz (4) p. 563 liefert uns nur erst eine einzige dieser Functionen: 
Es gebort namlicb unter den drei zu ^ = 11 geborenden <^a-8ystemen 
nur das in (1) p. 403 gegebene im absoluten Sinne zur elften Stufe-, 
wir gewinnen also auf dem bezeicbneten Wege nur erst eine Eeibe 
Ton fiinf Integralen j^{p 1 1), j 3), . . | 4), wabrend die 
tibrigen yier Reiben nocb unbekannt bleiben. Indem wir die Betracb- 
tung der 21 ubrigen Integrale auf den folgenden Paragrapben ver- 
schieben, macben wir hier nur erst folgende Angaben: Das Bildungs- 
gesetz der fraglichen funf Integrale 

(7) (w 1 a) 


ist demjenigen der drei Integrale 7*®^ Stufe (4) genau analog. Obue die 
Rechnung nocb einmal aufiibrlich abzuleiten, geben wir gleich an: 
Fs ist filr ^ = 11: 

(8) = (n)^’' 

simimiert iiber alle JDarstellimgen von 4 m durch die gan^mJilige bindre 
quadratiscJie Form: 

(9) 4m = x^-\-lly^ 


vermbge gamer positiver oder negativer Zahlen x, y 

Die in den beiden Fallen ^ = 7, 11 damit erhaltenen Resultate 
konnen wir sogleich fur beliebige Stufenzablen q der Gestalt (4 li 3) 
verallgemeinern. Indem wir z. B. an die unter (3) p. 355 gegebenen 
Systems der ankniipfen, werden wir fur die Primzablstufe q gleich 


eine Reibe zahlentheoretiscber Functionen % in der Gestalt ^ | 

gewinnen, summiert fiber alle Darstellungen von m in der Gestalt 


*) Siehe ubrigens wegen 2 = 7 die Arbeit von Hurwitz: „Uher Belationen 
zwischen Glassenanmhlen bindrer giiadmtischer Formen u. s. Matb. Ann. 
Bd. 25 p. 183 ff. (1884). 

Vergl. die Note von Hurwitz ^.Uher Eelationen u. s. in den Leipziger 
Berichten vom 15. December 1884. 
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— wo eine ganzzaUige binare qiiadratiscbe Form 

der Determinante — q ist. Die Anzabl der auf diesem Wege fiir die 
Stiife zu gewinnenden Fnnctionen XuQn) ist nacli fruberen 

Satzen gleich der Anzabl ambiger Classen der Determinante D = — q 
vermelirt nni die halbe Anzabl der ubrigen Formclassen dieser Deter- 
minante Hierbei ist ubrigens, wie aucb friiber^ die Moglicbkeit nicht 
ansgeschlossen, dass einige dieser Formclassen durcb identisebes Ver- 
sebwinden der zugehorigen Fnnctionen ipj % ausfallen^ oder dass zwei 
verscbiedene Formclassen das namliche ^ bez. % liefern. Die einzelne 
Formclasse liefert naturlicb ein ^ oder je nacbdem im Sinne der 
Einteilnng der Formen in Gescblecbter jene Olasse beznglicb q den 
Gharakter + 1 oder — 1 bekommt. 

Indem bier dem Bildungsgesetz der zahlentbeoreiiscben Fnnctionen 
jedesmal eine binare qnadratische Form zn Grunde liegt, wollen wir 
von einem bindren EntwicMmgsprincip der Integrale erster Gattung 
sprechen. Offenbar fiibrt der Ansatz: 

i = / ^adm 

stets zu diesem Bildungsgesetz, mogen wir eine Primzahlstufe baben 
oder eine zusammengesetzte. Wir fiibren gleicb an, dass das binare 
Entwicklungsprincip ausser bei q — 1 aucb noch fiir die Stufen 6 
imd 8 zu den gesamten Integralen erster Gattung fiibrt, woriiber wir 
weiter imten nocb kurz Bericht erstatten. Hober binauf aber gewinnen 
wir aus dem binaren Princip die Integrale j immer nur erst teilweise, 
wie wir eben bereits bei q — XI kennen lernten, Wir warden jetzt 
nacbseben, welcbes das Bildungsgesetz fiir die riickstandigen Integrale 
elfter Stufe ist. 


§ 8. Die riickstandigen Entwicklnngsfnnctionen 'lp^J der elften 
Stufe. Das allgemeine quaternare Entwicklungsprincip. 


Neben dem im vorigen Paragraphen benutzten Ansatze zur Bil- 
dung von Integralen j batten wir in § 2 unter (5) nocb einen zweiten 
Ansatz in Yorscblag gebracbt, der sicb auf die Integration quadra- 
tiscber Verbindungen von ganzen Modnlformen erster Stufe grbndete. 
Hier bei ^ = 11 konnen wir zu diesem Ende das ans (7) p. 332 ent- 
springende Modulsystem der 


( 1 ) 



y 2G4 


braucben, wobei wir als Summationsbedingungen die nachfolgendeii 
anzumerken baben: 
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(2) ^~5cc (mod. 11), ^ = ri = +l (mod. 6). 

Diese sechs Moduln A^, Aj,, Ag, . . . werden freilich erst durcli Multipli- 
cation mit ]/A zu Moduln elfter Stufe normiertj aber man sieht, dass 
die quadratisclien Verbindungen AaAa'j auf die alleiii es bier an- 
kommt, obne weiteres absolut zur elften Stufe geboren. Zum Zwecke 
der weiterbin folgenden Recbnungen schreiben wir bier gleicb einige 
Anfangsglieder der nacb ansteigenden Potenzen von r angeordneten 
Reihen auf: 


> 

o 

2arr 


(1- 

■— r — 

_|_ ^,5 

+ 

r^+ • 


Ai 

^7t 

COg 


(1- 

-r + 

* — r^ 

+ 




2 n 

co^ 


(* 


2r^ + 




Ao 

2 Tt 

co^ 


(1- 

-r — 

yi* 

+ 

•••), 


As 

2 7t 


(- 

1 + * 


+ 

r> -f . 


. A, 

2 7t 


(- 

1 + r 

+ - 

- r^ 




Unsere sechs Moduln liefern 21 quadratiscbe Verbindungen AaAa ^ 
iind indem aus den weiter folgenden Entwicklungen leicbt bervorgeben 
vvird, dass diese 21 Verbindungen von einander linear -unabhangig 
sind, fmden wir alle 21 nock fehlenden Integrale elfter Bttife in der 
Gestalt: 

(4) J AaAa^d'm. 

Unter den damit gewonnenen 21 Integralen steht zunachst das- 
jenige des Teilungspolygons, namlicb: 

(5) 88« j(m\0)=J Ao' dw , 

fiir sicb. Es lasst sicb dieses Integral auch als das elliptische Inte- 
gral des Transformationspolygons auffassen, und in dieser Eigensebaft 
batten wir es bereits oben (p. 435) zu benutzen gebabt. Natiirlich 
ist es eines unter zwolf gleicbberecbtigten Integralen, welch' letztere 
wir samtlicb aus den 21 Integralen (4) zusammensetzen konnen. 

Indem man nur die Anfangsterme in (3) zu Paaren mit einander 
multipliciert, wird evident, dass die 20 nocb fehlenden Integrale zur 
Halfte Integrale j{m | a) sind, znr andern Halfte Integrale j{m | /?). 
Da aber die Integrale (7) des vorigen Paragrapben zu den j(co j a) 
geborten, so liab&n wir fur ^ = 11 drei mhlentheoretische Functionen 
ipi(m) und mei Functionen 
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Wir wenden uns nun zuvorderst zur Betracktung der beiden 
E’unctionen kaben zu diesem Zwecke zu sckreiben: 

22i7tj^{p I a) J kh d CO ^ 

22i7tj^{(o ! a)— Jksa^kojdm, 



wahrend wir natilrlick andrerseits fiir diese beiden Reiken zu je ftinf 
Integralen die Bezeicknungen : 


( 7 ) 


. . m 

j^{c3 \ a) r^, m = a (mod. 11 ) , 

k{^ 1 «) = « (^C>d. 11 ), 


beibebalten, 

Zur aritkmetischen Definition imserer neuen zahlentkeoretischen 
Function en 'ip^y ^3 miissen wir auf 


( 8 ) 


ka kct' 




!)■ 


2 ^ 264 ~ 


zurtickgeken und unter Obackt auf die im Einzelfall stattfindenden 
Summationsbedingungen nack ansteigenden Potenzen von r umordnen. 
Ddbei werden wir und 'ip^ipi) angensclieinlich im Anschluss an alle 

Darstellungen von 24m in der quaterndren Form: 


(9) 24m = I" + r' + lln^ + 


durch ungerade, gegen 3 prime Zalilen ri, %' m defmieren hdbm, 

Durck Zeickenwecksel der darstellenden Zaklen gewinnen wir von 
einem Quadrupel '9* aus deren gleick sech^ehn] aber wir wollen 

unter den sechzekn so gemeinten Darstellungen jeweils nur eine ein- 
zelne durck die nackfolgende Vorsckrift fixieren: Da es sick in (9) 
fiir ip^ und % um quadratiscke Reste m kandelt, so kann keine der 
Zaklen t durck 11 teilbar sein; wdhlen ivir also die VorBeichen von 
§ und t so, dass sie selhst quadratische Beste von 11 sindl Die Vor- 
zeicken von und ^ sollen dann so bestimrot werden, dass ehimal § 
und iq, andrerseits S 'and %' mod, 3 einander congruent sind. Dadurck 
bleiben wir zugleick mit den urspriinglicken Summationsbedingungen 
( 2 ) in Ubereinstimmung, 

Hiernach gelten nun die Brklarungen: Fiir ^ip^im) nehme man nur 
diejenigen Darstellungen (9), hei welchen | und t modulo 11 congruent 
ausf alien; ^^(m) bedeutet die An0ahl solcher Darstellungen, hei denen die 
Summe der vier darstellendefn Zaklen durch 4 teilbar ist, vermindert um 
die Amakl der librigen Darstellungen (9) dieser Art. Andrerseits nekme 
man alle Darstellungen (9), bei denen | und t modulo 11 incon- 
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gruent sind; da ist dann wieder die Anmlil aller Darstelhmgen 

dieser Art mit g + + {mod. 4), vermindert urn die Anmhl 

der ubrigen Darstelhmgen. Wir mussten hier aber 2 statt schreiben^ 
weil namlich jede der beiden Darstellungen p nud (5; 'O’, rj) 

bei der eben bezeiclineteE Abzablung besonders gezahlt wurdc, wahrend 
doch bei (6) nnr eine von ihnen zur Geltimg koromt. — 

Es eriibrigt, in entsprechender Weise die beiden Entwicklungs- 
functionen x±(jn) und discutieren. Hier liaben wir zu setzen. 

4c4:i7cj^{<)o 1 /3) =J Ao A— rZ'sr ^ 

22i7cj2{c3 1 / 3 ) — J k-.^js^d& p 

sowie andrerseits: 



( 11 ) 


m 

m 


m = ^ (mod. 11) . 


Die aritbmetisclie Definition von scbliesst sicli sebr eng 

an die tiber die 'tpi gemachten Angaben an. Da jetzt m Nicbtrest ist? 
so werden sicli unter den Darstellungen (9) aueb solche finden, bei 
denen eine der Zablen § durch 11 teilbar ist. Doch schliessen ww 
mndckst solche Darstellungen von 24m in der guaterndren Form (9)? 
bei denen | oder ^ IKultiplum von 11 istp aus und ftxieren die VorMichen 
der I, Yip bei den icbrig bleibenden Darstellungen genau nacli der 
vorJiin gegebenen Vorschrift Wie man dann leicbt ins einzelne verfolgt, 
tvird gleich der AnBahl derjenigen unter den fragliclien Darstel- 
lungen j bei denen | ~|~ S “4“ 4" fi’ — ^ {mod. 4) wirdp vermindert um 

die Anmhl der ubrigen Darstellungen. 

Es bleibt endlich nur nocli die aritbmetische Definition von %i{m) 
zu geben librig, und bier bandelt es sicli um alle diejenigen Dar- 
stellungen eines Nichtrestes m in der Gestalt (9)^ bei denen eine der 
ZaJilen Yielfaches von 11 ist. Jetzt passen die obigen Fest- 

setzimgen fiber die Vorzeichen nicht mehr vollstandig: wir setzen etwa 
fest, dass die durch 11 teilbare unter den Zahlen I, t positiv genommen 
werden sollp wahr&nd ivir im ubrigen an den obigen Bestimmungen fest- 
halten. Die Function 2%^{m) ist demnacbst wieder genau wie bisber 
als Different meier Amahlen von Darstellungen zu definieren, — 

Im Anschluss hieran liesse sich fibrigens leicht auch die Ent- 
wicklungsfunction des elliptischen Integrals j{co | 0) — und zwar in 
besonders einfacher Weise — definieren. Wir geben bierauf indessen 
nicbt mebr besonders ein und gedenken nur nocb kurz der Verall- 
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gemeineruBg der gefundenen Gesetze. Zu ahiiliclien Verhaltnisseii 
gelangen wir offenbar stets Ton den Ansatzen (5) p. 563 aus und ge- 
winnen solchergestalt im AnscHuss an das binare des vorigeii Para- 
graplien ein quaterndres EntwicTdungsxmncip fur die Integrale der Con- 
gruenzgruppen. Dasselbe basiert im Einzelfalle auf Darstellungen des 
Reihenexponenten m in Gestalt einer quaternaren quadratiscbeii Form, 
und zwar entsprecbend einer Gleicbung: 

( 12 ) = 

wo f und f zwei binare Formen sind. Die ganze Zabl 6 war vorMn 
gleicli 24; sie kann aber je nacb den gebrauchten Modulsystemen 
aucb noch einige andere Werte bedeuten und wird insbesondere gleicli 
1, wenn wir von den Modulsystemen (2) p. 355 ausgelien. 

§ 9. Angabe einiger Resultate liber die Integrale niederer 
znsammengesetzter Stufenzahlen. 

Das binare und das quaternare Entwicklungsprincip^ wie wir die- 
selben vorstebend kennen lernten, reichen aucb nocb fur die 'uberall 
endlicben Integrale der Stufen 6, 8, 9 aus. Wir nebmen aber auf die 
Integrale dieser Stufen bier um so lieber gleicli Bezug, als wir 
einige von ibnen weiterbin gelegentlicb zu gebrauchen baben. 

Die Hauptcongruenzgruppe sechster Stufe bat p = und das 
zugeborige elliptische Integral erster Gattung baben wir in Bd. I 
p. 690 bereits angegeben; es batte die Gestalt: 

( 1 ) 

Indem wir andrerseits explicits entwickeln: 

m • 

(2) j(co) = ^ ^ m = l (mod. 6) , 

werden wir die Bedeutung der arithmetiscben Function secbster Stufe 
%{m) entweder aus (3) p. 374 oder aber vermoge der Darstellung 
•|/X== l/Zr^l/A aus (5) p. 374 und (4) p, 377 durcb Multiplication 
ableiten. Wir finden, was wir bier natfirlicb nicbt nocb eingebend 
ausrecbnen^ die nacbfolgende Definition: Es ist: 

( 3 ) = 

summiert uber alle Darstellungen von m in der Gestalt: 

(4) 

vermoge irgend welcher ganger Zahlen Als Anfangsglieder be- 

recbnet man daraufbin: 
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(5) (ra) = — 4 + A- H • 

Bei der achim Stufe kat man erstlich die ansgezeichnete hyper- 
elliptische Pig vom Geschlechte p = 2, die wir in I p. 652 auffanden. 
Die beiden zugeborigen iiberall endlicben Integrale finden wir durcli 
Integration der in (7) p. 378 gegebenen Moduln nnd scbreiben, 

wie gewobnt: 

(6) jk(e>) = m = 2 - 1 (mod. 8) . 

Die eine hei der Qrvppe Pig achter Stufe auftretende mUentheoretiscIie 
Function ist gu defnieren dureh: 

( 7 ) - 

suwivnieTt uieT oils gdn^^cthlig^'i DcLTstelluTigefi vo'yi 'm ivi deT Undfeyi Form. 

(8) m = 

Die Anfangsglieder der ReihenentwicklungeB fiir unsere beiden Inte- 
grale sind dabei nacb (7) p. 378: 

^ ^ , 

1 j, = f rt _ ^3- rV + ^ rV + • • •• 

Aber wir baben bei der cicJitBU Stufe nocb eine zweite zahlen- 
theoretiscbe Function, und bei dieser tritt, an Stelle der eben zur 
Greltung gekommenen quadratiscben Form (1, 0, 2), die Form (1, 0, 4) 
in Kraft. In der That haben wir ja noch die drei Integrale j der 
ausgeseichneten achter Stufe zu betracliten, denen wir auf Grund 
der Angaben von p. 30 die Gestalt verleihen: 

8ixJi(m) = 

Sinj^ico) ^^dm, 

8mJ,(c3) = y f/^^A b-3 dm*). 

Bei der Entwicklung dieser Integrale nach ansteigenden Potenzen von 
r werden wir auf die eine zur fge gehorende Entwicklungsfunction 
gefuhrt: 

Es sind diese Integrale in historischer Beziebung insofern interessant, als 
sie die ersten Beispiele sind, an denen Hr. Hurwitz seine nenen Principien der 
Tbeorie der Modnlareorrespondenzen durcMuhrte; siehe die ISTote Theorie 

der Modulargleichunge'nf^ in den Gottinger Kachricbten vom 3. November 1883. 
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(11) = 

summiert uber alle Barstellungen von m in der Gestalt: 

( 12 ) m = 4:7]^ 

durcJh game Zahlen I, ri. Man hat dann fur die drei in Rede stehenden 
Integrale die Barstellungen: 

(13) < j^(w) = 2 2" (— 1)^ ^ > m = i (mod. 4) . 

j,{m) = 2 

Bei den gesamten Integralen j der neunten Stufe^ sowie bei einigen 
Integralen j der ^eJinten Stufe kommt ausscMiesslich das quaternare 
Entwicklungsprineip in Betracht. 

Die Hauptcongruenzgruppe neunter Stufe gehorte zum Gesehlechte 
p = 10; und ein voiles Modulsystem batten wir nacb pag. 31 in den 
vier dritten Teilwerten Die zehn quadratischen Verbiudungen 

derselben lieferU; mit ]/A multipliciert; die zehn Formen erster Gat- 
tung, und also gewinnen wir die fraglichen Integrale in der Gestalt: 

(14) j ((d) == f 6rf.L^ d'^- 

Von hier aus zeigt man leicht, dass dem quaternaren Entwicklungs- 
princip im vorliegenden Falle Barstellungen der Exponenten m in der 
Gestalt: 

(15) 3^^ 

zu Grunde liegen. Wir gehen indessen auf das Nahere hier nicht ein. 

Bei der zehnten Stufe gedenken wir nur kurz der ausgezeich- 
neten figo; welche zu einer hyperelliptischen iiWulirte; und zwar 
vom Geschlecht p = 6, Die ftinf Integrale j dieser stellten wir 
bereits einmal in I p. 655 dar. Aber wir gewinnen einen directeren 
Binblick in das Bildungsgesetz dieser Integrale, wenn wir an das 
p. 389 studierte System der Aa ankniipfen. Die seeks quadratischen 
Verlindungen dieser drei Moduln liefern mndchst sechs Integrate: 

(16) j=J 

zwischen denen aber infolge der Identitat -f- Ag == 0 eine lineare 
Eelation bestebt. Nacb (1) p. 388 wird die eine bier in Betracbt 
kommende zablentbeoretiscbe Function lim) durcb Anzablen von Dar- 
stellungen des Exponenten m vermoge der Gleicbung: 
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(17) 2m = f 5^2**+ 

zu definieren sein. Doeh gehen wir darauf wieder nicht naher eiu 
und scWiessen liier uberliaupt imsere Untersuchung iiber die Bildungs- 
gesetze der Integrale erster Gattung j ab. 


§ 10. Weitere FragesteUungen Tiber die Integrale erster Gattung. 

Zum Scblusse des vorliegenden Kapitels beriehten wir noch kurz 
iiber ein paar weitere Problenistellungenj die man an die betracbteten 
Integrale erster Gattung anscbliessen wird. 

Im Voraufgelienden haben wir allentbalben von additiven Con- 
stdfiten abgeselien, welcbe bei Ansubung einer Modulsubstitution zu 
einem Integrale j{(a) binzutreten. Es ist natiirlicb, dass man der 
TJntersncbung gerade aueli die Wendung auf diese additiven Constanten 
geben kann, was dann zu der Betrachtung der Periodeneigenschafien 
nnserer Integrale j(®) hinfubrt. Einige Beispiele mussen binreicben, 
um den Cbarakter der in dieser Ricbtung liegenden Entwicklungen 
zu keunzeicbnen. 

Indem wir jetzt fur die secbste Stufe des geuaueren scbreiben: 

ca 

( 1 ) j{co) =J yAd-S) , 

i 00 

liaben wir, wie man leiclit bemerkt, ftir dieses Integral gegentiber S 
imd T das Verlialten anzumerken: 

0 

i(«) + 1) = - i(^) = — iCfo) + J 

i 00 

2 iTt 

Q in sebr gewohnter Weise als 3*® Einbeitswurzel e ^ gebraucbt. Der 
Wert der Integrationsconstanten in der zweiten nnter diesen Formeln 
ist nicht ohne weiteres angebbar. Wir werden demnach, nm unsere 
Formeln zu vereinfachen, statt j(co) das Integral u(m) vermoge der 
Gleichung: 

(2) j((o) = u(m)-fdj(c}) 

too 

einfiihren. Dieses Integral sechster Stufe u(p) mgt dann gegenuber S 
und T das Verlialten: 

(3) u{m -j- 1) = — — — u(ccl) + 1. 

Durch Combination lernt man das Verhalten von u gegeniiber einer 
beliebigen Modulsubstitution kennen; ofifenbar hat man: 
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(4) u = + Q''u(co) + a + 

wo a und h ganze Zahlen sind. Als additive Constante treten liier 
also aus dritten Einheitswurzeln gebildete game complexe Zalilen liinm. 

Ein Paar primitiver Perioden fur das elliptisclie Gebilde sechster 
Stufe wird hiernaeli durcli q, 1 geliefert. Es liegt also der dguian- 
harmonisclie Fall vor, was wir aucli sclion aus I p. 686 wissen, Wie 
iibrigens die aritbmetiscbe Abliangigkeit der ganzen Zabl (a + 
von der gerade ausgeubten Modulsubstitution direct zu definieren sein 
mag, ist zur Zeit durcbaus eine offene Frage*'^). 

Fiir die acMe Stufe scheint erwabnenswert, dass die drei Integrale 
jip) der fgg einzeln genommen elliptiscli sind. Man findet namlicli, 
wie wir nicht naher ausfilliren, dass das einzelne dieser Integrale zu 
einer Dntergruppe r 24 des Gescbleebtes p = 1 gebort. Gegenuber einer 
beliebigen Substitution dieser r 24 zeigt dann j(£o) das Verbalten: 

(5) j' = j+a-{-ib, 

WO a und h wieder ganze Zablen sind. Es entspringt daraus das Re- 
sultat: Die Fldclie Fqq Idsst sicli durch vierfache tJlerlagerung einer ellip- 
tischen Fldclie von harmoniscliem Doppelverlidltnis lierstellen. 

Audi die byperelliptiscbe r 48 lasst sicb leicbt erledigen. Wir 
merken betreffs derselben nur an^ dass die Moduln der im Sinne 
von p. 528 arithmetisch dem Zalilgehiete der acliten Einheitstonr^eln an- 
gehbren. 

Verweilen wir etwa nocb einen Augenblick bei den drei Integralen 
ii? hi h siebenten Stufe, um insbesondere das in I p. 706 vor- 
laufig angegebene Periodenscbema der Normalintegrale abzuleiten. 
Die Ties bat zufolge ibres Polygons Fig. 86 in I p. 370 sieben er- 
zeugende Substitutionen v^, v^, . . v^, wobei sicb eine, z. B. v^, durcb die 
ubrigen ausdriicken lasst. Den sechs Substitutionen ent- 

sprecben nun secbs primitive Periodenwege auf der gescblossenen 
Flacbe F^^^ des Gescblecbtes p = b. Versehen wir die drei ja mit 
einem solchen gemeinsamen Factor, dass gleicb ji(a)) + l 

wird, so andert sicb das einzelne > bei Ausiibung von um 

die Betrage £, in irgend einer bestimmten Reibenfolge; s ist 

2 ZTt 

dabei im gewobnten Sinne fur e gebraucbt. Es ist dieses Verbalten 

*) Die beziiglicben Entwicklungen des Herausgebersin den Mathem. Ann. 
Bd. 30 p. 348 fuhren die bier vorliegende Frage nur auf ihie einfackste Gestalt 
zuriick. Vergl. nbrigens wegen der Abbildung der Modulteilung vermoge der 
Function u{co) die L c. pag. 364 ff. gegebene ausfubrlicbe Untersucbuug des Her- 
ausgebers. 

Klein-Fricke, Modulfunctionen II 3S 
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der in Rede stelienden Integrate eine einfaclie Folge des Umstandes, 
dass einmal gegeniiber S den Factor annimmt (cf. p. 583), wali- 
rend audrerseits die Substitntionen , Vq aus durcli wiederholte 
Transformation vermoge S hervorgehen. Nehmen wir nocli hiiizu, 
wie die letzthin immer durch U bezeiclinete Modulsubstitution (13) 
p. 565 auf die ja wirkt, so kommt nach leicbter Zwiscbenbetraclitung 
das Resnltat: Gegeniiber einer heliebigen Substitution der nehmen 
die drei Integrate ja als simultane Perioden die drei conjugierten ganmi 
complexen Zahlen aus siehenten Einheitsivur^eln: 

(6) + h 

an; die h sind bier als von a unabhangige gauze rationale Zahlen za 
denken. 

Man findet solehergestalt jeder modulo 7 mit 1 congruenten Mo- 
dulsnbstitution drei conjugierte Zahlen (6) eindeutig zugeordnet, und 
wir konnen auf Grund dieses Ergebnisses eine Beziehung herstellen 
zwischen den gruppentheoretischen Fragen der Modultheorie und jener 
allgemeinen Zahlentlieorie, wie sie insbesondere durch Hrn. Dedekind 
im letzten Supplement seines oft genannten Werkes durchgefuhrt ist. 
Hier im speciellen kommt der Kreisteilungskorper siebenten Grades 
zur Geltung. Dabei ist das Fundament aller sich hier anschliessenden 
Untersuchungeo der Umstand, dass der Combination meier Operationen 
der r^gg die Addition der beiden Substitutionen gehbrenden Zahlen 
(6) gegenilbertritt Bieserhalb entsiwicht jedem System ganger Zahlen (6), 
das sich bei Addition und Subtraction seiner Zahlen reproduciert , insbe- 
sondere also jedem Ideate des fraglichen Kreisteilungshdrpers eine Unter- 
gruppe der welche wir durch Eilckgang von den bemglichen Zahlen 
(6) mi den migchbrigen Modulsubstitutionm gewinnen, Alle so zu ge- 
winnenden Gruppeii sind naturlich Untergruppen der und gehoren 
im Sinne von I p, 362 der siebenten Classe an; aber wir gewinnen 
auf diesem Wege noeh keineswegs die gesamten Untergruppen der 
bezeichneten Art. Denn alle diese Untergruppen enthalten gemeinsam 
jene ausgezeichnete Untergruppe vom Index cxd, deren samtliche Sub- 
stitutionen die ja vollig unverandert lassen^ d. i. ohne dass noch addi- 
tive Constante zutreten; die hiermit gewonnene Gruppe ist aber noch 
keineswegs mit der in I p. 359 durch r{ 7 } bezeichneten Gruppe iden- 
tiseh, vielmehr ist letztere in jener selbst erst wieder eine Untergruppe 
vom Index oo"^'). 

Vergl. bezaglieh der im Texte angeregten Drage aucb die Arbeit des 
Herausgebers ausgezeiclmtte Unieo'gruppen in der Gruppe der elUptischen 

Modulfunctionen^^ Math. Ann. Bd. 31 (1887). 
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Das in I p. 706 angegebene Periodenschema der Normalintegrale 
siebenter Stufe entspringt nun einfacb so: Die eben betracbteten Inte- 
grale baben^, insofern wir den erzeugenden Substitutionen t'c 

secbs primitive Periodenwege zaordnen, znnaclist das Schema: 





% 

h, 

h, 

h 

•^1 





a® 


h 



6 


* ; 

£3 

k 





a^ 

£® 


Um von bier aus drei Normalintegrale ftir die gerade ausgewablte 
Zerscbneidung der zu gewinnen, baben wir zu scbreiben: 

(7) lAa = { («®“— + (f®“— — I • 

Die leicbte Umreebnung des eben angefiibrten Schemas vermoge dieser 
Gleicbungen (7) ergiebt dann gerade das in I p. 706 angefiibrte 
Periodenschema. Wir haben insbesondere im Anschluss an den damals 
schon angefiibrten Zahlwert der Periode z etwa das Schlussresultat: Das 
0U q = ^ gehorende Qebilde des GeschlecJites p — B Idsst sich durcli melir- 
fache Vberdeclmng einer solchen ellipfiscJien Flame lierstellen, deren ,/edu- 

cierter^^ Feriodenqiiotient — - - — ist^ deren absolute Lwariante J also 
nach den p. 200 imter (15) gewonnenen Besultaten: 

ist 


Man kann hoifeu, dass die hiermit entwickelten Ansatze bei spaterer 
Durchfiihrung zu beziehungsreicben Ergebnissen fiihren werden. In- 
dessen weisen diese Gegenstande tiber unsere bier vorliegenden Ziele 
weit binaus. Es muss geniigen, dass wir fur die Tbeorie der Integrale 
j von Primzablstufe ein allgemeines Schema gewonnen haben, und 
dass wir wenigstens in den niederen Fallen die directe arithmetiscbe 
Definition der zablentbeoretiscben Functionen 'ip und % erscbopfend 
baben geben konnen. Dies ist zumal alles, was wir bei der nun fob 
genden Tbeorie der Modularcorrespondenzen gebrauchen werden. 
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Viertes Kapitel. 

Speclelle Tteorie der Modularcorrespondenzen Ordiittiig eiixer 

l)eliel)igeii Stnfe. 

Es sind Bun alle Vorbereitungen getroffen, nm unsere eigentliclie 
Aufgabe, namlicb die Darstellung der Tlieorie der Modularcorrespon- 
denzen, zu bebandeln. Wir besprachen oben (p. 154 fi.) die sogenannten 
Modular gleielmngen in irrationaler Form und batten damals bereits auf 
die allgemeinen AuffassuDgsweisen einer Theorie der Modularcorre- 
spondenzen Bezug genommen^ innerbalb welcber jene Modularglei- 
cbungen ihre naturgemasse Erklarung fanden. Hier ist es indes ein- 
facber, die damaligen functionentbeoretiscben Gesicbtspunkte vorerst zu 
meiden und statt dessen an die allgemeinen Grundlagen der Transfor- 
mationstbeorie anzuknupfen, wie sie im Kapitel des 4^®^ Ab- 

schnittes (p. 84 ff.) entworfen warden. Indem dies sogleicb in § 1 
gescbehen soli, gewinnen wir auf diesem Wege eine vollig allgemeiue 
Grundlage fur die weiteren Betrachtungen. 

Unsere wesentlicbe Aufgabe wird naturlicda die sein, dass wir die 
Modulareorrespondenzen in die allgemeine Correspondenztheorie des 
vorletzten Kapitels einordnen. Wir treffen bier geradezu auf das 
interessanteste Beispiel zur Erlauterung jener allgemeinen Theorie und 
werden jetzt dem Gauge der damaligen allgemeinen Entwicklung genau 
folgen. In diesem Sinne baben wir erstlieb die Integralrelationen klar' 
zustellen^ wie sie fiir die Integrale j den Modulareorrespondenzen ent- 
spreeben, und diesem Zweeke dienten die Vorbereitungen des vorigen 
Kapitels. Wir baben andrerseits die Modulareorrespondenzen mrmoge 
der Primform darmstellcn^ sowie endlicb aus diesen Darstellungen die 
Anmlii der Comcidenmi der einzelnen Correspondenz abzuzahlen. 

Die allgemeine Idee der Modulareorrespondenzen wurde von Hrn. 
Klein in der Programmnote .,Zur Theorie der elUptisclien Modulfunc- 
tionen^^ (Math. Ann. Bd. 17, 1879) entwickelt. Die Durclifiibrung, ins- 
besondere auf Grundlage der Integrale wurde dann von Hrn. Hur- 
witz gegeben. Wie wir schou p. 590 anftlbrten, waren es die Modular- 
correspondenzen der fgg acJiter Stufe, bei denen Hurwitz seine Methoden 
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zuerst anwandte. Bald darauf zog derselbe aucli die Correspondenzen 
der sichenten Stufe in Betraclit*) und gab sodanri in den Leipziger 
Berichten vom 4. Mai 1885 einen ersten Eatwurf fiir eine allgemeine 
Theorie der Modularcorrespondenzen einer leliehigen TriniBaUstufe. Bis 
zu diesem Punkte sollen denn aucb die Uberlegungen des vorliegenden 
Kapitels gefiilirt werden, wobei uns zur Erlauterung der bei beliebiger 
Primzahlstufe g eintretenden Verlialtnisse immer der Fall ^==11 
dienen mag. 

Hr. Hurwitz trug sich gelegentlich mit der Idee, selbst eine 
ausfiibrliche Darstellung seiner Theorie der Modularcorrespondenzen zu 
veroffentlichen; jedoch wurde er hiervon durch seine weitergehenden 
Uutersuchungen liber algebraische Functionen abgelenkt. Mochte die 
vorliegende Behandlung der Modularcorrespondenzen, welche vom 
Herausgeber herriilirt, in etwas jenem nicht zur Durchfiihrung ge- 
langten Plane entsprechen. 

§ 1. Definition der Modnlarcorrespondenzen Ordnnng. Irredn- 
cibilitat, Inversibilitat und Monodr omiegruppe derselben, 

Es sei n irgend eine ganze positive Zabl > 1 und co ein beliebiger 
Punkt der positiven Halbebene. Diesem Funlcte co soil alsdann der PunJct 
(X)' = nm correspondieren, der als solcher natiirlich wieder der positiven 
Halbebene angehorfc. Die so begriindete ein- eindeutige Correspondenz 
zwischen zwei Punkten o und co' der positiven Halbebene setzen wir 
nun gleich in Beziehung mit dem regiddren Polygon irgend einer 
ausgemchneten CongnienBgriipjpe deren Skife gegen die Ordmmg n 
relativ prhn ist, 

Man ubertrage n'amiicli die Correspondenz £o'=nco auf Grund 
der bekannten 1-oo-deutigen Beziehung zwischen der Halbebene und 
der geschlossenen Fldche auf die letztere. Einem ersten Punkte <n 
entspricht dabei ein gewisser Punkt x der Flache und diesem 
correspondiert zunachst der durch nm eindeutig bestimmte Punkt y 
der Flache. Aber wir werden sogleich fragen, welche Lagen der 
Punkt y anzunehmen vermag, falls x geschlossene Wege auf der Flache 
F)t beschreibt. Solchen Wegen entsprechen in der co-Halbebene die 
Ubergange von o zu den bezuglich r« aquivalenten Punkten 

Unter alien zugeordneten Punkten W 2 ;i(co), • 

sind aber zufolge p. 105 ff. im ganzen '^(n) bezuglich der inaqui- 
valente, wo wir dieses Symbol im Augenblick wieder in der 

*) tiler Eelationen zwischen Classenanzahlen binarer quadratischer Formen 
von negativer PeterminantCj Math. Ann. Bd. 25 (1884), 
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frilheren Bedeutung von I p. 460 Formel (2) gebrauelien. Diese 
Punkte konnen wir wie fr Slier durcli die Reprasentanten : 

( 1 ) 

eines -mm Scbema gehorenden Repraseniautensystems der 

charakterisieren. Lassen wir jetzt dem Punkte x der gesehlossenen 
Ff, nickt nur die eine Stelle y, welcbe B-^{m)^na> zugeliort, sondern 
gleieli alle ^ Stellen y^^, i/i, • • •; yip — Argumenten (1) 
zugeordnet sind, correspondieren , so werden bei gesclilossenen Wegen 
des X diese t Stellen y in einander iibergehen. Die Mermit gewonnene 
%l>~deutige Gorrespondens auf der Fldclie F^ soil nun fortan als eine Mo- 
dularcorrespondens w*” Ordnung d&r loeno/nni werden. 

Es ist vor alien Dingen evident, doss unsere Modularcorrespondens 
alien Anford&riingen genugt, die wir seinerseit (ji. 523 u. f.) an eine alge- 
h raiscJie Correspondens auf einer Bienianti schen Fldche stellten. Die 
Abhangigkeit zwischen den Stellen x, y ist durch ein analytisches 
Gesetz begrundet, namlich durcli a>^==iJ<n, und es entsprechen alien 
Punkten x ausnahmslos je ip{n) mit x beweglicbe Punkte y. Es ist 
demnacb gestattet, alle Resultate des vorletzten Kapitels ant die Mo- 
dularcorrespondenzen in Anwendung zu bringen. — 

Nack den friiberen Regeln fiber die g unterscliiedenen Reprasen- 
tantensysteme einer ausgezeichneten Congruenzgruppe ist tibrigens 
evident, dass wir mit einer ersten gleidh g Ilodularcorrespondensen der 
fraglicJien Art auf der Fldche Ff, nelen einander m ietrachten hdben. 
Der tibergang zu diesen {g — 1) neuen Correspondenzen von jener 
ersten aus ist in bekannter Weise dadurck zu bewerkstelligen, dass 
wir die Punkte y^, y^, - . %jip-i niekt wie eben dem Punkte x, son- 
dern einem der (fi — 1) auf F^, mit x aquivalenten Punkte zuordnen. 
Andrerseits aher erreichen wir genau dasselbe, wenn wir den Funlct x 
festhalten und dieseni nach einander alle g Systems m je ip Punlcten y 
suordnen, wie sie den g unterschiedenen Beprdsentantensystemen Ord- 
nung der r^,: 

(2) (f = 1, 2, . . ft) 


mgelioren. Die einzelne unter diesen g., durch die Transformationen 
der endlichen Gruppe 6^^ in einander liberfulirharen; Correspondenzen 


ist dann durch das Schema 



des zugehorigen Reprasentanten- 


systems eindeutig festzulegen. 


Wenn man die einzelne unserer p, Correspondenzen im Sinne der 
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Gleiclmngstheorie discutieren will, so liegt das Problem vor, bei ge- 
gebener Stelle x die ^ correspondierenden Stellen y zu berechnen. 
Bei der Bebandlung dieser Aufgabe tritt nun die bereits oben (p. 156) 
erwabnte tjbereinstimmung der Modularcorrespondenzen mit den Mo- 
dulargleich ungen in alien wesentliclien Piinkten in Evidenz: 

Es ist namlicb erstlicli der Grad unseres Problems, nainlicb 
derselbe wie bei der Modulargleicbung von der gleieben Ordnung n. 

Um zweitens die Monodromiegruppe des aufgeworfenen Problems 
festzustelleu, mdssen wir die Permutationen der yj Stellen y sammeln, 
welche durcli geschlossene Wege der Stelle x auf der erzielt werden 
konnen. Der letzte Cursivsatz p. 107 ergiebt liier unmittelbar das 
Resultat, dass die Grtippe dieser Permutationen mit der Grnppe der 
ModiilargUicJmng (cf, p. 53) lioloedriscfi isomorph ist Wir werden die 
Correspondeuz insbesondere als eine irredncibele bezeicbnen, da jene 
Perniutationsgruppe bekanntlich transit! v isi 

Endlicb miissen wir die einzelne Modularcorrespondenz invertteren. 
Indem wir aber die Inversion an einem der g, Reprasentantensysteme 
(2) ausfiihren, wird in E^Li wieder ein Reprasen- 

tantensystem Ordnung der fu entspringen, nur niclit notwendig 

eben jenes System, von dem wir gerade ausgingen. Hier treten viel- 
mebr jene Betrachtungen ein, denen wir mit Ausfiibrlicbkeit bei den 
Modulargleicli ungen hoherer Stufe (p. 122 ff.) nacbgingeu. Es ergiebt 
sich demgemass: Die g Modularcorrespondemen Ordnung der 
sind ili-^-deutig und gelien hei Inversion toils in skh selbst uber^ teils 
permutieren sie sich m Paaren, 

In Grad, Monodromiegruppe und Inversibilitdt salien wir aber 
seinerzeit die drei wesentlicben Eigenschaften der Modulargleicliungen; 
und also stimmen in der That die Modularcorrespondenzen mit jenen 
in alien wesentliclien Punkten iiberein. 

Es ist hier endlicb besonders wichtig, fur den Fall, dass n qua- 
dratische Teller besitzt, auch noch die erweiterte Transformation heran- 
zuziehen, diese Ausdrueksweise im Sinne von p. 48 gebraucht. Ihr 
entsprechend vereinen wir alle diejenigen Correspondenzen der von 

gleichem Schema, welche sich auf die Ordnungen beziehen, wo t der 

Reihe nach alle quadratischen Teller von n zu durchlaufen hat. Der 
Grad der so entspringenden Correspondenz ist nach p. 47 gleich 
d, i. gleich der Teilersumme von wir werden sie fortan schlechtweg 
als eine Modularcorrespondenz Ordnung der bezeichnen. 

Fiir die ausflihrlichen Rechnungen bietet die Betrachtung der reduci- 
belen Correspondenzen an Stelle der irreducibelen alle jene Yorteile, 
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die wir bei entsprecbender Gelegenheit im vorletzten Abschnitt, nam- 
lieb bei den Moclulargleicliungeii und ihren Classenzahlrelationen kennen 
lernten. Wir werden demgeinass aucb liier zumeist nur mit den redu- 
cibelen Correspondenzen der erweiterten Transformation Ordnung 
arbeiten. 


§ 2, Der Integralansatz fur die Modulareorrespondenzen 
seehster Stufe. 

1st das Gescblecht der Null, so fuhrt der allgemeine Ansatz 
des vorigen Paragraplien zu den Modulargleichungen des vierten Ab- 
sebnittes zuriick, wie wir scbon fruher p, 156 angaben. Der niederste, 
bier bei den Modulareorrespondenzen specifisch in Betracbt kommende, 
Fall ist also derjenige der Hanpteongruenzgruppe sechster Stufe 
welcbe zum Gescbleclite = 1 gebort. 

Jeder Oorrespondenz ordneten wir im vorletzten Kapitel ein System 
von Integralrelationen : 

a p 

( 1 ) 2 2 


zu, wobei die j als Normalintegrale gedaebt waren. Es wird unsere 
wesentlicbste Aufgabe sein, diese Eelationen fiir die einzelne Modular- 
correspondenz tbatsacblicb zu bereebnen. Dabei wollen wir iibrigens 
kein besonderes Gewiebt darauf legen, dass die j aucb wirklich immer 
als ein System von Normalintegralen gewalilt sind; wiv nebmen diese 
Integrale vielmebr immer gleich so an, wie sie vom vorigen Kapitel 
geliefert werden. Die Folge ist natilrlicb, dass wir die Integralrela- 
tionen niebt unmittelbar in der in (1) gedaebten Gestalt erreichen, 
sondern dass wir vielmebr im allgemeinen nur p linear -unabbangige 
Verbindungen der Eelationen (1) gewinnen. Fiir nnsere spateren 
Zweeke ist dies indessen gleichgiiltig, wie wir noch seben werden. 

Die Metbode, welcbe in den niederen Fallen zur Kenntnis der 
Eelationen (1) fiibrt, illustrieren wir nun am Beispiele der wie 
folgt. Man nebme gleicb die reducibele Oorrespondenz der Ord- 


nung vor und zwar diejenige vom Schema 


fn, 0\ 

Vo, 17 ' 


wobei naturlich 


die Ordnung n als ungerade und relativ prim gegen 3 gewahlt sein 
soil. Indem wir die Betraebtung von der Flacbe in das Polygon 
zuriickverlegen, liefere der Punkt x die Stelle cu, die durcli die 

reducibele Oorrespondenz zugewiesenen Punkte y aber geben liber in 
die 0(n) Stellen: 
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( 2 ) 


B, 




cles Fundamentalpolygoiis, die letzteren Bezeiclinungen dabei im Sinne 
der p. 108 getroffenen Verabredung gebraucht. Da = 1 ist^ so 
kommt nur eine einzige Integralrelation (1) zar Geltung, wobei man 
gleicli nocb beacbten wolle, dass zufolge der Congruenz 22 - = + 1 
(mod. 6) die Substitution Vj, stets der angebort. Es gilt dem- 

gemass der Ansatz: 


(3) 




A = 0 


. /A® + V \ I 7. 

^ j =a^(a)) + &, 


und unsere Aufgabe ist^ die Constanten a und 1) zu bestimmen, was 
durch Einsetzung der Potenzentwicblung (2) p. 589 in den Ansatz (3) 
zu geschehen bat. 

Zufolge der eben citierten Formel (2) p. 589 wird j (i 00 ) = 0. 
Indem wir also g) — i cx> in (3) eintragen, entspringt erstUch & = 0. 

Aber weit wesentlicber ist es, dass wir die Constante a berecbnen, 
und zu diesem Ende tragen wir erstlich in die linke Seite von (3) 
die eben wiederbolt genannte Potenzentwicklung ein; wir finden dabei: 

2m' Tti Bf. fu' 

k ^ k 



Es sei bierbei erlaubt, in (2) p. 589 den Summationsbucbstaben m 
nicht nur die Zahlen m — Q h -{- 1, sondern aucb 7n — Qh — 1 durcb- 
laufen zu lassenj diese Anderung gegenitber der iirsprunglicben Sum- 
mationsbedingung ist nur eine ausserlicbe, da zufolge (3) p. 589 %{m') 
fiir alle Zablen Qh — 1 mit Null identisch ist. In (4) baben wir 
iibrigens m' statt m gebraucht, um den Bucbstaben m sogleicb dispo- 
nibel zu baben. 

Die recbte Seite von (4) wolle man nun nacb ansteigenden Po- 
tenzen von r umordnen und setze zu diesem Zwecke: 


(5) 


m'A^ 


— m . 


Zufolge der recbten Seite der Identitat (3) wird m in der fertig um- 
geordneten Reibe (4) nur nocb gamsahlige Werte darbieten. Dieses 
ist aucb aus der recbten Seite von (4) leicht zur Evidenz zu bringen, 
wenn man beacbten will, dass bei stehenden 2 w', Ak, Dk die Zabl Bk 
jedesmal die Werte 0, 1, . . — 1 anzunehmen hat. Ak als Teller 

von n werde durch d bezeichnet, worauf: 
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( 6 ) 


mPk _ m n ^ 


wird. 

( 7 ) 


Die reehte Seite der Formel (4) aber liefert jetzt: 


222 


m n 



2m7ti 


ni 



m soil hier alie positiveii; gegen 6 primen Zahlen durcMaiafen ; bei 
stehendem m muss d alle Teller vou n durcblaufeu, fur welcbe m' ganz- 
zalilig ausfallt; endlicli ist bei stelienden d die Zalil B liber das 
Interyall 0, 1; . . nd '^'^ — 1 zu summieren. 

Aber diese letzte Sum me, namlich die iiber JB, ist leicht aus- 
zufiiliren. Sei namlich Sq der grosste Teller von d, der prim gegen 
m ist, so wird, da doch m' ganzzahlig ist, n8~^ dureli Sq teilbar 
sein. Man hat demnach: 



2 mni ^ 

e“ =0 oder = ^, 


je naclidem do > ^ dg = 1 ist. Damit gewinnen wir aus (7): 


( 8 ) 


2 > 

k 


(0 + 6 
D,. 


= 2 


1 IT 


‘2 

d 


(5f) 


WO sicli hei stehendem m die Summe uber 6 avf alle gemeinsamen Teller 
der beiden Zahlen m and n bedeht. 

Die Formel (3) liefert nun, wenn wir auch noch rechts die Reihen- 
entwicklung eintragen: 


( 9 ) 


2\hJ2^r.[^) 



m 


als eine identisch bestehende Gleichung; eben dieserhalb entspringt 
durch V ergleieh der Coefficienten gleich hoher Potenzen das Ergebnis: 

d 


WO wir jetzt zur Bestimmung von a den Wert m = 1 eintragen 
wollen. Es folgt dabei einfaeh a = %{gi) und tibrigens nebenbei das 
bemerkenswerte gahlentheoretische Eesultat: 


(10) % M % 00 = ^ d X (^) ; 

summiert uber alle gemeinsamen Teller der beiden positiven Zahlen m 
und n, die gegen 6 prim sind. 

Indem wir nun aber den durch die vorstehende Entwicklung in 
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Erfahrung gebrachten Wert a — x(n) in den Integralansatz seclister 
Stufe (3) eintragen^ entspringt das nacbfolgende Ergebnis: Die filr die 

Modularcorrespondem sechster Stufe Ordnung vom Schema (q^ 
charaMeristisclie Integralrelation lautet: 


k 


ivo die game Zahl %{n) die in (3) p. 589 angegebene Bedeutung hat. 
Wir haben hier also ,^gewdhnliche^^ Gorrespondenmi von der Wertiglceit 
%{n). Die letztere ist insbesondere stets dann gleicb Null, weiin 
n = Qh — 1 ist; aber aucb unter den Fallen n = 6 + 1 sind viele, 
welclie x{n) — 0 aufweisen. Indessen untersuchen wir dies bier nicbt 
naber, begniigen uns yielmehr mit der naclifolgenden, unmittelbar 
2 u ziehenden, Folgerung: Ist = so sind offenbar alle 72 mi 
diesem n gehorende Gorrespondenzen Weriigheitscorrespondenzen; dagegen 
gilt dies bei solchen Ordnungen welche %{n) ^ 0 haben, nur vom driUeti 
Teif d. L von 24 unter jenen 72 Gorrespondenzen, Bei den ubrigen 
2-24 Kelationen (11) tritt rechter Hand eine complexe dritte Einbeits- 
wurzel als Factor hinzu^ was mit den bezuglicben allgemeinen An- 
gaben des vorletzten Kapitels bei Kiictsicht auf das aquianbarmo- 
nische Doppelverhaltnis unserer Flacbe Gescblecbtes p = \ 

in ubei'einstimmung ist. 


§ 3. Die Integralrelationen fiir die Modnlarcorrespondenzen 
siebenter Stufe 

Die eben zur sechsten Stufe gegebenen Entwickiungen sind typisch 
fur alie jene ausgezeicbneten Gongruenzgruppen bei denen nur eine 
einzelne arithmetiscbe Entwicklungsf unction %{m) oder auftritt. 

Dies gilt abgesehen von der Stufe 6 aucb noch von den Stufen 7 und 
9, dagegen nicbt mebr von der Hauptcongruenzgruppe der Stufen 8 
und 10. Bei der acbten Stufe baben wir zwei Entwicklungsfunctionenj 
die zu den ausgezeicbneten Gruppen r48 und fgg geboren; wir warden 
also erst wieder analoge Verbaltnisse wie bei n = & erbalten, wenn 
wir die r 43 oder Vqq einzeln bebandeln. Bei der zehnten Stufe fanden 
wir bis jetzt ilberbaupt nur erst die Entwicklungsfunction x(m) der 
von der Hauptcongruenzgruppe verscbiedenen die Bildungsgesetze 
der ubrigen Integrale dieser Stufe blieben im vorigen Eapitel un- 
bekannt. 

*) Siebe bierzu die in der Einleitnng genannte Arbeit von Hu r wit a im 
25teii Annalenbande. 
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Aus dem gesamten liiermit bezeichneten Bereich derjenigen Falle^ 
die sicli nacli Art des vorigen Paragraplien bebandeln lassen, sollen 
bier nur die mi g — 7 geMrende f^gg und die fgg odder Stufe nnter- 
sucht werden; wir werdeii namlich nur an diese Gruppen bei unsereii 
ferneren Uberlegungen ausfubrlicher ankniipfen. 

Indem wir mit g = 7 beginnen, wahlen wir n prim gegen 7 und 
nebmen die erweiterte Transformation Ordnung mit dem Schema 



es ist dann in gewobnter Weise zu setzen: 


(1) n = (mod. 7). 


Fiir die drei Integrale siebenter Stufe benutzen wir die in (1) und 
(2) p. 583 getroffene particulare Auswabl und liaben alsdann die Ttay 
in den Relationen: 


( 2 ) 


^ i (-Ri-(ra) I a) = ^ ^ccyj (a) I y) 

h Y 


explicite zu berecbnen. 

Zu diesem Ende lasse man Yorab eine yereinfacbende Massregel 
eintreten. Man trage namlich die Ausdriicke (1) fiir Bk in (2) ein 
und benutze das Verhalten der j gegeniiber Vk\ man bat dann: 


( 3 ) 






z)- 


Jetzt libe man die Substitution S aus^ wodnrcb die linke Seite der 
letzten Gleicbung^, unter Aufnabme gleicb naher zu bestimmender 
ganzer Zablen ejc libergeht in: 


^ — L_ii 1 Blay 

'k * 

/ qi Q\ 

Damit wir wieder zum Schema zuriickgelangen, muss e^ im 

einzelnen Gliede dieser Summe so bestimmt werden^ dass Ak — ejcDk 
durcb 7 teilbar wird; dies liefert: 

ekI)k = Ak^ ekjDl~n (mod. 7), 


so dass die linke Seite yon (3) gegeniiber S den Factor annimmt. 

Indem aber die recbte Seite yon (3) gegeniiber S das gleicbe 
Verbalten zeigen^ d. b. aucb den Factor 6^^ annehmen muss, werden 
erstlicb fiir einen quadratischen Nichtrest n yon 7 alle Coefficienten 
Ttay in (3) jedenfalls mit Null identiscb sein miissen. Merken wir 
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uns demnach als erstes Resultat: 1st die Ordnung n gtiadratischer 
NicMrest von so lauten die drei Integralrelationen unserer Corre- 
spondent: 

(4) ^ i(-Ki(®) i a) = 7icc, 

k—0 

(wo die Tta unbestimmt bleiben mogen). Hier lidben wir also mit einer 
geivohnlichen Correspondent der Wertigkeit Nidi m thun, nnd es teigen 
dann, wie man aus den frtiberen Satzen leicht schliesst, immer gleicJi 
alle 168 Gorrespondenten dieser Ordnung die gleiche Eigenart 

1st bingegen n quadratischer Rest von 7, so wird iinter den drei 
Coeffieienten ^a ,4 anf der rechten Seite von (3) moglicber- 

weise derjenige von Null verscbieden sein, deren zweiter Index y — na 
(mod. 7) ist; die beiden anderen werden jedoch sicber verscbwinden. 
Indem wir die additive Constante im Augenblick ganz bei Seite lassen, 
haben wir sonacb den Ansatz: 




)2a) = Caj(co\ita). 


Es ist nunmebr dieser Ansatz (5) naber zu discutierenj imd solcbes 
gescbieht in der friiberen Weise durcb Eintragung der Reibenent- 
wicklungen (4) p. 583 £ur unsere Integrate; wir treffen bierbei auf 
eine EntwicHung, die derjenigen des vorigen Paragraphen genau 
analog ist. 

Brstlich liefert die linke Seite von (5) den Ausdruck: 

w! 

Hier scbreiben wir nun wieder: 

in A, 

-—=m, Ak = 8, 

SO dass wir uingekebrt erbalten: 

m = -j- ^ 

Durcb Eintragung in (6) nimmt dieser Ausdruck die Gestalt an: 



222&A^) 


wobei betreffs der SnmmationsbedinguBgen Wort fur Wort dasselbe 
gilt, wie ill Formel ^7) § 2. Die SuDimatiori iiber JB I’asst sieli denn 
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aucli tier wieder leicht ausfiihreDj und wir gewinBen als explicite Ge- 
stalt der Formel (5) die nachfolgende : 


(’) 


2 

711^71 a 





m 



Die Ooefficientenvergleichung ergiebt gerade wie im vorigen Paragra- 
phen so aucb jetzt fur die eine arithmetische Function siebenter 
Stufe das Gesetz: 

(8) ^ (j») ^ (m) = ^ 6 i> , 

()' 

summiert Tiber alle gemeinsamen Teiler d yon m und and wir finden 
somit im speciellen fur den Fall relativ primer n die Regel: 

Vor allem aber ergiebt die gerade beendete Rechnung ftir die in 
(5) mit €a bezeicbnete Constante den Wert ^(n), und damit entspringt 
das Resultat: 1st der Transformationsgrad n qmdratisclier Eest von 7, 
so lauten die mim misgewalilten Schema gehorenden Integralrelationen : 

cj>(n) — 1 

(9) ^ j (Rk (oj) \ a) — + t(n) ■ j (k) | n a). 

k^O 


Bei eiuer spateren Gelegenheit werden wir zu untersuchen liaben, 
fiir welcbe Reste n die Zabl ^(n) mit Null identisch ist. Heben wir 
gleicbi jetzt hervor, dass in diesen Fallen verschwindender tp^n) alle 168 
Correspondenzen geivbhnliche sind, und zwar von der Wertigkeit Null. 
Ist ^ (n) niebt gleicb Null^ so wablen wir eine der Bedingung: 

(uiod. 7) 


genxigende Substitution aus und iiben dieselbe auf die drei Relationen 


(9) aus. 

( 10 ) 


Solchergestalt werden wir linker Hand vom Schema 



zu 


gefuhrt, und diesem besonderen Schema entsprichfc dann bei der Wir- 
tung von F auf j;(ca | na) das System der Integralrelationen: 

(11) ^ j(Bi(a)) I cc) = ita + \ a). 

k 

Nur mm Schema (10) gehiirt somit bei ip{n)^0 eine gewblinliche Gorre- 
spondenz, und zw.ar von der Wertiglceii — ^(«); alle 167 anderen Corre- 
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spondenmi sind nun singuldre, was mit der sehon p. 556 erlcannten 
singuldren Nahir unserer FldcJie vereinlar isL Zum Beweise 

liat man nur zu beachten, dass einzig die mod. 7 mit 1 eongruenten 
Snbstitutionen alle drei Integrate j (o | a) bis auf additive Constante 
in sicli nberfiiliren. 


4. Mitteilung der Integralrelationen fiir die znr Vqq aeliter 
Stnfe geliorenden Oorrespondenzen. 


Unter den ausgezeicbneten Gongruenzgruppen achter Stufe beruct- 
sicbtigen wir^ wie scbon gesagt, nur die Gruppe weicbe alle mit 



mod, 8 eongruenten Modulsubstitutionen entbalt. 


Diese Gruppe ist vom Geschlecbte jp = 3 , und es gehort zu ihr als 
Normalcurve der q) die dureli (2) p. 29 gegebene Curve vierter Ord- 
nung. Die spatere Betrachtung der Modularcorrespondenzen auf dieser 
veranlasst uns, scbon bier die Integralrelationen zusammenzustellen, 
•welclie zu den Oorrespondenzen der Fgg geboren. Es wird gestattet 
sein, die Beweise dieser Relationen der Kurze balber zu izberspringen; 
in der That gestalten sicb dieselben durebaus gerade sO; wie eben 
bei g = 1. 

Die drei Integrals h ^ 9 g P* angegeben worden, 

und ibre eine Entwicklungsfunction wurde dortselbst unter (13) 
im Anschluss an die binare quadratisebe Form (1, 0, 4) definiert. 
Der Transformationsgrad n bat bier nur der einen Bedingung zu ge- 
nugeUj eine ungsTude Zabl vorzustellen^ und die einfaebste Gestalt des 


zum Schema gehorenden Reprasentanteusystems ist nach den 

beziiglichen allgemeiflen Regeln gegeben dureh: 


( 1 ) 


B{(o) = 


A.CO * 4 “ 

5 ^ 


wo die Zahlen A, JB, D immer wieder den bekannten Bedingungen: 
(2) AI) = n,0<B<D 

zu geniigen haben. Naturlich benutzen wir nach wie vor die erwei- 
terte Transformation Ordnung. Ahnlicb wie bei w = 6 beziehen 
wir bier ubrigens die Entwicklungsfunction %{n) auf alle ungeraden 
positiven Zahlen n. Pur die Zahlen n = 4th —1 wird dann % (n) 
stets mit Null identiseh sein, da Zahlen dieser Gestalt durch die ganz- 
zahlige binare Form (1, 0, 4) nicht darstellbar sind. 

Die Integralrelationen fur die n^ Ordnung unter Be/mtmng des 
Ilcprdsentantensysteins (1) lauten nun einfach: 
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’ (^-) - (- 1)"^ iW ■*{«), 

n — 1 

(3) 2'y, - (- 1)— *(.)•/.(«), 

Additive Oonstante treten bei der liiermit gewalilten Gestalt unserer 
Relationen nicbt auf , da fiir co = ioo immer beide Seiten der Glei- 
chungen zugleicli versehwinden. Wann gewohnliclie und wanii singu- 
lare Correspondenzen vorliegen, wird man nun aus (3) leicbt ableseii 
kbnnen, wenn man nocb. das Verhalten der j^i j$ gegeniiber den 
96 inaquivalenten Substitutionen beriicksichtigt. Merken wir etwa ins- 
besondere gleicli an, dass fur = 4/i + 3 stets gewohnliclie Correspon- 
demen der Wertigheit Null vorliegen. 

§ 5. Primformdarstellung und Coincidenzenanzahl der Modular- 
correspondenzen im Palle einer einzelnen Entwicklungsfunction, bei 

q == 1 erlautert. 

Die Darstellung der Modularcorrespondenzen secbster, siebenter 
und acbter Stufe durch die Primform soil bier nicbt im vollen Urn- 
fange geleistet werden. Da es sicb vielmelir in alien drei Fallen uoi 
ganz abnlicbe Betracbtungen bandelt, so geniige die Besprecbung des 
Falles O' = T. 

Man setze erstlicli voraus, dass die Ordnung n der Transformation 
quadratischer Rest von 7 sei, und wable iibrigens fiir die erweiterte 
Transformation ein der Bedingung: 

(1) Jfo = JRi = ■ ■ • = Fut,-x = fif”' VI (mo<3. 7) 

\0, ynJ 

gentigendes Reprasentantensystem. Die zugeborigen Integralrelationen 
lauten dann, wie wir im vorletzten Paragraphen fanden: 

( 2 ) ^ j (Bt (a) j a) = }tcc + ipi (n) -JCal a), 

k 

wo die eine bei q — 1 auftretende Entwicklungsfunction ist. Die 
Primformdarstellung der vorliegenden Modularcorrespondenz lasst sicb 
bier naeb der allgemeinen Vorscbrift p. 535 ff. obne weiteres leisten*). 

Man bemerke dabei vielleicht nocb, dass die Formeln (2) umnittelbar fur 
die Normalintegrale in Giiltigkeit bleiben, wenn wir nnr 7t^ entsprecbend naodi- 
ficiert denken. Es ist dies eine einfacbe Folge des Umstandes, dass auf der 
recbten Seite von (2) der Coefficient des Integrals J(a> j k) von (x nnabb§;Dgig ist. 
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Sind w Tind co' zwei variabele Punkte des Polygons -Figg; wabrend 
man nnter ay^ mid (Bq zwei specielle Lagen dieser Punkte verstet^^ so 
bilde man den Primformquotienten: 


(3) F((d, (d'Icoq^cdo) 


|-r P (^^ \ K)) 


Es liefeH alsdann nacli den citierten allgemeinen Erorteriingen (p. 536) 
F{m, m' I Wqj cDq') in AhJidngigJceit jedes der mer Pioikte cOy o', co^, coj 
eine algebraisclie Modulfunction siebenter Stufe, imd es wird insbesondere 
diircli die Gleichung: 

(4) o' I (Do, O = 0 

unsere Correspondent in der friiher aiisfiihrlicJi cJiaraMerisierten Weise 
dargestellt 

Die iibrigen 167 fiir die vorliegende Ordnung bestehenden Corre- 
spondenzen sind nun Ton den Formeln (3), (4) aus nach den friiberen 
Satzen leicht mit zu erledigen. Indem wir K ein System mod. 7 in- 
congruenter Modulsubstitutionen durcblaufen lassen, baben wir fur das 
einzelne Vi zu scbreiben: 

o' I Ft(Oo), Oq') = o' | o^, Oq'), 

um die mgehorige Correspondens dvrch Nidlsetzen von Ft (o , o' | 03 , o^') 

darmstellen, Explieite baben wir also, indem wir 

(5) = = (mod. 7) 

setzen, fur die Modulfunction Fi die Primformdarstellung: 

F^{(o, o' I Oo, Oo') = 

(6) rP(a>\ V,{co))P^co', F.K))n J-J P(co%B^\co)) P(<, 40 K)) 

Man bemerke, wie sich die biermit gegebene Darstellung der Corre- 
spondeuzen siebenter Stufe in die allgemeinen Ansatze yon p. 550 ff. 
subsumiert. Piir jedes der 168 Schemata (5) baben wir eine be- 
sondere Oorrespondenz zur „Minimalbasis^^ im Sinne you p. 549 aus- 
gewahlt, und zWar nur eine^ dem TJmstande entsprecbend, dass 
wir bei q — 1 nur eine aritbmetisebe Function baben. Eie aus- 
gewdhlte Correspondent ist aber einfaeJi die mm Schema (5) gehorende 
Correspondent erster Ordnung: g> = Fi(cD), d. h. die m Vi gehorende 
Transformation der Fldche F^q^ in sich. 

Der Fall eines quadratischen Nichfrestes n subsumiert sicb nt- 
mittelbar unter den allgemeinen Ansatz (6), indem jetzt stets 'ip^ (n) = 0 

Klein-Fi'icke, Modulfunctioueu. II 39 
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ist. Die Function cd' ] Oq, (D^^') liat demnach jetzt einfach die 

Gestelt: 


(7) 


Fi(G}j co' 


(On 



P(C0\Rf W)P(<, 4^((Do)j 


Die Coincides ^enmBohl bei den Modularcorrespondenzen 7*®^ Stufe 
ist in alien Fallen ^^gewolinliclier^^ Correspondenzen einfacli nacb der 
Cayley-BrilTscben Formel (9) p. 539 anzugeben; letztere Formel 
findet also unmittelbare Anwendung fur alle Nichtreste n und unter 
den Resten 7i stets beim Schema (1). Wir konnen sagen^ dass es sich 
in alien diesen Fallen um die Wertigkeit — (n) handelt, insofern 
ja fiir die Nichtreste n die Function Terschwindet. Da die das 
Gescblecht p = 3 besitzt, so specificiert sich die Angabe cc + ^ 2pw 
fiir die Coincidenzenanzahl v hier zu: 


(8) V = 2(t>(n) — 6 (n). 

Indessen erfordert diese Formel in dem speciellen Falle einer rein 
quadratisclien Ordnung n eine Erganzung. Hier wollen wir namlicli 
bei der erweiterten Transformation , gerade wie auch friiher in der 
Theorie der Modulargleicbungen, den Reprasentanten der Transfor- 
mation erster Ordnung ausscbalten. Iiidem wir an dieser Massnahme 
auch in der Folge toieder fesfhalteny wird es sich im fraglichen Ausnahme- 
falle um eine (<t> 1) - (0 — 1) - defutige Correspondent der Wertigkeit 

— {n) + 1 handeln; in der That fallt jetzt auf der rechten und 

linken Seite jeder Relation (2) ein einzelnes Glied j (o | cc) aus. Die 
Cayley -Briirsche Formel liefert demnach jetzt: 

(9) V = 2 0 (n) ~ 2 — 6 (n) — l]=^2(t> (w) — 6 (n) + 4, 

Um beide Pormeln (8) und (9) in eins zusammenzuziehen^ verstehen 
wir unter nach friilierem Brauche die falls n ein reines Quadrat 
ist^ anderenfalls aber die Null. Als Resultat kommt alsdann: Fie 
Coincidenmiamalil v ist im Falle eines Nichtrestes n, sowie im Falle 
eines Bestes Mm Schema (1) gegelen durcli: 

(10) v = 2 d> — 6 (n) + 4 Sn- 

Jetzt sind noch die 167 Correspondenzen (6) im Falle eines Restes 
riickstandig^ und hier konnen wir einfach in der zugehorigen Func- 
tion (g), (D I coq^ cOq) die beiden Punkte cj, co zur Coincidenz brin- 
gen, um (bei constant gedachten <) in m | m') eine 

algebraische Modulfunction von o zu gewinnen. Durch Abzahlung 
der Null- und Unstetigkeitspunkte gewinnt man dann in bekannter 
Uberlegung (p. 539) die jetzt gesuchte Zahl a;. Man wird gegen- 
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liber der eben citierten Entwicklung bier nur die eine Anderiing be- 
merken, dass die Anzabl der Nullpunkte von P(g3, F*(co)) auf dem 
Polygon nnmittelbar angegeben werden kann. Nennen wir 

diese im Augenblick nocb unbekannte Zabl h, so folgt im Falle ernes 
Bestes n filr ein von (1) verscliiedenes Schema (5) als Coincidemen- 
amahl: 

(11) V — 2 0(n) — 2^i(^) + 

Die Anzabl h aber ist, wie man jetzt endlicb bemerken wolle, als 
Zabl der Nullpunkte von P(co, Fj(co)) nicbts anderes als die Goinci- 
denzenanzabl der Correspondenz o' == Ft(o) oder (nm es mit der 
frtiberen Bezeicbnung zu belegen) nicbts anderes als die Amahl der 
Fixpimlde der Transformation Vi der F^q^ in sicli. Nacb bekannten 
Satzen aus Bd. I bat man also obne weiteres die Resultate; Es ist: 

( 12 ) • 0 , 

je nachdem die Snmme von a und d hei der Substitution Vi he0. der Be- 
dingung: 

a + d = 0, ±1, ±2, ±3, (mod. 7) 

geniigt. 

An die biermit fiir g = 1 vollstandig geleistete Bestimmung der 
Anzabl v kniipfen wir im nacbstfolgenden Kapitel wieder an. 

§ 6. Ansatz fiir die Integralrelationen der j (o | cc) , j (m | /3) bei 
den Modularcorrespondenzen einer beliebigen Primzablstufe 

Der elementare Obarakter der voranfgebenden Betracbtungen be- 
rubte auf dem Umstande^ dass in den bisber erledigten Fallen jeweils 
nur erne zablentbeoretiscbe Entwicklungsfunction in Betracbt kam. 
Wird die Anzabl dieser Functionen > 1, wie scbon bei ^=11, wo 
wir deren funf baben^ so mussen wir bei der Aufstellung der Integral- 
relafcionen indirect verfabren. Indem wir das biermit gemeinte Ver- 
fabren sogleicb im allgemeinen Falle q (den wir im vorigen Kapitel 
vorbereiteten) skizzieren wollen, geniigt es, wenn wir dabei allein die 
Integrale j (o ] a) und j (o | fi) in Betracbt zieben. In der That 
werden wir bei den spateren Anwendungen (§ 9) die Integrale j(o | 0) 
des Teilungspolygons durcb ein indirectes Scbluss verfabren gleicb selbst 
mit erledigen, wobei uns die beziiglicben Entwicklungen des vorigen 
Kapitels (p. 566 ff.) zu statten kommen sollen. 

Des besseren tJberblicks balber senden wir voraus, dass in den 

Man vergL Mer die Note von Hurwitz in den Leipziger Bericlaten vom 
4. Mai 1885, anf welcbe wir scbon wiederbolt Bezug nabmen. 
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uaehstfolgenden Formeln e, f, g, als Summationsbuehstaben ge- 
braucbt werdeu sollen, und zwar sollen sicb dieselben auf die Bereiche 
bezieben: 

e, f= 1, 2, •••, A; = 

Die Zablen I, g -baben wir dabei im Sinne des vorigen Kapitels bei- 
bebalteDj wo fur jedeu ^uadxatisebeB Best k insgesaait X lutegrale 
I a) ausgewablt warden und fiir jedeu Niebtrest ^ g Integrale 

isC® I ^ 

Indem wir jetzt bei vorgegebener Ordnung n der erweiterten 

Transformation am Schema wie bisher festbalten und dann in 

Bq, Bj, ... ein zugeboriges Reprasentanten system bilden, ist unsere 
Aufgabe, die Inte.gr alsummen: 

— 1 — 1 

(1) 2 I ^ I 

A'=0 

durch die tirs^prilngUclien p Integrale Stufe linear ansmdrucken. Hier- 
bei baben wir zur Abbiirzung 0 statt ct)(n) geschrieben^ nnd es ist 
fiir Jede in Betracht kommende Combination e, a, sowie fur jede Com- 
bination g, ^ eine Summe (1) zu bilden. 

Urn die gedachten Integralrelationen wirklicb zu gewinnen, llbe 
man erstlicb auf m in (1) die Substitution S aus und berucksicbtige 
dabei die offenbar zutreffende Congruenz: 



Es ergiebt sich bieraus leicbt, dass die erste Summe (1) gegeniiber 8 
den Factor 5 ”® annimmt^ die zweite aber den Factor jene erste 
Summe ist also in denjenigen I bez. g Integralen linear darstellbar, 
welcbe eben diesen Factor s”® gegeniiber 8 aufnehmeD, und die zweite 
Summe (1) entspreebend in den ^ bez. X Integralen vom Factor 
Wie man siebt, tritt bier die Pallunterscbeidung ein, ob n quadra- 
tiscber Rest oder Niebtrest you q ist. In der That werden wir gleieb 
explicite soiidern und baben als die zu discutierenden Ansatze: 


I, im FaUe ernes quadratiscJien Restes n von qi 
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II, im Falle eines qiiadratischen NicJifrestes n 


von q: 




( 3 ) 


jeiRkico) 1 tt) = ^ Cehin)jh(03 \ M «) , 


1 


^j,{R,{a,) |. /3) 


k=0 


h=l 

z 

da fin) if ip \n^). 

/=1 


Hierzu gleich die nachfolgenden Erlauterungen: Erstiich sollten 
wir bei diesen Ansatzen strenge genommen allenthalBen recbter Hand 
additive Constante hinzunebmen; aber dieselben sind, wie friiber, als 
unwesentlich um der einfacben Scbreibweise der Formeln willen stets 
ausgelassen. Ferner: Die Coefficienten a, c, d auf den recbten 
Seiten von (2) und (3) werden naturlicb mit wecbselndem n andere 
nnd andere Werte darbieten; in diesem Sinne baben wir sie in (2) 
und (3) gleicb als Funetionen der Ordnung n gescbrieben, wobei 
dann naturlicb Funetionen a{n) und 6(n) nur fiir Eeste, Funetionen 
e{n) und d(n) nur fiir Niebtreste n in Betracbt kommen. Es ist 
aber sebr zu betonen, dass in der eimelnen unserer Formeln (2), (3) 
die ZaMwerte a les, c, d unabhdngig sind von dem besonderen Beste 
a be^. dem besonderen Niclifreste Dies siebt man leiebt ein, wenn 
man auf das co der einzelnen Pormel (2), (3) die sebon p, 565 ein- 
gefubrte Substitution U ausiibt und dabei die leiebt zu verificierende 
Congruenz : 


in Betracbt ziebt. Man bat also (immer unter Gebraucb des einmal 
ausgewablten Schemas) beim einzelnen Reste n insgesamt Coeffi- 
cienten aef und Coefficienten bg^, dagegen bei einem Niebtreste n 
im ganzen Xg, Coefficienten Ceh ^^nd ebenso viele dgf. 

Zur naberen Untersuebung der in Rede stebenden Coefficienten 
sebreibe man jetzt explicite; 


Bkim) = F, 


“ + 2-BA ,-r (Rk, 

-TT^ )’ — y 0, 


0 

Dk~ 


i) 


und trage demnaelist die im. vorigen Kapitel p. 579 gegebenen Potenz- 
entwicklungen fur unsere Integrale ein. Indein wir dann immer nach 
ansteigenden Potenzen linker Hand umordnen, tritt eine Reehnung ein, 
wie wir sie in den voraufgebenden Paragrapben offer durchgefiihrt 
haben; z. B. fur die erste Reibe (2) finden wir linker Hand in der 
nacb ansteigenden Potenzen von r geordneten Entwicklung den Coeffi- 

m 

cienten der Potenz in der typiseben Gestalt: 
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^ d 

WO sicb. die Summe auf die gemeinsamen Teller d von m und n be- 
ziebt, Der Vergleich der Ooefficienten gleiclier Potenzen reclits nnd 
links ergiebt alsdann in imseren vier Fallen (2), (3) die Resultate: 

/=1 

h=l 

- «-*(»)».(»*), (i) - - 1. (=) - - 1, 

/i=l 

= 2 (^) == - 1, (^) = + 1, 

/=! 

wobei die fiir den einzelnen dieser Falle charakteristischen Legendre- 
scben Zeichen immer gleich rechter Hand angeftigt sind, Diese For- 
meln sollen uns nun zur Bestimmung der d das Fundament 

abgeben. 

Zuvorderst folgert man aus (2) und (3) vermoge der linearen 
Unabbangigkeit der Integrate j{p | c^), i(a) \ /3) leicht, dass die aef(n) 
etc, eindeiitige aritlmeUsche FuncUonen von n sind. Um aber iiber diese 
Functionen Genaueres anzugeben, benutzen wir nun den Umstand, dass 
die linken Seiten der Gleicbungen (4) durckgehends symmetriscb von 
m und n abkangen. Also wird auch z. B. in der ersten Pormel (4), 
wo m und n zugleieb quadratisehe Keste von g sind, die recbter Hand 
stehende Summe iliren Wert bei Vertauschung von m und n nicht 
andern. Ein Gleicbes gilt aucb fiir die dritte Formel (4), in welcber 
m und 71 gleichfalls im quadratiscben Cbarakter modulo q uberein- 
stimmen; wir baben also die Ergebnisse: 

i i 

^ aef(n)ipf{m) fiir (^) = + 1, (^) = + 

/=1 /=1 

^ Xh (m) ==^ Cenim) Xh{n), fiir (^) = — 1 , Q = _ 1 . 

Stimmen aber m und n in ihren quadratiscben Cbarakteren mod. q 
nicbt iiberein, so liefern in atialoger Art die zweite und vierte Re- 
lation (4), mit einander combiniert^ das Eesultat: 
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fj, X 

(6) 2 hh («) th (m) =2 ^ ’ (f ) “ ~ 1 '• 

A=1 /=1 

Jetzt bilde man die erste Relation (5) bei einem einzelnen vor- 
gelegten Reste n und bei stebend gedacbtem indem man filr m der 
Reibe nacb I specielle Reste mx eintragt. Die letzteren 

konnen wir nacb p. 580 so gewablt denken, dass die A-gliedrige De- 
terminante 1 -ipfimf) | einen von Null verschiedenen Wert bat. Die 
damit bei stebendem e fiir jeden Rest n gewonnenen A Gleicbungen 
fassen wir als solcbe fiir die A unbekannten Grossen aei(n)j,. aa^n) 
auf. Unser Gleicbungssystem hat eine von Null verscbiedene Deter- 
minante, und die recbten Seiten sind ersicbtlicb lineare bomogene Ver- 
bindungen der A von n abbangenden Functionen mit 

von n unabbangigen, durcb die Auswabl der mi fest be- 

stimmten, Coefficienten. Durcb Auflbsung des fraglicben Gleicbungs- 
sy stems finden wir das sebr wicbtige Ergebnis; Es ist aef{n) eine 
lineare homogene Function der A Werte 'iptin), • . i>i{n): 

(7) ««/(m) = 4/ ti(n) + “i/ ^i’2(w) + • • • + 

mit Coefficienten a^f, die von n undbMngig sind. 

Es konnte scheinen, dass die I Coeffieiehteu Oef vielleicht noch 
von den particular ausge-waHten X Resten Mf abkangig sein mocbten. 
Es sind indessen die 4/^ • • ■, 4/ gewisse X hei der Stufe fiir stehende 
ComUnation (ef) eindeutig lestimmte Grossen. Konnten wir namlicb 
die Function ffl«/(w) fiir alle positiven Reste n nocb durcb ein zweites 
Zahlsystem af), . . ., a® ebenfalls in der G-estalt (7) darstellen, so gabe 
es augenscheinlicb ein System nicbt durcbgebends verscbwindender 
Zablen cix, welches der Gleichung 

“i + “slf’aW + • • ■ + f^xipxin) = 0 

fiir jeden Rest n genugte. Damit aber waren ofifenbaj: die X Integrale 
ji(co I 1 a) linear -abhangig. 

Die iibrigen Relationen (5), (6) ziehen wir nun zu Tollig analogem 
Gebrauche beran. Indem wir susammenfassen, ergehen sich die Lar- 
stellungen: 

I aef{n) = 4/ i{'i(w) + + • ■ • + 

I + ' ' ' + 

sowie ents^prechend fur die c, d: 

I Cek (n) == Xi (n) + yfs ZaW + • • ■ + Y^h ; 

1 dgf(n) = + - - • + df)%f,{n). 
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Dabei beziehen sict Battirlich die Formeln (8) auf die Eeste die 
Formeln (9) auf die Nichtreste. Uberall dber sind die Coefficienten- 
systeme d, y, d von n tmalhangig und eindeuiig lestimmt Wie man 
sie zn bestimmen vermag, werden wir im nacbsten Paragrapben am 
Beispiele q=ll betracliten. 


§ 7. ‘Wirkliclie Aufstellnng der Integralrelationen fiir ^ = 11. 

^Bei der HauptcongmeDZgruppe elfter Stufe fanden wir im vorigen 
Kapitel im ganzen Entwicklungsfunetionen, drei fiir die Reste n, 
namlicli 'ip^in)^ und zwei, %i(n)^ X 2 OO; Niclit- 

reste. Die arithmetisclia Definition dieser Functionen wurde im 
vorigen Kapitel vollstandig geleistet. Wir wollen von den dort ge- 
gebenen Regeln aus zum Zwecke der weiter folgenden Reclinungen 
fiir niedere Argumente n *eine Tabelle fiir die zugeliorigen Werte 
der Tpj % aniegen: 


n 




n 

%1 

%2 

1 

— 1 

1 

0 

2 

0 

— 1 

3 

1 

1 

— 1 

6 

1 

0 

4 

'2 

0 

1 

7 

— 1 

0 

5 

3 

1 

0 

8 

— 1 

1 

9 

2 

0 

— 1 

10 

0 

— 1 

12 

— 2 

— 2 

0 

13 

1 

1 

14 

0 

0 

2 

17 

— 2 

1 

15 

- 3 

1 

— 1 

18 

1 

1 

16 

— 4 

— 2 

— 1 

19 

2 ■ 

- 2 

20 

- 6 

0 

1 

21 

— 1 

2 

23 

9 

1 

— 1 

24 

— 2 

2 

25 

— 4 ■ 

- 4 

0 

28 

0 ■ 

- 2 

26 

0 ■ 

- 2 

- 3 

29 

0 

0 

-3 

27 

— 5 ' ■ 

- 1 

3 

30 

1 

0 

31 

5 

1 

3 

32 

3 

1 

34 

0 ■ 

— 2 

3 

35 

— 1 

0 

36 

_4 . 

-2 

- 1 

39 

0 - 

- 2 

37 

— 7 ■ 

- 1 

2 

40 

— 1 

1 

38 

0 

4 

- 2 

41 

— 3 

- 1 

42 

1 

0 - 

— 4 

0 

43 

- 1 - 

- 2 


XJnsere Aufgabe ist nun, fiir den Fall ^ = 11 die Relationen (8), 
(9) § 6 explicite zu berecbnen. Zu diesem Ende specialisieren wir 
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zuvorderst die erste Relation (4) § 6 fiir ^ 11; es ergiebt sich: 

( 1 ) aei{n)rp^{m) + ae2(n)%(m) + aez{n)ii^(m) (^) • 

a 

Hier substituiere man der Reilie nacli die drei quadratischen Reste 
m = 1, 3; 5 und findet unter Benutzung der vorstehenden Tabelle das 
Gleicbungs system : 

— aei{n) + ae2(n) = 

(leiin) + ae2 {n) — aez{n) = ^ d ipe (^) , 

3 aei (n) + a ,2 {n) = ^ d Tpe (^) • 

Durcli Auflosung dieses Gleicbungssystems findet man Ausdriicke der 
durch die aber freilich nocb. nicbt diejenigen Darstellungen 
(8) § 6, um welche es sich eigentlich handeln soil. Immerhin be.- 
uatzen wir docli die zunacbst fur die aef(n) erhaltenen Formelu, nm 
ftir die drei ersten in Betracbt kommenden Zahleu n = 1, 3, 4 die 
zugeliorigen Werte der neun Function en cie/(ji) zu berechnen; man 
findet: 

^21 = ^22 = 1; «23 ~ 0, 

^S1 “ ^33 ~ 

/ == — 1, = 0; = 0, 
fiir n = ^ I ^21 “ <^22 “ 1? <^23 ^ 

[ = Oj <3^32 = 1; <^33 

=1 2, 0/12 = Oj, <3^13 = 0; 

^22 ~ ^23 “ 

— 0; %2 ^33 ~ ^ * 

Nunmebr ziebe man auch die erste Formel (5) § 6 heran und 
seize in derselben, indem wir sie Yielleicht zunacbst fur e = 1 spe- 
cialisieren, fur m nach einander die Werte 1, 3, 4 ein. Wenn wir 
die eben gefundenen Zablwerte der Og/ sowie die Werte der ipe be- 
riicksiclitigen^ entspringen solcbergestalt die drei Gleicbungen. 

( — o^^(n) + %2(^) = + 

(2) I + ^n{^) + ^12 W — %3 0^) ^ 

I 2 an (n) + ai 3 (n) - 2 (_n) . 

Die Auflosung derselben ergiebt die gewiinschten Ausdriicke fiir die 
drei Functionen Die iibrigen secbs ctef(ji) erledigen sicb in 
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derselben Art, md wir gewinnen so als die linear en homogenen Aus- 
drucke der nem arifhmetischen Functionen aef{n) in den drei jpein): 

I «u0») = — «igW==0, a^^(n) = 0, 

(3) j asi (m) = 0 , OsS W == A («) > «23 W == 2 (n) , 

I agi («) = 0 , flja (n) = (w) , (n) = (n) + (n) . 

Fiir die quadratischen Reste n kommen ausserdein noch^ wie wir 
wisseD; vier arithmetische Functionen hgk(n) in BetracRt, die wir jetzt 
noch in darzustellen Raben. Die Recbnung gestaltet sich. infolge 
der MinderzaRl der h nocR einfaclier, als soeben bei den und man 
erJidlt als die linearen Ausdriicke der vier Iguiri) durch die 

m I 

1 hi W = 2 ^g (n) , 622 (n) = ^2 W + ts (»*) . 

Fie Integralrelationen seTbst werden darmfhin nnter Beibehaltmg 
(n 0\ 

des Schemas im Falle eines guadratisehen Eestes n die Gestalt 

darbieten: 


(5) 


■ I a) == — (ra I na), 

k 

^h(Bk{<x>) ! «) = 1 M«) + 2 i ^3 ■js(co 1 na), 

k 

. ^i3(7?i(<a) 1 a) = jf >3 .^ 2(03 I na) + + ^ 3 ) ■ j\((a \ na), 

k 

I ^) = if’2 -iiCra 1 n^) + ■j^(a | w/3), 

A 

^jiiBhiei) I /3) = 2-^i;s • ji(« 1 w/3) + ( 1^2 + '^g) ’hioo 1 n^). 


Wollen wir alaer lieber unter Ej ein Reprasentantensystem 11*“ Stufe 

vom Sehema verstehen, so hat man hier nach bekamiten Satzen 

nichts waiter zu thun, als in (5) rechter Hand auf ca eine Modulsub- 
stitution V auszuliben, welehe mod. 11 der Bedingung 


fn, 0\fa, /3\ /a, l\ 

\0, 1 ) Vy, d)—\c, d) 

genvigt. — Das Argument n der baben wir in (5) der Kilrze halber 
allenthalben fortgelassen. 

Im Falle eines quadratiselien Nichtrestes n treffen wir auf ganz 
ahnlicRe Verhaltnisse, und wir fiihren hier die Rechnungen nicht noch 
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einmal ausfulirlich durch. Vielmelir geniige die Angabe des fertigen 
Eesultates: Die Integralrelationen elfter Stufe haben im Falle eines gua- 

/ 0\ 

dratischen NicJitrestes n von 11 nnter BeibeJialtung des Schemas ^ j 
die Gestalt: 


( 6 ) 


' ^ii(J2i(03) i a) = 0, 

k 

^j^(Etic3) I a) = 4xi -j^ico 1 ncc) -\-2x^ -^ 2(0 | ncc) , 

k 

\ ^js{Bf:ica) I a) = 2^2 • j,(o | ncc) + (2%i +■ X 2 ) 'hi^ 1 ««), 

k 

1 /3) = x, • jaC® 1 n^) + Xa 'isC® I 


k 

'^hiEhia) \ §) = X2 -jaiP I «/*) + (2 Xi + Za) ■ \n^). . 

Naturlicb. reprasentiert bier infolge^ der wecbselnden Werte a, /3 jedes 
Gleicbungsystem (5), (6) im ganzen 25 Integralrelationen, 


§ 8. Vorbemerknngen z*ar Atiswalil einer Basis von Oorrespondenzen 
fur eine boliebige Primzablstufe g, 

Indem wir zu den Oorrespondenzen einer beliebigen Stufenzahl g 
zurtlckkebren, gilt es, an£ Grundlage des vorletzten Paragraphen die 
Primformdarstellung jener Oorrespondenzen zu ermoglichen. Wir 
liaben bierbei einfacb .die Principien der Hurwitz’scben Oorrespondenz- 
tbeorie in Anwendung zu bringen. Um genau nacb den be^iiglicben 
Vorscbriften zu Yerfahren, batten wir uns fiir die Placbe 

eine Minimalbasis Yon Oorrespondenzen zu bilden, in welch er wir ber- 

nacb jede etwa Yorzulegende Modularcorrespondenz nacb der allge- 

meinen Formel (3) p. 551 warden darstellen konnen. Jedocb wollen 

wir hier^ den particularen fiir uns vorliegenden Verbaltnissen Eecb- 

nung tragend, in etwas Yon jenem allgemeinen Programm abweicben. 

Erstlicb wollen wir der zu Grunde zu legenden Basis von Corre- 

spondenzen nicbt irgend welcbe auf der existierende Corre- 

- 

spondenzen einreiben (fiber die wir ja docb nicbts wissen), sond&rn 
wdlilen m diesem Zweck eimig Modularcorrespondenzen Stufe ver- 
scluedener Ordnungen n aus. Dies hat dann freilicb, wie wir nocb seben 
werden, den Nacbteil, dass wir solcbergestalt im allgemeinen nicbt 
auf eine Minimalh^Bis tretfeu; docb ist dieser Umstand weiterbin nicbt 
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Yon Belang, (In der That batten wir auch bei der allgemeiuen Theorie 
Bicht durchaus eine Minimalbasis gebrauchen mussen.) 

Des weiteren trennen wir auch hier die Falle quadratischer Reste 
n von den Nichtresten; wir werden ndmlicli 0 ivei JBasen miswdhleny 
deren erste fiir die EestCj deren andere fur die Nichtresfe n in Kraft 
treten soil. Es trifft sich hierbei, dass wir in jenem Falle gerade I 
Correspondenzen^ in diesem aber ^ zu einer Basis vereinen Biussen^ 
I und f6 in der bisher immer gebrauchlichen Bedeutung gemeint. 
Dies widerstreitet nur scheinbar dem Umstande, dass die sonst immer 
mit t bezeichnete Anzahl linear- unabhangiger Correspondenzen auf 

der Flache Fq{q^^i), eine festbestimmte ist. Die Sachlage ist einfach 

_ 

die^ dass fiir die Darstellung der Modularcorrespondenzen mit quadra- 
tischem Rest n bereits eine Basis von X unabhangigen Correspon- 
denzen ausreicht. Dabei ist also sicher X ^ t; aber es wird gar nicht 
behauptet^ dass X (oder entsprechend fi im Falle der Niclitreste n) 
den Maximalbetrag t etwa wirklich erreicht. 

Indem wir hier iibrigens Correspondenzen verschiedenener Ord- 
nungen n zu einer Basis zusammenstellen wollen, mussen wir vorab 
noch eine Bemerhung uber die Auswahl der Beprdsentantensysteme 
Stufe voraussenden. Mogen die beiden Ordnungen n und n' im qua- 
dratischen Charakter mod. g ubereinstimmen, so sollen die beiden zu- 


gehorigen Schemata 



und 



einander mod. g congruent 


heissen, falls die Bedingung: 

(1) a' :b' : c' : d' ^ a :b : c : dy (mod, g) 

erfullt ist. Natiirlich konnen wir diese Proportion auch in vier einzelne 

Congruenzen spalten, indem wir die ganze Zahl: 


( 2 ) 


= (mod. q) 


einfiihren; dann namlich haben wir zufolge der Congruenzen: 


ad — bc = ny ad' — b'c' = n\ (mod. gf) 
an Stelle von (1) offenbar die vier Congruenzen: 


(3) a'~7ca, b'^Ttb, c' =7tG^ d'^Ttd, {mod. g) 

zu setzen. Unsere Verabredung erlaubt uns ersichtlich, die 

Schemata der Ordnung n auf die Schemata der Ordmmg n wechselweise 
eindeutig m bemehen, indem wir eben immer congruente Schemata 
einander zuordnen. Und nun wird es hernach unsere Massnahme sein^ 
dass wir fur die Re^te n gewisse X Correspondenzen von mod. g con- 
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gnienten Scliemen zur Basis zusammenstelleB^ wie wir dann eiii Gleiches 
weiterhin auch ftlr die Niclitreste n ausfuhren werden. 

Zum Vorstehenden sei etwa noch. bemerkt, dass im Falle zweier 
quadratischen Reste n' insbesondere n' = 1 (mod. q) genommen 
werden mag. Als die untersclaiedenen Schemata fur die Ordnung n 
konnen wir dann einfach die mod. q incongruenten Modulsubstitutionen 
ansprechen; auf diese letzteren also werden wir fiir jeden Rest n ver- 
moge (1) Oder. (3) die zugehorigen Schemata eindeutig beziehen. 


§ 9. Bildnng einer Basis von Correspondenzen fiir den Fall eines 
quadratisclien Bestes 


Um auf Grand der vorstehend entwickelten Verabredungen zm 
vorderst fiir die quadmtisclien Beste n eine Basis von Correspondenzen 
zusammenzusetzen ; verstehen wir nnter n und n' zwei unterschiedene 

fn 0\ 

Reste von q. Fiir n gelten unter Zugrundelegung des Schemas 
die (A + ft) • Integralrelationen: 


( 1 ) 


<r3— 1 


2 je (Bi (ca) j a) = ^ ctef (n)jf (go 1 -f- const., 

— 1 M 

2'Ma(»)iB=2' hg;,{n)jk{(D 1 Wj3) + const., 


wo wir reehter Hand des ansfhhrlichen die additiven Constanten hinzn- 
gesetzt haben. In ganz entsprechender Weise finden wir fiir die Ord- 

( Vh 0 \ 

nung vi unter Gebrauch. des Scliemas 1/ Relationen: 


( 2 ) 


je{E'k(<o) 1 a) = ^ I + const., 

/=i 

Cf)' — 1 Jil 

V 1 i3) = ig„{n')j^((a \ np) + const., 

. feo A = 1 



■srobei zur Abktirzung <i>' fiir ^{n') geschrieben ist. 

Vermoge der Verabredung des vorigen Paragrapben wolle man 
demnacbst von Bi, zu einem. neuen Reprasentantensystem E* gehen, 
dessen Schema eben im Sinne jener Verabredung' mit dem in (1) Tor- 


*) Vergl. hier und fur die nacbstfolgenden Paragraphen allenthalben die 
wiederholt genannte Note you Hnrwitz in den Leipz. Bericbten vom 4. Mai 1885. 
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liegenden Schema mod. g congruent ist. 

liaben wir zu setzen: 


Zu diesem Ende 


(3) K^y~, U(m) = ^ (mod. f). 

Schreiben wir namlich nun Bk — Bh Uj so wird offenbar: 



Bei der bekaunten Wirkung der soeben eingeftihrten Substitution U 
auf unsere Integrate j{G) | a), j (co | /3) ergiebt sicli aus (2): 

I a) =2 aef{n')jf{co I nof) const., 

■ /=i 

h{Bh{(a) I §)='^igh(n')jn(c3 | n/3) + const. 

V A:s=:0 “Si 



Der Erfolg ist ersicMlich der, dass in je 0 wei einander entsprechenden 
Belationen (1) %md (4) reekter Hand Integrale stehen, die gegenuber S 
das gleiche Verb alien 0 eigen. 

‘ Zur Fortsetzung unserer Entwicklung nehmen wir nunmelir fur oi 
der Reibe nach die I uuterscliiedenen quadratiscben Reste 
und bilden fiir sie alle jedesmal das System der Integralrelationen (4); 
die X Reprasentantensysteme schreiben wir dabei kurz B^^\ • *, Bf'^ , 
wahrend * •, die beztiglichen Teilersummen sein sollen. Fiir jede 
Combination 6, a bez. g^ /3 haben wir somit X Integralrelationen; 
denen wir die zugehorige Relation (1) als (I -f* 1)^® anreihen. Es ist 
dann unser Ziel, die zu den Ordnungen ni gehbrenden Corre- 

spondenzen ziir Basis ein fiir alle Mai fest auszuwahlen, um in ihr 
die Correspondenz des beliebigen, anfanglich ausgewahlten Restes n 
darzustellen. 

Zu diesem Ende seien Og, • - , 6z gewisse A, noch nicbt naher 
bestimmte, Constante; wir wollen dann zur einzelnen Relation (1) die 
A zugeordneten Relationen der Ordnungen • *; bez. mit 
multipliciert, hinzuaddiereu. Linker Hand werden wir solchergestalt 
die Ausdriicke erhalten: 


( 5 ) 


0^1 


0^-1 


02—1 


je{Bh(co) j a) -[- jeiBk'\(o) I «) + •• + js{Bf\co) | c:), 

1 — 1 01 — 1 

I /3) + I 4- . . + 1 /3j, 
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wahrend sieli aus den rechten'Seiten der Relationen (1) und (4) als 
Werte dieser (A + ^) • Ansdrlicke die folgenden ergeben: 


( 6 ) 


/■ A 

const. + (D ] wa) ■ (n) -{- ^ (w«) 

/=i L t=i 

const. + ^ jh(a) 1 Wj3) ■ Igk (w) -j- ^ Gi Igi, {n,) 


h=l 


Nunmebr war das wesentlicliste Resultat des § 6, dass die 
hgji{n) homogene lineare Combinationen der •*, mit Ton 

n unabbangigen Coefficienten sind. Tragen wir daraufbin in (6) die 
nnter (8) p, 615 gegebenen Ausdrilcke fiir ein, so komnit er- 

sichtlich: 




A. A A 

W + 2 ^ ^ (»«0 } ; 


1 = 1 


k==l 

X 


t = l 

X 


lgh{n) +2 igh («,) = fi(n{) J . 

»=:1 A=:l Z=1 

Wenn man biernach die Oonstanten so bestimmen kann, dass 

die A Gleichuugen: 

+ ^2^l(«2) + • • • + Wj 

<? 1 ^ 2 K) + <^2^20*2) + • • ■ + <^-1^2(5^) = — 


(8) 


i Gifiinj) + “I + Gxipi{ni) 


■^x(n) 


erfiillt sind, so werden sicli die (A + fi) ^ Ausdriieke (6) durchweg 

anf ihre ersten constanten Glieder zusammenziehen. 

Die Zahlen Gi, ■ Gx sind nun durch das Gleichungssystem (8) ge- 
rade eiudeutig bestimmt, falls wir nur die I Reste %, • •, nx so aus. 
wahlten, dass die A-gliedrige Determinante: 


(9) D — \ i’k(ni) 1 

eiiien von Null verschiedenen Wert hat. Nach p. 580 hat eine der- 
artige Auswahl der m keinerlei Schwierigkeit, ^^nd wir finden 

daraufUn lei jedem Beste n filr die G gewisse I lineare Fundionen von 
■4>l(n), wolei die Coefficienten dieser Fundionen von n 

unalhangige rationale Zahlen mit dem Oeneralnenner I) sind, insofern 
doch hei der fruher getroffenen Auswahl der j{m \ d) die tpk durch- 
gehends ganze Zahlen darstellen. Fur die somit bestimmten Oj, . G?., 
die also lei jedem particularen n sdbst rationale BrUche mit dem Fenner 
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D vorstellen^ werden die Ausdrucke (5) mit Constanten identisch; ver- 
steM man demgemdss untef i(co) eifie heliehige lineare CoMbination aus 

den {1 + [i) Megralen j{cj | (x), j{a) \ so wird fur dieses In- 


tegral i (co) und fur unsere rationalen Zalilen d die Relation gelfen: 

cp — l <^>1 — 1 — l 

( 10 ) + ... + 


const. 


^ = 0 


Die {n + 1) Her zur Geltung kommenden Reprasentantensysteme 


waren Her zunachst so ansgewahlt. dass sie alle mod. q mit 


“ C; ?) . 


congruent waren. Indem wir ater jetzt in (10) auf oj eine beliebige 
Modulsubstitution ausiiben, wird evident, dass diese Relation auch fur 


( 11 ) 


R = = ■ . . = = 


C; d) 


bestehen bleibt, 


\ wobei ^ irgend eu 


eines der 




unterschiedenen Sche- 


mata Stiife ist. 

Es bleibt uns endlicb. noch zu beweisen iibrig, dass die Relation 
(10) Tinter der Bedingung (11) aucb fiir die samtlichen Integrate des 
Teilungspolygons gultig bleibt; und um diese Aufgabe jetzt leicH er- 
ledigen zu koniaen, batten wir seinerzeit diese Integrale j{p | 0) in der 
charakteristiscben Gestalt (11) p. 570, bez. (18) p. 571 durcb Combi- 
nationen von Integralen j{m \ a), i(co j /3) dargestellt. Unter Auf- 
nabme einer ganzen Zabl v bilden wir uns von den Reprasentanten- 
systemen (11) aus die neuen Systeme: 

(12) . »•>(») -55^7^. 


wobei zufolge (11) offenbar fiir jede gauze Zabl v die Bedingung 

(mod. q) 

erfullt ist. Dann gilt nacb dem gerade erbaltenen Resultate: 

2 1 

fiir jedes aus j(^ I ^)j i(^ I P) combinierte Integral j(co). Indem wir 
aber dieses j(G)) zweckmassig wablen, konnen wir das einzelne Inte- 
gral j (a> I 0) des Teilungspolygous zufolge der citierten Entwicklungen 
in der Gestalt: 
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darstellen. Der rechten Seite dieser Gleichung folgend, nehme man 
nunmehr in (13) der Reihe nach v = 0, 1, . q — 1 und addiere alle 
so entspringenden q Relationen zu einander. Das Resultat zeigt, dass 
die Gleiclinng (10) auch fiir das in Rede stehende Integral j(G} | 0) 
giiltig bleibt. Mit den aus (8) m herechnenden rationalen Zahlen 
ax ist also unter der Voraussefmmg mn (11) die Relation (10) 
imterscMedslos fiir jedes Integral ersfer GaUung Stufe giiltig, 

Durcb die ‘Relationen (10) ist fur die nacb den allgemeinen Vor- 
schriften von p. 550 u. f. zu leistende Darstellung der anfanglich ber- 
ausgegriffenen Modularcorrespondenz n^^^ Ordnung in der festgewablten 
Basis ni der Grand gelegt. Nur bestebt^ wie wir scbon 

im vorigen Paragraphen andeuteten, gegen jenen allgemeinen Ansatz 
bier die Abweicbung, dass die Oharaktere der Modiilarcorrespondem 
^^ter Ordmingj n’amlicli die Zablen 6^^ 0Xp nicbt ganzzablig sind^ 
sondern allgemein zu reden nur erst rationale Briicbe mit dem ge- 
meinsainen Nenner D vorstellen. Aber wenn wir bier etwa nacb 
Art von p. 545 ff. den Reductionsprocess der Correspondenzen- Basis 
nx auf eine Minimalbasis zur Ausiibung bringen wollten^ so 
wiirden wir dabei den ausscbliesslicben Gebraucb von Modularcorre- 
spondenzen aufgeben miissen. Andrerseits liegt im Gebraucb nicbt- 
ganzzabliger Cbaraktere ftir die weiterbin beabsiebtigte Abzablung der 
Coincideiizen gar kein Hindernis. 

Sollen wir die vorstebenden Entwicklungen am Beispiel 2=11 
illustrieren, so wird es sicb wesentlicb um die bier eintretende spe- 
cielle Gestalt des Gleicbungssystems (8) dreben. Indem 2 = 3 wird^ 
nebnien wir etwa % = 3^ n^ =31, % = 5 und baben damit auf 
Grand der Tabelle p. 616 fiir 6^, ^ 2 , (>3 die Gleicbungen: 

{ -(- 5 (?2 + 3 ^3 = — ijjx (n ) , 

(14) I 01+ <?2+ ^3 = — 

I — 0^ + 3 0., = — ^3 (**) • 

Die Determinante dieses Systems berecbnet sicb zu D = 4, und man 
gewinnt durcb Auflosung von (14) die nacbfolgenden Werte: 

(15) I 40*2 = + — 3if^2 — 2^3, 

I 4(^3 = — 4^1 + 8^2 + 

Die Argumente n der -^ 2 , baben wir bier der Kiirze balber 
nicbt mit aufgescbrieben. 

Klein-Fricke, Modulfanetioneii. II. 
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§ 10. Bildiing einer Basis von Correspondenzen fiir den Fall eines 

Hichtrestes n von 

1st n guadratisclier Nichtrest von so verfahren wir Scliritt fiir 
Schritt genau so wie im vorigen Paragraphen. Es wird genligen^ 
wenn wir tier das Resultat zusammenfassen : Man wahle irgencl welclie 
fi nnterscliiedeiie Nichtreste von g aus, namlich n^y die jedocli 

der Bedingnng geniigen sollen, dass die ^-gliedrige Determinante: 

(1) \ ^p(%) I 

einen von Null versehiedenen Wert hat. Mit Hiilfe dieser ^ Nicht- 
reste bilde man die ^ linearen Gleiehungen: 

f + '^2%i(^2) H H == — 

( 2 ) 

* H 1“ == ~ 

Hier sind naturlich immer %i, die ^ Entwicklungsfunctionen 

der Integrale Stnfe j (co 1 jS), und wir verstehen unter n irgend 
eine beliebige Ordnung, die einen Nichtrest von q darstellt. 

Die ^ so eingefdhrten Zahlen lassen sich infolge der 

Bedingnng E^O aus (2) eindeutig herechnen; und mar findet man 

filr die % linear e homogene Verbindungen von %i(w); • 
numerischeny von n unahhdngigeny Coefficienten, die rationale Zahlen mit 
dem gemeinsamen Nenner E vorstellen, Fiir jeden Wert n, der Nicht- 
rest von q und naturlich positiv ist, stellen also die tix selbst 

rationale BrucJie mit dem gemeinsamen Nenner E vor] alles das folgert 
man nnmittelbar aus ' dem Umstande^ dass die zahlentheoretisehen 
Functionen %{n) fur alle in Betracht kommenden Werte n selbst ganz- 
zahlige Werte aufweisen. 

Wir setzen nun fiir das Reprasentantensystem Ordnung q^^^ 

Stufe das beliebig auszuwahlende Schema ^ und mogen (immer 

unter Benutzung der erweiterten Transformation) die cl)(^) Reprasen- 
tanten haben. Die Systeme Ilf\ . . , fiir die 

Ordnungen n^y 7 'ifi sollen dann so gewahlt sein^ dass im Sinne des 
vorletzten Paragraphen die Congruenz: 

(3) B = BW = ■ ■ • — BM = (mod. q) 

besteht. Fiir jedes Integral j (p) erster Qattung Stufe ist alsdann 
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imter Qebraucli der vorbestimmfen rationalen Brilclie die Glei- 

chung: 
c?> — 1 

(4) ^jQ^kiey)) + j(BW (coif) + 1- j{BfHco)) = const. 

^ = 0 k=0 k=0 

undblidngig von m in Giiltig'keit, In den diircli dar- 

gestellten g Modularcorrespondenzen der Ordnungen haben 

wir damit eine Basis gewonnen, welche zur Darstellung der Corre- 
spondenzen aller librigen Nicbtrest-Ordnungen n geeignet erscbeiut. — 
Um Vorstebendes wieder speciell fur ^ = 11 durchzufuhren, setzen 
wir etwa n-^ = = 2. Man findet dann mit Hiilfe der Tabelle 

p. 616 obne weiteres: 

(5) % = — %i(«)> = 

SO dass Her im speciellen die Determinante E = 1 wird. 


§ 11. Darstellting aller Modularcorrespondenzen Stufe vermoge 
der Primform in den A bez. g Correspondenzen der Basis. 


Auf Grund der Ergebnisse der Yoraufgehenden Paragraphen ist 
jetzt die Darstellung der Modularcorrespondenzen im Sinne der p, 550 ff. 
entwickelten Regeln sofort zu leisten. 

Indem wieder erstlicb die Ordnung n qnadratisclier Best von q sei^ 
bilden wir uns gerade wie in (4) p. 549 ftir diese Ordnung n den 
Primform quotienten : 


(1) 


Qfo. a 1 0, a 


Hierbei sind o, co' zwei variabele Punkte der Flaehe Fqiqi^x)^ und 

2 

coq, Wq sind specielle Lagen dieser Punkte co, m'\ wegen der Auswabl 
der Reprasentantensysteme aber bebalten wir liier und in der Folge 
alle Bestimmungen der beiden vorigen Paragrapben bei. Die Modular- 
correspondenz Ordnung von dem in (1) zu Grunde gelegten 

Schema konnen wir jetzt durcb die Gleicbung: 


(2) 52 (ca, 03' 1 Op, = 0 

rein darstellen. 

Um indessen iinsere Oorrespondenz in der frtiheren Weise mit 
Htilfe der % Correspondenzen der ausgesuchten Basis und einer binzu- 
tretenden algebraiscben Function darzustelleuj fubren wir nacb Art der 
Formel (1) die I speciellen Primformquotienten ein; 

40 "^ 
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(3) Qi(co, co' I (»„, 




»o')= JJ 




P(m’, sWH)P(<, P^K)) 

P (<»„', pW(o,))P(a,', Pi‘>K))’ 




Darm ist es eine Folge der fur jedes Integral j der q*^ Stufe gultigen 
Relation (10) p. 624, dass die durch: 

(4) co' I GJo, G>o') = 


definierte Function, in AhMngigJceit jedes Hirer vier Argumenfe co, w', 
(Dq, gedeutet, eine algebraische Modulfuncfion vorstellL Hierbei 
sind die Exponenten D, .. zufolge des vorletzten Paragraphen 

durchgehends gan^e Zahlen. Durcb Auflosung der Gleicbnng (4) 
nacb Q ergiebt sicb: 


( 5 ) 


Q^(g3, m' I G3o, (O^) = 


E(ol), co' \ (Oq, COq') 


Wir konnen demnacb (durch Nullsetzen der rechten Seite von (5)) 
die vorgelegte Correspondenz Ordnung, nur erst F-facli gemhlt, 
durch aigebraische Functionen und die Qi darstellen, sofern 

wir doch hier iiberall bei ganzzahligen Exponenteu der blei- 

ben wollen. Dm indessen unter Beibehaltung ausschliesslich gam- 
0 aJiliger Exponenten ftir die erste Potenz von Q eine Darstellung zu 
bringen, werden wir etwa die zu Grunde zu legende Basis von fest 
gewahlten Correspondenzen erweitern. Indem wir ^^((o [ a), . jx(co ] a) 
im Sinne von p. 582 als Minimalhsi,sis gewahlt denken, konnen wir 
eine endliche Anzahl von, sagen wir, v Systemen zu je X quadratischen 
Resten n^, nz derart bestimmen, dass die zugehorigen Determi- 
nanten |, die wir D, D', . nennen mogen, lauter nicht- 

verschwindende ganze Zahlen ohne einen von 1 verscliiedenen gemein- 
samen Teiler sind. Lag bisher in Pormel (5) das erste System 
nx der Basis [Q^, . QJ zu Grunde, so mogen wir dasselbe nun 
der Reihe naeh durch die iibrigen {y — 1) Systeme mit den Determi- 
nanten D\ ersetzen. Vom Primformquotienten Q der vor- 

gelegten Correspondenz Ordnung werden wir dann der Reihe nach 
die Potenzen: 

(6) Q®', 

darstellen, und zwar immer in der Gestalt (5) mit Htilfe gawmhliger 
Exponenten • • . Jetzt giebt es nach den Elementen der 

Zahlentheorie ein System von v gan^en Zahlen t, f, . welche 

der Bedingung: 

tD + H h == 1 


geniigen. Wenn man daraufhin die auf die Potenzen (6) von Q fiih- 
renden Formeln (5), bez. ]^-mal, f-mal, . . genommen, mit einander 
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multipHciert, so wird offentar am Schlusse Q selhst vermittelsf ausscMiess- 
Uch ganz^ahliger Expo7tenten durch getvisse Iv specielle Primform- 
guotienfen Qz, •• und iibrigens eine algeiraische Functmi 

darstellbar sein, 

Nicht anders verfahren wir im Falle eines guadratisclien JSficht- 
resfes n. Wir bilden uns bier wieder die Primformquotienten (1) und (3), 
nennen dieselben jedoch zur bessern Unterscheidung nun H (cO;Co' | c3o>®o ); 

cd' I £Dq, cOq), Dabei soli H zu der beliebig vorgelegten Nicbt- 
rest-Ordnung n gelioren, Hj, jedoch zu den speciellen Ord- 

nungen der ausgewahlten Basis. Unter Aufnahme der Be- 

zeichnungen des vorigen Paragraphen haben wir alsdann in 

(T) F(g)^ cd' I cdq, cjq) == • • • H/V 


eine von vier Punkten der Flache abhangende algebraisehe FunctioUj 
worauf wir nun wieder umgekehrt fur den unsere Correspondenz dar- 
stellenden Ausdruck H in JP und Hj, die Gestalt: 


( 8 ) 


H®(<d, o' I Oo, oj 


JP (a> , 0}' I cdq , co^; 




gewinnen. — Auf eine (ubrigens genau wie soeben bei den Resten n 
zu vollziehende) Erweiterung der Basis behufs Darstellung der ersten 
Potenz von H gehen wir bier nicbt mebr ein, wie wir denn auch weiter- 
bin stets an die Formeln (5) und (8) anknupfen werden. 

Zum Scbluss mogen die Formeln (5) und (8) fiir den Fall g— 11 
bier fertig bergesetzt werden, was nacb den beziiglicben Ergebnissen 
der beiden vorangebenden Paragraphen unmittelbar gescbehen kann. 
Man findet im Falle eines Bestes n: 


(9) Q^(a), cd' I (Oq, 
und fiir einen NicMrest n: 

(10) H(o, o'joo, 


Fj^ljco, m 1 (Bq') 

ai { n ) %(«.) 03(71) 

F__i{cO,(d' 1 COq.COq) 


wobei wir die beiden in Betracbt kommenden algebraischen Functio- 
nen F nocb durch untere Indices + 1 ausdriicklicb als verschieden 
cbarakterisierten. Auf der rechten Seite der Formel (9) wolle man 
an Stelle von 46^, 4<?2, Ao'g die expliciten Werte dieser Ausdriicke 
durch 'ipiin), fsi^) g^setzt denken, wie sie in den Formeln 

(15) p. 625 gegeben sind. — 

Wie in der allgemeinen Correspondenztbeorie, so werden auch 
bier die Formeln (5) und (8) natiirlicb ihre wesentlicbe Bedeutung 
verlieren, falls n eine der speciellen Zablen nx bez. n^, 

wird. Hier namlicb wird, falls z. B. % sein sollte, das Gleichungs- 
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system (8) p. 623 die Losungen <?i = — 1, <^2 == e'g = • • • = 0 lie- 

fern; damit zielit sich die Gleiehung (5) auf die Gestalt Q = zu- 
sammen. Diese Gleiehung ist aber als eine Identitat anzusehen, in- 
sofern die urspriinglichen Definitionen von Q und durch die 
Primform (Formeln (1) und (3)) einfach identisch sind. 

§ 12. • Ahzahlting der Coincidenzen Tbei den Modnlar- 
coirespondenzen Stnfe. 

Die hauptsachliche Anwendung der Formeln des vorigen Para- 
graphen soli nun darin bestehen, dass wir aus ihnen die Goinddenisen- 
anmhlen vi{n) der Modularcorrespondenzen bestimmen wollen. Der 
untere Index i bei z'i(w) soli sieb auf das Schema beziehen, welches 

atisgewaUt wurde; i hat also das Intervall 1, 2, •••, zn darch- 

laufen. Unsere vorgelegte Aufgabe ist nbrigens direct durch Speciali- 
sation der allgemeinen Uberlegung von p. 550 fP. ftir die hier vor- 
lifigendeia Verhaltnisse zu leisten^ und der endgiiltige Ausdruck, deu 
wir ftir Vi(n) ableiten wollen, wird sich unter die allgemeine Hur- 
witz^sche Correspondenzformel (8) p. 554 subsumieren. 

Wenn wir in den Formeln (1), (3), (4) etc. des vorigen Para- 
graphen co' mit o identisch setzen, so ist imnier auf den Ausnahme- 
fall achtzugeben, dass ein einzelner, gerade vorliegender Ausdruck nach 
der Substitution co' = co vielleicht identisch verschwindet. Dies tritt 
fiir die in Betracht kommenden Primformproducte aber nur dann ein, 
wenn die Ordmmg n ein reines Quadrat ist, und wenn mi gleicher Zeit 

das Schema vorliegt; hier liefert in der That die mit zur 

\ 0, yn/ 

Geltung kommende Transformation erster Ordnung immer einen und 
nur einen Factor co). 

Bei dieser Sachlage ist es zwar nicht unbedingt notwendig, aber 

es bringt doch eine wesentliche Erleichterung der Uberlegung mit sich, 

wenn wir unter die X quadratischen Eeste n^, . . m unserer Basis 

ein reines Quadrat nicht aufgenommen denken. Die Substitution go' ~ m 

liefert dann von dem fur das Glied der Basis gebildeten Primform- 

quotienten co' \ co^, co^) aus eine nicht identisch verschwindende 

Function von go, welche sich naturlich bei Beschreibung von Perioden- 

wegen auf der Flache um Exponentialfactoren andert. Fur 

_ 

diese Function ergiebt sich als Anzahl einfacher Nullpunkte auf der 
Flache, vermindert um die Anzahl einfacher Unstetigkeitspunkte, der 
Betrag: 
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Vi(e) — 

insofern wir ja hier in der That mit einer ch-O-deutigen Correspon- 
denz zu thun haben. — Diese znvorderst fur die quadratischen Reste 
n gedachte Uberleguag wird man auf die Nichtreste ohne weiteres 
libertragen- hier tritt iibrigens der Annahmefall eines nach der Sub- 
stitution cd' = CD identisch verschwindenden Primfactors gar nicht auf. 
Sei jetzt erstlich n guadmtischer Best and liege, sofern n ein 


reines Quadrat ist, doch das Schema 



nicht vor. 


Dann liefert 


die in (4) § 11 gebildete Function F nach der Substitution co'=(n 
eine eindeutige Modulfunction Stufe von co, und fiir diese ist die 
Anzahl der Nullpunkte auf der Flache gleich derjenigen der Unstetig- 
beitspunkte. Dieses letztere Resultat kleidet sich bei der Gestalt der 
rechten Seite der Formel (4) p. 628 in die Form el: 

a 

(1) Divi(n) — 2 0(w)] + [vi(n,) - 2 cD(«,)] = 0. 

Hat man aber zweitens mit dem Ausnahmefalle eines rein qiia- 


dratischen n beim Schema 


lVn,0 \ 
\ 0 , Yn) 


zu thun, so beziehe man v{fi) 


auf diejenige (<1> — l)-deutige Correspondenz, welche nach Ausschal- 
tung der Transformation erster Ordnung iibrig bleibt. Im Ausdruck 
(1) § 11 nehme man jetzt den betreffenden Factor des Zahler, B(a)\ w\ 
heraus, der nach der Substitution 0 )'= o -f- mit dem Differential 
dWf identisch wird. Dagegen darf man im Nenner die beiden auf die 
erste Ordnung beziiglichen Primfactoren beibehalten, da diese in der 
That nicht identisch verschwinden. Fur den solchergestalt vorgerich- 
teten Ausdruck wird dann auf der Flache: 


( 2 ) 


v(n) — 2 (t)(w) + 


der tibersehuss der AnzaH einfaober Nullpunkte iiber diejenige ein- 
facber Unstetigkeitspunkte sein. Man wolle bei der Bereebnung des 
Betrages (2) bur beacbten, dass jetzt die in den Punkten c der Flacbe 
festliegenden Unstetigkeitspunkte der beiden auf die Ordnung 1 be- 
ztiglieben Primfactoren des Nenners nicbt mebr durcb entsprecbende 
Unstetigkeiten des Zablers compensiert werdenj von diesem Umstande 
riibrt das dritte Glied im Ausdruck (2) ber. Auf der anderen Seite 
bemerke man, dass die Function F(co, co' | Og, coq ) nacb Substitution 
«,' = <0 d 03 und Division mit dm^ eine (im allgemeinen von Null 
und oo verscbiedene) ak/ebraische Modulform g*®'" Stufe liefert, fur welcbe 
nacb dem Wertigkeitssatze (p. 363) die Differenz der Anzabl einfacber 
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Null- und Unstetigkeitspunkte auf der Flaclie — i) ist, da 

wir namlicli niit der Dimension — 2 2) in den co ^ , CO 2 zu thun haben. 
Indem wir also zusammenfassen^ haben wir ira vorliegenden Ausnahme- 
falle die Relation: 

(3) D[v(n)-2<t> (n)] + 0, (n) [v (w,) — 2 cD (m)] = D • • 

e=l 


Dnter Benutzung der Formel ftir das Geschlecht p der Hauptcongru- 
enzgrnppe Stufe (cf. Formel (6) p. 564) schreibt sicli iibrigens 
die recbte Seite der letzten Gleichung in die noch etwas einfachere 
Gestalt B • (2p — 2) urn. 

Die Formeln (1) und (3) lassen sicb durcb D heben, und wir 
wollen sie iibrigens durcb Aufnabme des schon liaufig gebrauchten 


Symbols in einen einzigen Ausdruck zusammenzielien. Dabei soli 


1 sein 


, falls das Schema y-^ und ein rein quadratisches 


n vorliegt; in alien iibrigen Fallen sei £« = 0. Man hat alsdann im 
Falle eines quadratischen Resfes n fur die beim Schema eintretende 


Qoincidemenanmhl den Ausdruck: 


2 

(4) Vi{n) = 2 (J)(w) —Ft 2 0(Ms)] + £„ • (2^ — 2) . 

e=;l 

Fiir die Nichtreste n geben wir die Reclinung nicbt nocb einmal 
ausfiibrlicli*, es gentigt bier yielmehr die Angabe des Resultates: 

(5) v,{n) = 2 <!'(«) t^(n) [v,{ng) — 2 ct)(W(,)], 

Welches sicb in der That dem Ergebnisse (4) aufs unmittelbarste an- 
schliesst. 

Zwecks weiterer Entwicklung der Formeln (4)^ (5) bemerke man 
erstlich; dass sicb die 6^(n) , . . . j 6x(n) als homogene liueare Func- 
tionen von ^ unabbangigen Coefficienten 

aus (8) p. 623 bestimmten; zudem waren die numerischen Werte dieser 
letzteren Coefficienten rationale Bruche mit dem gemeinsamen Nenner D, 
Diese Ausdriicke fiir die 6e{n) substibuiere man nun in (4)^ wodurcb 
diese Gleichung offenbar die neue Gestalt annimmt: 

(6) v,(n) = 2<i>(n) + Sa'ih^(n) H h + (2j> — 2)£„. 

Dabei sind die 1 beim Schema auftretenden Coefficienten Sn, . . 
Saj wie man sieht^ rationale Brilche^ deren Generalnenner hocbstens 
gleich D ist. In ganz entsprechender Weise gewinnen wir von (5) 
aus fiir die Nichtreste n die Formel: 
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(7) Vi{n) = 20(m) + -f tiiX'iin) + j- 

und hier sind die Coefficienten t wieder rationale Bruche^ deren General- 
nenner gleich E oder gleicli einem Toiler dieser ganzen ZaH ist. 

Auf Grand fruherer Resultate konnen wir nun fiber die bier auf- 
getretenen Coefficienten s, t mebr aussagen^ als aus der zunacbst vor- 
aufgebenden Uberlegung bervorgeht. Sie sind erstlich iei gegebeoten g 
and i eindeutig bestimmt Es gilt namlicb z. B. die Pormel (6) fiir alle 
quadratischen Reste w > 0, und zwar, wie man sicb leicbt uberzeugt, 
unter Einscbluss der I Reste welcbe wir der Basis zu 

Grunde legten. Sollten wir nun gleicbfalls fur olle Reste n neben (6) 
aucli nocb die Gleicbung; 

Vi{n) = 2ci)(n) + s/i^i(n) ^ j- Sai^xin) + (2p — 2) 

fiir das Schema baben mit einem Coefficientensystem welches 

nicht durchweg mit demjenigen der Gleichung (6) ’ iibereinstimmt, so 
wiirde die fiir alle Reste n bestehende Gleicbung: 

( 5/1 — Sii)tpi(n) + (Si 2 — S; 2 )^ 2 (^) + * * • + (s/x — Sa)tzO^) 
offenbar eine lineare Abhangigkeit zwiscben den A lutegralen jg(c3 | cc) 
im Gefolge baben. — In derselben Weise zeigt man die eindeutige 
Bestimmtheit der Coefficienten 

Bei dieser Sacblage werden wir zu genau denselben Coefficienten 

Ug gelangeUj wenn wir an Stelle der in §§ 9, 10 ausgesuchten 
Basen von irgend welcben anderen ausgingen, die sicb vielleicbt auf 
die Reste , nx und die Nichtreste n^j . . . , beziehen. Mogen 

dabei die Deter minanten D, E der bisberigen Entwicklung durcb JD' 
und E' ersetzt erscheinen, so werden die Nenner der rationalen Briicbe 
Sie nnd tig offenbar auch Teller von D' und E' sein. Nun konnten 
wir aber z. B. die Integrale je(G) 1 a) so gewahlt denken, dass eine 
begrenzte Anzahl solcher Determinanten D, D', . . angebbar 
war^ welcbe einen alien gemeinsamen Teller > 1 nicbt mebr aufweisen 
(cf. p. 582). Halten wir an der damit gemeinten Auswabl der | cc), 
sowie dann auch der j(a) j |3)^ fest^ so kommt, wenn wir alles zusammen- 
fassen sollen, das Resultat: Eie Goinciden 0 enanmlilen Vi(n) der Modular- 
correspondemen Stufe gestatten fur die guadratischen Reste n die 
Darstellung: 

(8) Vi(n) = 20(n) + Sn'tp^in) -j- « . . -j- sa'ipx{^ + — 2)£« , 

sowie andrerseits fur die guadratischen Nichtreste: 

(9) Vi{n) = 2 (t>{n) + tn%i(n) -j- • • • + W? 

dabei sind die s und t ganze ZahleUy die von g und i eindeutig db- 
hangeUy aber von n unabhdngig sind. 
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Man sieht^ wie sick die Gleickungen (8) und (9) nnter die allge- 
meine Hurwitz^scke Correspondenzformel (8) p. 554 subsumieren; dabei 
spielen nun insbesondere die ganzen Zaklen tx(n) bez. die 

• • • X die Rolle der CharaJctere der Modularcorrespondenz 

Ordnung, die wir in der citierten allgemeinen Formel durch 
% 2 j , . %f bezeicknet katten. 


Die numeriscken Werte der ganzen Zaklen t konnte man auf 
dem Wege der biskerigen Entwicklung, namlick von den Correspon- 
denzen der speciell gew^ilten Ordnungen . ,,nx bez. 
aus, bestimmen wollen. Solckes wurde aber eine explicite Betrack- 
tung jener speciellen Correspondenzen notig macken. Wir zieken deni- 
nack vor, die explicite Bestimmung der ganzen Zaklen s, t hier un- 
erledigt zu lassen, indem wir namlick im nacksten Kapitel ein indirectes 
Yerfakren zur Bestimmung der t kennen lernen werden. Dasselbe 
soil insbesondere am Specialfall ^ = 11 durckgefiikrt werden^ der auck 
bisker immer sckon zur Erlauterung der allgemeinen TJberlegungen 
diente. 



Funftes Kapitel. 

Die Classenzalilrelatioixeii einer beliebigen PriinzaMstnfe, 
mit besondereii Ausfulirungeii Uy q = l und 11. 

Als interessanteste Anwendung der Theorie der Modularcorre- 
spondenzen geben wir bier die Ableitung der Classenzablrelationen 
hoherer Stufe , denen das vorliegende funfte Kapitel gewidmet ist. 
Was die Geschicbte dieser Relationen angeht, so baben wir nns ein- 
facb auf die Angaben zu bezieben^ welcbe in dieseni Betracbt oben 
(p. 202 u. f.) gemaebt wurden. Wir bemerkten dort insbesondere, dass 
die ariihmetisclie Bestimmung der Ooincidenzenanzabl v(n) von Hrn. 
Gierster bereits im Falle einer beliebigen Primzablstufe q geleistet 
war. Aber die functionentbeoretiscbe Abzablung war Hrn, Gierster 
endgiiltig nur erst in jenen Fallen gelungen^ wo eine Correspondenz 
anf einer Fiacbe des Gescblecbtes p = 0, d. i. eine ModvLlB.Ygleichung 
vorlag. In den* Fallen p > 0 kommen eben jene aritbmetiscben Func- 
tionen ins Spiel, von denen Hr. Gierster nur erst zwei 

Einzelbeispiele (ef. p. 204) auf inductivem Wege hatte gewinnen 
konnen. Hier war es gerade die Theorie der Integrals erster Gattung, 
diircb welcbe Hr. Hurwitz die wahre Quelle und die allgemeine 
Definitionsweise jener Functionen aufdeckte, wabrend er andrerseits 
durcb seine Oorrespondenztbeorie den natiirlichen Gedankengang anf- 
wies, Kraft dessen die als notwendige Glieder in die 

Classenzablrelationen eingeben rniissen. 

Man wird sagen durfen, dass die Theorie der Classenzablrelationen 
in Richtung des urspriinglicben, von Kronecker gegebenen Ansatzes 
durcb die Entwicklungen von Hrn. Hurwitz im wesentlicben zum 
Abscbluss gebracbt ist. KroneckeFs Art, aus den JacobFscben Mo- 
dulargleich ungen Classenzablrelationen abzuleiten, erscbien ja der Ver- 
allgemeinerung auf Modulargleicbungen boberer Stufen und auf Mo- 
dularcorrespondenzen obne weiteres JShig, Indem aber Hr. Hurwitz 
die Mittel gab, alle Modularcorrespondenzen, welcbe bei der Haupt- 
congruenzgruppe irgend einer Stufe auftreten, systematiscb zu be- 
bandeln, lasst sicb die Transformationstbeorie als Quelle von Classen- 
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zahlrelatioHeii auch vollig erschopfen. Insbesondere werden z. B. bei 
den Stnfen g = 7, 11, 13, wo noch Hauptmoduln existieren, alle ver- 
inbge der letzteren gewonnenen Gierster’schen Relationen (cf. p. 203) 
durcb. lineare Combination jener Classenzablrelationen berstellbar sein, 
welcbe man Yon den Correspond enzen der beziigliclien Hauptcongruenz- 
gruppen aus gewinnen kann. Denn indem wir die durcb eine einzelne 
solcbe Modulargleicbung gegebene Punktcorrespondenz gleicb auf der 
Flacbe der zugeborigen Hauptcongruenzgruppe interpretieren , baben 
wir ersicbtlich das Aggregat einer Reibe zugehoriger Modularcorre- 
spondenzen, wenn wir an der Forniulierung der letzteren genau im 
Sinne des vorigen Kapitels festbalten sollen. 

Diese allgemeinen Bemerkungen beziehen sicb nattirlicb auf die 
Gesamtbeit aller Stufen, und also aucb auf die zusammengesetzten ; 
aber wir mussen bei den folgenden Ausfubrungen durcbaus die durcb 
die voraufgebenden Kapitel gegebene Beschrankung auf Primzabl- 
stufen g innebalten. Uberdies setzt die endgiiltige Aufstellung der 
Classenzablrelationen zumal voraus, dass wir fiir die Functionen 
x{n) aucb eine unmittelbar zuganglicbe arithmetische Definition besitzen; 
und solcbes baben wir erscbopfend nur bei g = 7 und g = 11 leisten 
kbnnen. Die Bestimmung der am Scbluss des vorigen Kapitels mit 
s^e und tig bezeicbneten ganzen Zablen werden wir somit, wie scbon 
damals in Aussicbt genommen, nur bei g = 11 durcbfiibren. 

Wir wollen Yorab gleicb angeben, dass die aritbmetiscbe Bestim- 
mung der Coincidenzenanzabl v{n), welcbes die wesentlicbe Aufgabe 
des vorliegenden Kapitels ist, sicb im allgemeinen Falle g Scbritt fiir 
Schritt in derselben Art erledigen lasst, wie im Falle g = 5, den wir 
bereits friiber (p. 205 ff.) bebandelten. 

Endlicb sei nocb ausdriicklicb bemerkt, dass die Theorie der 
Classenzahlrelationen fiir uns nur als eine „Anwendung^^ der Modular- 
correspondenzen in Betracbt kommt. Wir kbnnen demnacb die in Rede 
stebende Tbeorie in keiner Weise erscbopfend bebandeln und mussen 
insbesondere jene rein arithmetiscben Beweismetboden einzelner niede- 
rer Classenzablrelationen unbesprocben lassen, welcbe von Liouville^) 
und andrerseits von Kronecker*"^) berrubren. Nur sei nocb betont, 
dass die Entwicklungen des Textes in ibrer Ricbtung viel weitertragend 
sind als zumal der eben erwahnte Ansatz KroneckePs, welch^ letzterer 

*) VergL Liouville’s Journal, ser. II, Bd. 12 p. 98, Bd. 13 p. 1 ff., Bd. 11 
p. 2, 7, 8, 262, sowie die allgemeineren Auseinandersetzungen in Bd. 3 bis 8 
ebenda, insbesondere die Bemerkungen in Bd. 7, p. 44. 

Siebe die scbon p. 203 genannte Abbandlung ,,Uber hilineare Formen mit 
mer Yariabden^*' Abbandluugen der Berliner Akademie von 1884. 
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in der That a. a. 0. die Theorie der Classenzahlrelationen auf solche 
Stiifenzahlen eingeschrankt wissen will, welche Potenzen von 2 sind. — 


§ 1. Vorlbereitende Satze ftir die aritlimetisclie Bestimmung der 
0 oineidenz enanzahlen Vi (n) . 


Fur die Modularcorrespondenz Ordnung Stufe vom 
Schema sollte Vi(n) die Anzahl der Coincidenzen sein. Wir konnen 
diesen Betrag Vi(n) als Gesamtzahl einfacher Nullpunkte von 

^--1 

(1 ) h((x)) = jTJ p (co ^ {(d)) 

k =:0 

auf der Flaehe definieren*, doch haben wir dabei nur jene 

Nullpunkte zu zahlen, welche durch Coincidenz der beiden Argumente 
im einzelnen Primfactor (1) entstehen, wahrend die in den Punkten 
c der Placlie ein fiir alle Mai festliegenden Nullpunkte der einzelnen 
Primform (1) ausser Betracht bleiben. In (1) bedeutet natiirlicli 
ein Keprasentantensjstem vom Schema; 


(2) (mod.s), 


welches wieder fiir erweiterte Transformation zu bilden ist. Nur soli, 
wie wir schon festsetzten, bei einem rein quadratischen n im Palle des 


Schemas 



der eine, Transformation erster Ordnung dar- 


stellende, Reprasentant ausgeschlossen bleiben; wir deuteten dies in 
(1) durch einen oberen Index am Productzeichen an. 

Soli nun im Polygon bei (d — (Dq ein fiir uns in Betracht kom- 
mender Nullpunkt von ]i{cj) liegen, so wird wenigstens fiir einen Prim- 
factor von (1) , etwa fiir den (Jc 1)^^, das erste Argument co mit 
dem zweiten BJ>^'^(co) bei co == (Dq relativ aquivalent sein mussen. 
Indem V eine mod, q mit 1 congruente Modulsubstitution vorstellen 
soli, werden wir hiermit die Gleichung haben: 

(3) F(a)o) = F = 1 (mod. g) . 


Im AnscMuss daran wollen wir die Bezeiehnungsweise einfuhren: 


(4) 




worauf wir fiir unseren Punkt ccq die Gleichung: 


(5) 


<^0 + 
ccoq d ^ 


ad — Ic == n 


mit der Nebenbedingung: 
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( 6 ) 




gewinnen. 

Ehe wir den Hermit gewonnenen Ansatz weiter discutiereiij sei 
sogleich festgestellt, in welclier Ordnung der fragliche Factor von 
h^m) bei co = cOq auf dem Polygon verschwindet. Nacb den frilheren 
Satzen. tiber das Verscliwinden der Primforni haben wir zu diesem 
Ende fiir jeden einzelnen Nnllpnnkt eine Function ^(p) zu benutzen, 
welche die auf dem Polygon oder auch auf der gescblossenen Flacbe 
genommene Umgebung von cOq auf einen einfach bedeclden Bereick der 
^-Ebene abbildet. Jener Primfactor verschwindet dann bei m == 
gerade so wie: 


(7) 0{(d) — Oder wie ^(<n) — 0(B{G)))y 


wenn wir die in* (4) eingefukrte Bezeicknung braucken sollen, Wir 
kaben nun etwa zu setzen: 


( 8 ) 


2 Til -f-(yto — (S 

^ ? —/to 4- a ^ 


je nackdem coq eine rationale Spitze o = ^ des Polygons ist oder aber 

ein Punkt im 3 ,InnerH^ desselben. Fur den letzteren Fall insbesondere 
haben wir nack elementarer Recknung: 

o - 12(0.) = (OJ - mo) [1 - i2'(mo)] - + • • • 

und keweisen iibrigens leickt, dass B'((o) fiir co = coq nicht gleieh 1 
sein kann. Man kat also das Resultat: Liegt der Bunld coq im ^jlnnern^^ 
des Polygons^ so verschwindet der in Bede stehende Primfactor dortselhst 

sehleehtweg in erster Ordmmg; ist co^ die Spit 0 e = so liegt ^ auf 
dem Polygon gemessen^ ein Nullpunhf der gleichen Ordnung vor, wie hei: 

2 iTt — /5 

(9) e 2 —/to + a Z:jR(^yfa^ 

Man betrackte nun zunackst allein die im ^JnnerH^ des Polygons 
gelegenen Nullpunkte coq, Wir wiesen dem bei co^ gelegenen (ein- 
facken) Nullpunkte von P(cOj Bkicof) den der Bedingung (6) geniigen- 
den Ansatz (5) zu; wir werden jetzt genauer sagen konnen^ dass dieser 
Ansatz jenem Nullpunkte von P(cO; B^icj)) auck eindeutig zugeordnet 
ist^ d. K dass wir nicht noch einen sweiten AnsaU gleicher Art haben j 
dem wieder ehen jener NuUpunM zugehbrt Letzteres ware in der That 
nur dann moglick, wenn wir neben Y nock eine zweite mod. g mit 
1 eongruente Substitution F' batten, welcke, an Stelle von V in (3) 
eingesetzt, dieser Gleickung ebenfalls geniigt. Dann aber ware: 
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F-ir((Do) 

SO dass (Dq Pixpunkt der mod. g mit 1 congruenten Substitution 
ware. Elliptische Substitutionen sind aber niemals mod. q mit 1 con- 
gruent^ und also liat man, wie bebauptet V' — F. 

Mag nun umgekebrt fiir irgend ein Quadrupel ganzer Zablen a, 
l)y c, d der Determinante n der Ansatz: 


( 10 ) 




ft coq — |- h 
ccOq --j“ d 




mit einem Punkte (D^^ im „Innern^^ des Polygons besteben, so wird 
demselben ein einfacber Nullpunkt von Ji^cd) entsprecben. Denn wir 
haben bier mit einer Transformation Ordnung vom Schema 

zu tbun, und zn dieser gehort einer unserer Reprasentanten Man 

wird alsdann mit Htilfe einer Substitution F= 1 (mod. q) die frag- 
licbe Transformation (a, c, d) in der Grestalt darstellen 

konnen, womit der voile Anschluss an die Formeln (3) u. £. gewonnen 
ist. Als erstes Resultat haben wir demnacb; Die GesamUaM einfacJier 
im jjlnnernf^ des Polygons gelegener NulljpunMe von h^m) ist gleicli der 
AnmJil alter unterschiedenen AnsdUe (10) filr FunTcte <Dq des Polygon' 
innern. 

Irgend welcber Abzug ist bier ubrigens aucb im Ausnabmefalle 

eines rein quadratiseben n beim Schema mebr an- 

zubringen. Die im letzteren Palle in Betracht kommende Transfor- 
mation erster Ordnung kann namlicb keine im „Innern^^ gelegene 
Nullpunkte coq liefern, da sie docb eine mod. q mit 1 congruente 
Modulsubstitution vorstellt. 

Wie wir nun alle Ansatze (10) von den ganzzabligen quadra- 
tischen Formen (P, P) aus erbalten konnen, saben wir fiir g = 1 
und q — b bereits ausfubrlicb im vierten Abscbnitt; wir werden Jetzt 
die damaligen Massnabmen obne weiteres auf den Fall eines beliebigen 
q iibertragen konnen, Wir sagen sofort folgendermassen ; 

Brstlicb gewinnen wir alle Ansatze (10) mit Punkten cOq des 
Ausgangsdreiecks in der Gestalt: 

— 0 -f- ^ ^ 

(11) ? 5 ^-, A-4PB-fi<-4n-* 

A 

wobei % alle ganzen Zablen des Intervalls — durcb- 

laufen soil, wabrend fiir (P, Qy B) jedesmal die gesamten reducierten 
Formen der einzelnen Determinante P = — A zu nebmen sind. Be- 
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stehe uun das Fundamentalpo.lygon aus den — ^ Doppeldreiecken 
1) ^ 2 ! •••! werden wir von (11) aus in: 




■ JS 


(12) 


= K 




Q-jr K 


alle fiir uns in Betraeht kommenden Ansatze (10) gewinnen, die wir 
dann aber nocb dureh Aufaahme der Congruenzbedingung (10) auf 
die versehiedenen Scbemata zu verteilen baben. 

SoUten nun die Ansatze: 


(13) 


Q-hK 


Oo-Vs 


OJq = 




-PF-^«,o) + 


()■+!£. 

2““ 




7-'K)-A' 




nacli EntwicMung ihrer rechten Seiten anf dieselbe Gleichung (10) 
fiihren, so miisste jedenfalls % bei(Jen Gleichungen (13) dieselbe 
Bedeutung baben. Aber die beiden mit coq aquivalenten Punkte 
begen zugleich innerbalb des Ausgaugsdreiecks; 
schliessen wir also vorab ein mit i oder q aquivalentes coq aus, so 
ist notwendig Vi = Vk und damit, wie man leicht sieht, P' = P, 
— Liegt andrerseits eine Form (P, 0, P) und also ein 
mit i aquivalenter Punkt cOq vor, so hat man stets die beiden Mbg- 
lichkeiten Vk = Vi und Fit = ViT, und jetzt fuhren die mei Ansatze: 


(14) 


CO. 


f P-TV-H^o) + l \ 
Pvr^M + lJ (_^.ryr^a>,) + p) 


ZU derselben Gleichung (10). Dass aber die beiden in (14) zur Gel- 
tung kommenden Systeme (P, <3? stets von einander verschieden 

sind, zeigten wir sehon friiher (p. 179) ausfiihrlich. Analoges trifft man 
bei denJS'ormen (P, P, P), d. i. bei den mit p aquivalenten an 
und hat als Eesultat: Urn die Q-esamtmhl der im jjnnern^^ des Polygons 
gelegenen NuUjpunMe von Jt{co) m gewinnen, hat man jede einmlm Form- 
classe der Determinante D — — (4n — so oft 0 u mhlen, als e$ mod. g 
incongruente Sulstitutionen V gkU, welclie der Bedingung: 
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genilgen, und die solchergestalt heim eimelnen % entspringende Anmlil ist 
ilber das Intermll — 2 ]/n < < + 2]/n 0 u summieren. Babei soUen 

die Classen mit reducierten Formen (P, 0, P) nur ^'faeh, diejenigen 
mit reducierten Formen (P^ P^ P) nur ^-fach mhlen. 

Der Fortgang von der Gleichung (12) zur Congruenz (15) bedingt 
eine grosse ErleicFterung unserer weiteren Betrachtung. Man bemerke 
insbesondere, dass in (15) der Ersatz der reducierten Form {F, Q, R) 
durch. irgend eine aquivalente Form woU die Reiheafolge^ aber nicht 
die Anzab-l der (15) befriedigenden Substitiitionen V zu verandern ver- 
mag. Es wird also gestattet sein, in (15) bei der nun folgenden 
Abzablung der Substitutionen V unter (P, B) irgend eine beliebige 
Form der gerade in Betracht kommenden Classe zu versteben. 


§ 2 . Abz'ahlting der Nnllptuikte -von 7 ^(co) im Polygoninnern. 
Zu treffende Fallunterscheidungen I, II, III. 


Auf der nun gewonnenen Grundlage gestaltet sick die Abzablung 
der Nullpunkte von h{(o) im Polygoninnern^ wie wir scbon andeuteten, 
genau so wie seinerzeit (p. 213) im Specialfall q — 6, Indem wir 
demnacb aucb die damaligen Bezeicbnungen wieder aufuebmen, scbrei- 
ben wir das vorzulegende Schema mit Unterdriickung des unteren 


Index i einfacb 



wabrend wir iibrigens 



setzen. 


Fiir das einzelne % entnebmen -wir dann der einzelnen Formclasse der 
Determinante — (4 m — nacb Belieben (P, B) als reprasentierende 
Form und scbreiben weiter (gerade wie p. 213): "" 


( 1 ) 


I _[_ ^ 


P 


_ ^ ^ + « _ 




Die Congruenz (10) § 1 kleidet sich nun in die Gestalt; 


( 2 ) 




und unsere Aufgabe ist, nacbzuseben, wie viele modulo q incongruenie 
Substitutionen V dieser Forderung genugen. 

Zu diesem Ende scbreibe man unter Aufnabme der Zabl e, die 
entweder + 1 oder — 1 bedeutet, die Congruenz (2) vor allem ex- 
plicite : 

Klein-Fricke, Modxilfunctionen. H. 
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(3) 


■ ojai + = e {aa + y6)/ 

a\ + = db), 

{ ya^ + (Jq = e (ccc + yd)^ • 

I e {pc Sd), 


(mod. (/). 


lad' — py —1 


Sodann fxilire man die Fallunterscheidung ein^ ob der Teller <j der 
gerade vorliegenden Formclasse relativ prim gegen q oder durcb q 
teilbar ist. 

Liegt der erste Fall eines gegm q relativ primen Tellers <5 Yor, so 
konnen wir die Form (P^ B) aus ihrer Classe so auswahlen^ dass 
p ^ selbst relativ prim gegen q ist *). Alsdann ergeben sicb fur ^ 
und d aus der ersten und dritten Formel (3) die beiden Werte: 


( 4 ) 


d = e {ae + yd) f 


und durcb Einsetzung dieser Werte in die drei anderen Congruenzen 
folgt weiter: 

I [(<^1 -h d^) — e (a -jr d)] {aa + by) = 0; 

(5) [(% + d,)-e{a + d)] {ca + dy) = 0, 

[ ca^ + (^ — a) ay — by^ = ec^, • 

Da n prim gegen q ist^, a und y aber jedenfalls nicbt zugleicb den 
Factor q besitzen, so folgt aus den beiden ersten Congruenzen (5) 
notwendig = e (a + d)-^ und damit kommen diese Congruenzen 

zugleicb zu?: Erledigung. Insgesamt werden wir also die funf Oon- 
gruenzen (3) fiir den vorliegenden Fall eines gegen q primen Toilers <S 
durcb die vier mit ibnen gleicbwertigen : 


( 6 ) 


' 4“ ^ (^ 4“ 

ca^ {d — a) ay — by'^ = eCi, 

^ = e {aa + yb) * — cca^ • 

. d = e (ac + yd) • — ya^ • ^“"4 


\ (mod. q) 


ZU ersetzen baben und geben auf deren Discussion baldigst eiu. 

Haben wir mit dem zweiten Palle zu tbun, dass namlicb die vor- 
gelegte Formclasse einen durch q teilbaren Teller 6 besitzt, so wird 
offenbar zufolge (1) a^^d^, b^ = Cj^~0 sein. Da iiberdies A i 
4w {a^ + durcb q teilbar ist, so gelten die Congruenzen: 

0) a^ = d-^~ + Yriy = 0, (mod. q). 


Cf. Diricblet-Dedekind, Yorles, uher Zalilentheorie, p. 233 der 3. Aiill. 
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Die Congruenzen (3) nekmen somit fur diesen Fall die Gestalt an: 

db = ^ e^Yn, 

(8) i ae+yd = + eryn, } (mod. g). 

pc + dd = + edYn, 
ad — = 1 

Bei der Discussion der Congruenzen (6) und (8) untersckeiden 
wir nun die nactifolgenden drei Dalle: 


I. A relativ ^rim gegen 

II. A EZ 0, dber wenigstens cine der ZaMen b, c prim gegen g, 

III. A “ 0, sowoM b wie c dureh q teilbar, 

Man seize, dass im Dalle III eine Form (P, Q, K) mit einem gegen 
q primen Teiler und damit die Congruenzen (6) Anwendung finden, 
so wiirde sick aus: 


A == 4^^ — (^1 + — (a dy ad = n, b = e=zO 

offenkar a = = + ]/n, b = c = 0 ergeben, und also wiirde aus (6) 

der Voraussetzung entgegen = 0 folgen; die Congruenzen (6) kon- 
nen also in dem in Rede stekenden Dalle keine Anwendung finden. 
Umgekekrt folgt aus den Congruenzen (8) durck Auflosung naek a, Z), 
Cf d sofort d= + Vn, b~c~0, und da ausserdem A = 0 ist, 
so liegt III vor. Der Fall III^ der hiernach auch als der Fall des 

Schemas ^ ^ bemchnet werden hann, hommt gerade fu\ alle Formen 

\0, ynJ 

(P, Q, B) vom Teiler q und nur fur diese in JBetracht 


Yon 


§ 3. Fortsetzung ; Disonssion der Dalle I, II, III. 
Discussion des Falles 1. Es ist gegenwartig das Schema 

^ Yersckieden und ubrigens so zu waklen, dass (a-{-dy 

Vo, YnJ 

nicht ruit An congruent wird. Zufolge (6) § 2 ist demnaekst die Zakl 
% = e (a auszuwaklen; dieselbe ist also auf zwei bez. eine Zakl- 

classe mod. q eingesckrankt, Je nackdem (a + d) i)rim gegen q oder 
durck q teilbar ist. Im erster&n dieser beiden Fdlle ist e mit % bestwuntj 
im leMeren Falle ist jede Zalil % meimal 0u nehmen, ndmlich einmal fur 
e = + sodann fur e — 1. Des weiteren kaben wir die in con- 
gruenten Losungen («, y) der Congruenz; 
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( 1 ) ca^ + (<^ — a) ay — by^ — ec^ , (mod. q) 
abzuzahlen; es giebt deren aber, sofern (a, y) und ( a, y) als 
nicbt verschieden angeseben -werden, insgesamt: 

(2) ib -(=”)]• 

Indem wir den Beweis dieser Behauptung hinausschiebeB; schliesseii 
wir aus (6) § 2 gleich weiter, dass mit %, a, e auch ^ nnd 8 ein- 
deutig bestimmt sind. JEs ist sofictch iM Falle I die etwct 'ifiit v (w) zu 
hemchnende AnmM der im Innern de$ Polygons gelegenen Nullpunlcte 
von Jh(G)) gegeben dufch: 

^ 3 ) V{n) = H (4n - ^), 

^ n — ±ia-^d) 

wolei die schon soeben genannte Summationsbedingimg des % in Formel 

(3) am Summenmclen angedeutet wurde, wahrend itbrigens, wie ancli stets 
in der Folge^ die Bedingung 

— 2]/n <% <. 2]/n 

hesteJit, — 

Bhe wir den eben benntzten Hulfssatz iiber die Anzabl (2) von 
Losungen der Oongruenz (1) beweisen, mogen gleich die noch aus- 
stehenden Discussionen der Falle II und III erledigt werden: 

Discussion des Falles II. Haben wir ein Schema, fiir welches 
(a + = ist, ohne dass indessen beide Zahlen b und c durch q 

teilbar sind, so liegt der Fall II und damit derjenige der Congruenzen 
(6) § 2 vor. Aus der ersten dieser Congruenzen folgt: 

(4) ^ % = e{a d) = + 2]/^, (mod. g), 


wie denn naturlich der Fall II nur filr quadratiscJie Beste n Yon q 
eintreten kann. Die zweite Oongruenz (6) § 2 liefert, je nachdem 
h Oder c prim gegen q ist, die erste oder zweite der nachfolgenden 
Bedingungen: 


( 5 ) 


\{ca + ^^yy=ecF | 


(mod. q), 


und bei ihrer ferneren Discussion haben wir zwei Falle zu unter- 
scheiden. 

Sei erstlich q eine Frimmhl der Gestalt g = 4fe+ 1? so werden 
b und P bez. c und P im quadratischen Charakter ubereinstimmen 
mussen; sollten ilbrigens b und c zugleich prim gegen q sein, so wiirde 
man aus (a dy = 4:(ad — be) folgern, dass beide Zahlen b und c 
im quadratischen Charakter mod. q ubereinstimmen. , Aus der Eintei- 
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lung der quadratischen Fornien in GescMechter^) ist bekannt, dass fiir 
die einzelne Forrnclasse die ersten Ooefficienten P, sofern sie nicht 
durcb q teilbar sind; im quadratischen Cbarakter mod. q libereinstimmen. 

Je nachdem aber = -j- 1 oder — 1 ist, erteilen wir der Classe 

den Cbarakter + 1 oder — 1. Wir nennen alsdann He(A) die Anmhl 
der Formclassen der Determinante — A vom Oharakter e, so dass 

H+i(A) + H^x(A), 

Yermehrt urn die Anzabl der Formclassen der Determinante — A mit 
dem Teller q, die gesamte Anzabl H(A) liefern wird. Liegt nun aber 
in (P, B) eine Form Yon Yorscbriftsmassigem Cbarakter vor, so 
wird (5), wie man leicbt abzablt, gerade q unterscbiedene Losungen 
(a, y) liefern. Fiir e ist iibrigens in (5) und (4) stets sowobl + 1 wie 
— 1 zu nebmen, so dass % aus zwei unterscbiedenen, durcb + 2yn 
angedeuteten Zablclassen mod. q zu wablen ist. Indem wir also zu- 
sammenfassen, wird die Anmhl v\ri) der im Innern de$ Bolygons ge- 
legejien NuUpimkte im Falle II be 0 , durch: 

v'(n) = q^ H+i(4n — 

y, = ± 2 ]/^ 

v'(n) = q ^ rF) 

-2 + 2‘1/to 

gegeien sein, je nachdem I be0, c Best oder Nichtrest von q ist 

Es bleibt fiir II der Fall zu besprecben, dass q eine Prim0ahl der 
Grestalt O' = 4/^ + 3 ist. Hier lasst sich e stets und nur in emer Weise 
so auswahlen, dass 

{i^).+i, w.(^f)=+i 

wird; sollten 6 und c iibrigens zugleich prim gegen q sein, so wiirden 
sie wieder im quadratiscben Cbarakter iibereinstimmen. Nacb riebtiger 
Bestimmung yon e giebt (5) genau q incongruente Losungen. Da 
gegenwartig in (4) entweder nur das obere oder nur das untere Zeicben 
gilt, so wiirde ein Gleicbes aucb als Summationsbedingung fiir: 

2 H (4m — 3(2) 

X s + 2 |/to 

auszusprechen sein. Inzwiscben bat H(4n — fiir zwei nur im 
Zeicben unterscbiedene gleicben Wert; wir werden also zweckmassiger 
Weise an der bisberigen Verabredung festbalten, dass und 

*) Diricblet-Dedekind, p. 313 ff. der dritten Aud. 
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= zugleich beriicksicMigt werden sollen, und rniissen dann 

den Factor ^ vor das Summenzeichen setzen. Indem wir so die Anzahl 

H(4w — jc®) 

erbalten, rniissen wir noch bemerken, dass bier zunachst aucb die Form- 
classen vom Teiler q mitgezahlt sind, da A — 0 (mod. q) ist. Die 
Classenanzahl der Formen von der Determinante — A unci vom Teiler 

q ist aber offenbar durcb 14(4-) angegeben, sofern wir nur festsetzen, 

dass hier und in der Folge H(m) stets —0 sein soli, sobald das Argu- 
ment von H Iceine gangs Zahl ist Von der zuletzt angegebenen Summe 
wird daraufbin den Betrag: 

a ~ 2 

in Abzug zu bringen sein. Die Anmhl v (n) der im Inncrn des Poly- 
gons gelegenen Nidlstellen ist hei g; = 4/i + 3 im Falle II hiernach 
gegeben dtirch: 

(7) v\n) = \q^\H {An — •xF) - H • 

y.^± 2 ]/^ 


Discussion des Falles III. In dem noch bleibenden Falle III des 
Schemas a ~ d ^ ^n, 6 = c = 0 kommen die Congruenzen (7) nnd 
(8) § 2 zur Verwendung, Hier also wird % = 
und es ist dann e mit -[- 1 oder — 1 zu identificieren, je nachdem in 
X = ^ 2 j/n das obere oder untere Zeiehen gewahlt ist. Da hiernach 
in (8) § 2 rechter Hand + <5 ~ 1 wird^ so sind diese Congruenzen 
zufolge = 6”C = 0 fiir alle i 2 (2^—1) incongruenten 


Substitutionen 



erfullt. 


Da wir nun hier gerade mit den Formen 


des Toilers q zu thun haben^ so wird im Falle III die Anmhl v {%) 
der im Innern des Polygons gelegenen NnUpimhte von h{co) gegeben sein 
dureh: 


( 8 ) 


v\n) — 



i>2H( 

X = + 2|/?r 




Hiermit ist die Anzahl der in das Polygoninnere entfallenden 
Nullpunkte von /»,(<») in alien Fallen gegeben. 
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§ 4. Beweis des Hiilfssatzes iiber die AnzaM incongrueiiter Ldsungen 
einer Oongruenz zweiten Grades. 

Es bleibt nocb iibrig^ die in (2) § 3 gemachte Angabe iiber die 
Gesamtzabl incongruenter Auflbsungen der Congruenz (1) daselbst zu 
beweisen. Wir betracbten zu dem Ende allgemein die Anzahl incon- 
gruenter Losungen (x^ &) der Congruenz: 

(1) Ax^ + Bx^ + ^ nij (mod. 

wobei wir nur das Eine voraussetzen wollen^ dass die Determinante 
I) = — 4 AC der in (1) linker Hand stebenden Form prim gegen 

g sei'*^). 

Man macbe nun erstlieh. die Annabme, dass wenigstens eine der 
Zablen A, C prim gegen g ist; man darf dann voraussetzen, A sei 
diese gegen g prime Zahl, und substituiere daraufhin: 

2 Ax + Bz = y, 4Am = M, (mod. g). 

Die Congruenz (1) gebt alsdann oflFenbar iiber in die transformierte 
Gestalt: 

( 2 ) — (modi.q), 

und es entsprecben einander die Losungen von (1) und (2) eindeutig. 

Die Anzablen der Losungen fiir zwei verscbiedene Zablen ilf, die 
jedoch im quadratiscben Cbarakter mod. g iibereinstimmen, sind nun 
offenbar mit einander identisch. Nennt man demnacb 0^ die Zabl der 
Losungen von (2) fiir <? 4 .i diejenige fiir einen Rest M und 

0^1 die fiir einen Mcbtrest, so bat man die Gleicbung: 

(3) 0Q + ’ (^+1 + (3_ i) = g^ 

Die Zabl 6^ als Anzahl incongruenter Losungen von y^ = Dz^ 
ist nun leicht zu bestimmen. 1st B Nicbtrest, so giebf s nur die eine 
Losung y = z^0] ist B Rest, so kommen nocb weitere 2g — 2 
Losungen binzu. Man bat demnacb: 

®'o = 1 + (2 — 1) [l + (-)] > 

und also folgt aus Gleicbung (3): 

(4) (?+ 1 -j- o'-. 1 = 2 [g — • 

Dm weiter zu bestimmen, wablen wir Jf=l und baben die 
Congruenz zu discutieren: 

Diese Bedingung ist fiir die in der Congruenz (1) § 3 vorliegende Deter- 
minante D = — A tbatsacblicb erfulit. 
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(5) / — 1 = (mod. g). 

Hier kommen erstlick die beiden Losungen (1, 0), ( — 1; 0) in BetracM, 
sodann ftir = 1 noch die beiden Losungen (O; + ]/ — D~^). 

Nennt man demnach die Anzahl derjenigen Losungen von (5), 
bei denen weder y nocb 0 durch q teilbar ist^ so wird: 

(6) O'-!- 1 == 3 + {—^) + • 

Zur Bestimmung von % aber stellen wir den Satz auf: Unter den 
1 vGTSchiedenen Besten y^ giebt es 

m 1 [a - ^ - (v)l 

denen wieder ein Best voraufgelity so dass den ubrigen 

(8) i^_i[,_4-(^)]-Ka-3 + (^)] 

ein Nichtrest vorangeht Man bemerke namlicb^ dass die Eeste jener 
ersteren Art gerade die in der Gestalt: 

(9) , (mod. q) 

darstellbaren Zahlen sind, wie man leicht zeigt. Hier wird das 

gleiche y^ nun immer durcb. die vier Zablen: 

(10) r-s 

geliefert^ und auszuschliessen sind g = 0; =+l^ sowie eventuell 

£=+-y — 1; ganzen 4+ (“^) Werte; filr die ubrigen g 

ist alsdann ein Identischwerden zweier Zablen (10) ausgescblossen^ 
womit sicb die soeben angegebenen Anzablen (7) und (8) ergeben. 
Die Anwendung auf Pormel (5) liefert den Zablwert von und damit 

(f) = + ^’ <^+i==3 + (-^) + 2 — 4 - 

fur (f)=-l, e+i = 3 + (=^)+2-2+(:^). 

Nimmt man bier endlicb nocb auf die Identitat: 

sowie auf die Pormel (4) Riicksicbt, so ergieU sich dls Amahl incon- 
gruenter Losungen von (1) fur ein gegen q primes m: 

(11) = = q ^ 
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Nachtraglich bestatigt man nock leicht direct, dass dieses Resultat 
uneingescbrankt aiicb im zunacbst ausgeschlossenen Falle A — fl — O 
besteben bleibt 

Bei der Anwendung auf die Congrnenz (1) § 3 hat man jetzt nur 
noch zu beachten, dass D = — A zu setzen ist, dass daselbst prim 
gegen q ist, und dass eudlich je zwei Lbsungen (a;, y) und (-— a, — y) 
nicht als verschieden gelten sollen. Die in (2) § 3 angegebene Anzahl 
incongruenter Lbsungen ergiebt sich daraufhin in der That aus der 
eben bewiesenen allgemeinen Regel (11). 


§ 5. Abzablxing der in den Polygonspitzen gelegenen Ntillpxinkt© 

von 7i(co). 

Nach Erledigung der inneren Punkte des Polygons bleibt uns nu^ 
die zweite Aufgabe zu Ibsen, die Anzahl der Nullpunkte unseres Prim- 
formproductes in den Polygonspitzen zu bestimmen; diese Anzahl 
mbgen wir etwa durch bezeichnen. Wir unterziehen etwa die 

Spitze coq — der Untersuchung und gehen dabei wieder genau den- 

selben Weg, wie seinerzeit bei q = 6 (cf. p. 224). 

Das Wichtigste ist wie damals so auch hier, dass wir das Reprasen- 

tantensystem Bq, . . des Schemas in einer fiir die Unter- 

suchung am Punkte besonders geeigneten Gestalt aussuchen konnen. 
Zu diesem Ende wahlen wir erstlich eine Modulsubstitution: 


( 1 ) 


w = V {(d) 


— y CO -|- 


deren a und y eben mit dem Zahler resp. Nenner des vorgelegten 
rationalen Wertes coq identisch sind. Es wird dann jedenfalls: 


( 2 ) = 0£B,<D, 

ein Reprasentantensystem erster Stufe fiir erweiterte Transformation 
sein. Man hat demnachst nur noch. fiir den einzelnen Ausdruck (2) 
eine Modulsubstitution Fj in solcher Weise herauszugreifen, dass. 


( 3 ) 


Rr-(®) = 






aco -b ^ 

cco + ^ 


(mod. q) 


zutrifft; erst dann haben wir ein Reprasentantensystem Ordnung 
Stufe vom richtigen Schema. Natiirlich ist damit die Substitution 
Vk nur erst mod. g,bestimmt. LTbrigens wird es hier nun ausdriicklich 
zu beachten sein, dass in dem Producte: 
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(4) h{o3) =JJ[ F{m, ’Riim)) 

k 


fiir rein quadratisclies n beim Schema 



der eine auf die 


erste Ordnnng bezugliche Reprasentant ausgelassen werden sollte. 


Mag jetzt der (/c -f- 1)^® Reprasentant Hiip) ftir mit ^ 

selbst relativ aquivalent sein, so konnen wir die in (3) aufgenommene 
Modulsnbstitution Vj, gleich so gewahlt denken^ dass ist. 

Der betreffende Primfactor (4) — nennen wir ihn Pa — wird daim 
anf dem Polygon gerade in derselben Art verschwinclen wie: 


STii ^ ^Tti „ 

vVA — I 

(5) 6 2 _ ^ 2 n y ^ 

was ans (9) p. 638 nnmittelbar folgt. Man kann oflfenbar sagen^ Pa 
werde gerade so zu Null wie: 


( 6 ) 


27ti 

e 2 



bei m = ioo auf dem Polygon. Da nun zufolge der 

Voranssetzung fiir m = ioo selbst = ioo wird, so ist die Modulsub- 
stitution vYit notwendig eine Potenz von S-. 

(7) vV^ = 5^^ 

Der Ausdruck (6) gebt daraufhin fiber in: 


( 8 ) 




27ti /Acj £ 




und liefert hiernach die Regel : Pa wird iei co — ^ im Polygon in der 
Ordnung 1 oder ~ verschwinden, je nacMem A^D oder J. < P ist. 

Ein Bedenken an der Allgemeingiiltigkeit dieses Satzes konnte 
hochstens fiir = P == Yn, also bei rein qnadratischem n entstehen, 
insofern hier dnreh Identisckwerden der beiden Glieder (8) ein Ver- 
schwinden hoherer als erster Ordnung involviert sein konnte. In- 
zwischen werden die beiden Glieder (8) stets und nur dann einander 
gleich, wenn neben A D = yn noch die beiden Bedingungen P==0 
und v = 0 (mod. erfiillt sind. In diesem Falle aber ist ofifenbar: 



so dass es sich gerade um den vorhin bereits ausgeschlossenen Re- 
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prasentanten erster Ordnung handeln wiirde. TJnser Bedenken ist also 
gegenstandslos. — 

Wir scHiessen nun folgendermassen weiter: Damit Fk im Punkte 


cc 



(9) 


verschwindet, war erforderlich, dass 


y 



+ ^^y 


relativ aquivalente Spitzen sind. Recknet man aber (unter ausfiihr- 
licher Sclireibweise der Modulsubstitutionen Vk und v) die Gleichung 
(3) d. i. 

(ak, hk\ _ (ak, (A, B\ /+ d, - /3\ 

\Ck, dk/ Vn*; \0, D/ \— yj + aJ 

auS; so ergiebt sich: 

aka + hy = akAj CkCC + dky = ykA , 

woraus zu schliessen ist, dass die auf den linken Seiten dieser beiden 
Gleicliungen stekenden Zaklen den grossten gemeinsamen Teller A 
haben. Die Porderung der relativen Aquiyalenz der Spitzen (9) kleidet 
sick also in die Gestalt: 


(10) aka + iky ~eAa, Cka + dky ^ eAy ^ (mod. q) ^ 

wo e entweder == -[- 1 oder gleick — ^1 isi Hier darf man ak, h,.. 
zufolge der Congruenz (3) often bar direct durck die Zaklen . 

des Torgelegten Sckemas ersetzen,* so dass die Bedingungen (10) die 
neue Form annekmen: 


( 11 ) 


(a — eA) e: -f- ^ 0 I 

ca + (^ — e A)y = 0 J 


(mod. q). 


Es bleibt kierbei die Zakl J5 ganz ausser Betrackt; mit einem ver- 
sckwindenden Factor Pk finden wir deren also immer gleick indem 
ja JB bei stehenden A, D ein voiles Eestsystem mod. D zu durck- 
laufen kat. Mit Rticksickt auf den obigen Satz tlber die Multiplicitat 
der Nullpunkte in den Spitzen folgt sonach: Bei gegeienem Schema 
%ovrd jeder mdglichen Losung von (11) in gan^en Zahlen Aj a, y, von 
denen die ersfe ein Teller von n ist, wahrend die leUteren auf das Intervall 
0, 1, . . , q — 1 einmischrdnken sind und nicht mgleich durch q teilbar sein 

sollen, in der SpiUe y ein D-facher oder A-facher Nullpunict entspreclien, 

je nacMem A^B oder A<iD isi 

Bevor wir zur Discussion der Oongruenzen (11) sckreiten^ de- 
finieren wir ein weiterkin zur Verwendung kommendes zahlentheore- 
tisckes Symbol. Gerade wie bei q — 5 (cf. p. 225) sckreiben wir: 
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(12) X,.(«) A + • il/w, 

A < i), ^4 ^ + 'V 

wobei sicli die Summe, wie in der Formel selbst angedeutet, auf alle 
Toiler A von n bezieht, die kleiner als f/n sind und der Oongruenz 
(mod. q) geniigen; soli = 1 sein fiir rein quadra- 
tisches ny falls zugleich i/ = + j/n ist; sonst soil stets — 0 ge- 
setzt werden'^). 

Wir wenden uns jetzt zur Discussion der Congruenzen (11). Fur 
das Zusammenbestehen dieser beiden Congruenzen ist hinreicbend und 
notwendig : 

(13) (a — eA) (d — eA) — hc~n — eA(a d') A^ = 0y (mod. q), 
Indem wir bier einerseits durcb A beben^ kommt: 

(14) A I) = e{a d) y (mod. g) ; 
andererseits finden wir durcb Auflosung von (13) fiir A und D: 

(15) 2^-4 d A“ d ^ ]/ — A j 26D d At ^ A' ^ ; (mod. q) y 

wo entweder nur die oberen oder nur die unteren Zeieben^ gelten; 
A ist dabei in der gewobnten Bedeutung A — 4n — (a dy ge- 
braucbt. Durcb Einsetzung des Wertes (15) von A in (11) gewinnen 
endlicb die fur a und f zu discutierenden Congruenzen die Gestalt: 

( 16 ) <'■-■' + “ +f)’' « I (mod. s). 

2 0 Of "b" {d — d "4“ — a) y r-— 0 J 

Die oberen und unteren Zeicben in (15) und (16) entsprechen einander 
dabei iiberall. 

Man unterscbeide nun wieder die drei Palle des § 2 (p. 643) und 
setze demnacb erstlicb voraus: 

I. A relativ prim gegen q, 

Notwendige Bedingung dafur, dass in diesem Falle iiberbaupt 
Losungen A, cc, y eintreten, ist, dass — A quadratiscber Rest von 
q ist. Trifft dies zu, so wird (16) fur jede der beiden Zeicbencombi- 
nationen genau ^{q — 1) incongruente Losungen (cc, y) baben, da wir 
die Losungen (e;, y) und ( — a, — y) als nicbt verscbieden anzuseben 
baben, und da fur keine der beiden Vorzeicbencombinationen die vier 

*) In den Arbeiten der Herren Gierster und Hurwitz ist das in (12) ein- 
gefiihrte Symbol stets U genaunt. Da aber voraufgehend mit U in der Regel 
Modulsubstitutionen gemeint sind, so sebien im vorliegenden Texte die Bezeicbmung 
(12) r^tlicber, welcbe sicb. aucb gleicbmassig an die verwandten Teilersummen 
anscbliesst. 
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Coefficienten der ftir a, y vorgeschriebenen Oongruenzen (16) zugleicb 
verscbwinden. Flir die erste Zeicbencombination ist 

(17) , eD= - A .- , (mod. g), 

fiir die zweite dagegen gilt 

(18) 1 , (mod. g). 

Wenden wir nun die vorbin aus (11) abgeleitete Regel bber die Mul- 
tiplicitat der Nullpunkte von h(a)) an, so ergiebt sicb fur jede der 

gefundenen — 1) Spitzen — ein Nullpunkt der Ordnung: 

( 19 ) 2!^+2^-2^+2j^’ 

2i^)/n A > Yn A D<Y^ 

WO A und JD einmal die Congruenzen (17) sodann aber (18) be- 
friedigen miissen. Der Wert dieses Betrages (19) driickt sicb mit 
Htilfe des Zeicbens (12) offenbar gerade in der Gestalt aus: 

bez. 

2 2 

je nacbdem (17) oder (18) vorliegt. Da wir nun im ganzen '|■(^ — 1) 
Spitzen zu beriicksicbtigen baben, so entspringt ftir den Fall I als 
Resultat: Ist A Nichtrest von q, so iesitd A(co) in den PolygonspiUen 
gar Tceine Nullpunkte. Ist hingegen A Pes% so verschwindet }i(m) in den 
Polygonspit0en in der Gesamtordmmg : 

(20) X." = (2 - 1) (n) + (n) . 

2 2 

II. A = 0 (mod, g), aler wenigstens eine der Zahlen b, c prim gegen q. 
Die Congruenzen (16) werden jetzt insgesamt durcb — 1) ver- 

scbiedene Zablenpaare y befriedigt, und es sind, da a + cZ=2]/n 
wird, die der Bedingung A^ + Yn gentigenden Teiler A von n beran- 
zuzieben. Indem wir wieder die Summen (19) zu bilden haben, wird 
im Falle II, der jedenfalls nur fur quadratische Eeste n von q eintritt^ 
die Gesamt0aM der Nullpunkte von ^(o) in den SpiUen: 

(21) v' == (g — 1) Xy^(n) . 

III. A = 0, b = c = 0, (mod. ^). 

Da bei den Congruenzen (III) zugleicb a = = Yn zutrifft, so 

werden jetzt die Congruenzen (16) von den gesamten ^{q^ — 1) in- 
congruenten Zablenpaaren a, y erfullt. Zu bemerken ist nur nocb, 
dass im Falle des bier vorliegenden Scbemas bei rein quadratiscben n 
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der eine der <^(n) Factoren von h^co) ausznlassen isi Indem man 
Merauf Riicksicht nimmt und in der friilieren Bedeutung (p. 632) 
gebrauclit, ergiebt sich als Gesamtmhl der in den Spit^en gelegenen 
Nullpunlde wn im Falle III: 

(22) = {f - 1) [X^- (^) - i . =^0 


§ 6. Znsammenstelliing der Resnltate iiber die AnzaM v(n). Der 

Speeialfall n = 1 . 


Dureh Zusammenfugung der in § 2 nnd 3 bestimmten AnzaUen 
v' (n) mit den eben gefundenen Zahlen v"(n) hat man die Gesamtzahl 
v{n) einfacher Nullpiinkte von A(c3) anf dem Polygon herzustellen. 

Es erscheint hierbei fiir die anf das Schema ^ bezogenen 

Formeln zweckmassig, an Stelle der fiir die Formeln des § 2 und 3 
bisher festgehaltenen Summationsbedingung — 2]/n<C^<C2]/n die 
nachfolgende zu setzen: 

( 1 ) - + 21 /^. 


Daraufhin ist natiirlich zu definieren, was man unter den Symbolen H 
mit dem Argumente 0 verstehen will; nnd in diesem Betracht wollen 
wir festsetzen, dass: 

(2) H (0) - ,1^, H+x(0) = H_x(0) = 0 


sein soil. 

Fiir die Formeln (3); (6) und 7 in § 3 hat die Neuerung (1) eine 
Anderung nicht im Gefolge; nur an Stelle der Formel (8) des ge- 
nannten Paragraphen wird 


F(n) = 




X 3: + 2y'/i 


4n- 


^■)+ 


Sn 


12 


treten. Fiigen wir hier, um v(n) zu berechnen, gleich den bezuglichen 
Betrag (22) § 5 hinzu, so kommt unter Riicksicht auf die fiir das Ge- 
schlecht der Hauptcongruenzgruppe Stufe geltende Formel: 


.0 = ( g + 2) (g — (g — 5) 
24 

als Zusatzglied fiir die rein quadratischen n: 


*) Dass sich die Formel (24) p. 228, welche fiir q — ^ gilt, nicht direct 
unter Formel (22) des Testes subsumiert, hat seinen Grand in dem Umstande, 
dass seinerzeit bei g;= 5 vermoge der damals gewahlten Entwicklung immer 
zwei bez. vier Spitzen in hesonderer Untersuchung vorweggenommen waren. 
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( 3 ) 


Sn. 


- 1) 
V 12 


2 / 




(g^-l)(g-6) 

12 


== Sn ■ (2p — 


2 ). 


Wir stellen mm die Werte fur die Ooiucidenzeuanzahl v(n} der 
Modularcorrespondenz, wie sie sich. jeweils durcli Zusamnieiifugeii der 
beiden Zahlen v uud v" ergebeu, tabellariscb zusammen: 


I. A relativ prim gegen q. 

1) (^) = + i. 

v(n) = ^ H(4« — + (g — 1) 


2 2 


2) 


v(n') 


g + 1 


H (4w — . 


+ (a + cZ) 


11. A = 0; h Oder c relativ prim gegen q. 

1) 2==47i + l, (|) Oder (|) = + 1 , 

v(n) = q ^ H+i (4n — 3t^) + (g — 1) , 

>CE= + 2 l/w 

2 ) g = 4/1 + 1, (^) Oder (^) = — 1 , 

2 ;(^n) = q ^ H— i(4n — + (g — 1) 

KS + 2l/ra 

3) 2 = 4/j + 3, 

V (n) = -l-g ^ [h(4w — 5f®) — H + (g — 1) • 


III. A = 0, 5 MMcZ e g teilbar. 

, _ ifci) 2^ H + (g^ - 1) X^- + • (2|> - 2) . 

}isz-±2Vn 

Nebenbei bemerke man, dass die bisberigen Entwicklungen des 
vorliegenden Kapitels nirgends von der Voraussetzung Gebraueh 
niacben, dass notwendig w> 1 ist. Setzt man aber n = 1, so wird; 

( 4 ) 

und es ist die bier als zweites Argument von P auftretende Modul- 
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substitutioB irgendwie, nur nicJit gerade — 1 (mod. anzunelimen. 
Die Zaihl v(l) wird dam angeben, wieviele FixpmUe die dieser Modul- 

SiihsUtution mgehdrige Transformation der Fldche in sicJi lesitd. 

2 

Urn aber ^^(1) vermoge der yorstehenden Betracbtungen zu bestimmen, 
merke man fur die hierbei in BetracM kommenden Werte der zablen- 
theoretiscben Functionen X, H an: 

(5) ^ ^ ^ (^) ~ i' ? ^ ~ ^ 5 

weitere Zahlen oder H werden nicbt benbtigt. Wie man iibrigens 
leicbt nachweist^ wird in vorstehender Tabelle fur n — 1 nur im Falle 
11 der Wert Xy- — ^ zur Geltung kommen, wahrend die Glieder X 
unter I yerschwinden. Der Summationsbuchstabe x ist auf die Werte 
0, +1, +2 eingescbrankt; und es ist — A = (a + — 4. 

Ist nun A = 0, so ist « + d = + 2^ und es liegt eine Operation 
der Periode q yor. Fiir v erbalten wir darauf ubereinstimmend bei 
alien drei in II unterscbiedenen Bedingungen: 

(6) V == , (a + ± 2) . 

Ist Mngegen (cs — 4 niclit durct g; teilbar, so liefert I : 

( 7 ) 

X 5= + (a -f- 

Ein yon Null verscbiedenes v erbalten wir somit nur nocb^ falls ent- 
weder — A = — 4 oder a d~Hb 1; — A — — 3 ist 5 

und zwar ergiebt sicb: 

(8) --it- (-/)]2H(4)-i[j-(7^)] f(lr„ + «=0, 

(3) «_i[j_(^)]2H(3)_it-(:^)] tar. + 4-±l. 

In ( 8 ) haben wir mit den Substitutionen der Periode zwei in (9) mit 
denjenigen der Periode drei zu tbun. 

Alle diese fiir v erbaltenen Werte sind in der That mit den aus 
I p. 437 u. f. bekannten Anzahlen der Fixpunkte in yoller Uberein- 
stimniung. 

§ 7. Die beiden Systeme der Classenzablrelationen Stiife. 

Dureb Gleicbsetzung der auf zweifacbem Wege (functionentbeore- 
tiscb und aritbmetiscb) ausgedriickten Zablen v{n) entspringen nun- 
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melir diejenigen Zahlengleichuugen^ welche wir als Class enmhlrelationen 
Stufe zu bezeiclinen haben. Wir wollen bei ibrer Aufstellung 
wieder den inductiven Weg gehen nnd vorab den niedersten hier iiber- 
banpt in Betracht tommenden Pall^ namlich q — erledigen. Zu 
diesem Ende werden wir die Tabelle des vorigen Paragraphen mit den 
Kesultaten aus § 5 des vorigen Kapitels (p. 610 u. f) zu combinieren 
baben. 

Die einfachste Gestalt zeigen die Classenzablrelationen 7^®^’ Stufe 
im Palle der NicMreste n von 7, da wir namlich dann nur mit ge- 
wohnlichen Correspondenzen der speeiellen Wertigkeit 0 zu thun 
haben; die functionentheoretische Abzahlung der Coincidenzen liefert 
hier also stets ^» = 2d>(^^). Fiir die arithmetische Abzahlung kommt 
entweder Pormel (I, 1 ) oder (I, 2) der Tabelle des vorigen Para- 
graphen zur Verwendung, je nach dem Werte von (a+^)- Man 
wird aber alle Werte + welche mod. 7 zu unterscheiden sind, 
dadurch gewinnen konnen, dass man: 

( 1 ) a 4 " ^ = V — (mod. 7) 

setzt und fiir 7t nach einander die Werte 0, 1 , 2, 4 eintragt. Es wird 
alsdann — A •:= — 4), so dass fiir 3 r = l, 2 die Formel (I, 2), 

fiir = 4 aber die Formel (I, 1 ) zur Verwenduug za bringen ist. 

Bevor wir die Class enzahlrelationen wirklich hinschreiben, leiten 
wir noch eine Gleichung ab, welche die jetzt in Betraeht kommen- 
den Zahlsymbole X(w) hetrifft. Wir hahen deren hier drei, namlich 
Xg, X^^ und es hestehen zufolge der Definition der X die Glei- 
chungen: 

x, + x,+ x,=2’^, 

A < Yn 

4) ~ (Xi + Xg + X 4 ) == ^ D. 

■< Yn 

Nehmen wir also das Symbol '^(n) in der friiheren Bedeutung (p. 184): 

(2) ^(n)^^{D~A) 

^<Vn 

v^ieder auf, so ergiebt sicb als Identitat: 

(3) 0_V = 2(X,+ X,+ X4), 

und diese werden wir gleich benutzen. — Bei der Schreibweise der 
Summen in den nachfolgenden Relationen gestatten wir nns librigens 
noch die nnwesentliche Abkiirzung: 

Klein-Fricke, Modiilfunctionen, 11. 


42 
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w 2_r 2 - 2:. 

— Ttn y — Ttn yit^y — « 

Als System der Glassmzahlrelationen siebenter Stufe fur die quadra- 
tischen Nichtreste n von 7 ergiebt sich nun: 


( 5 ) 


' 2^ H (4w ~ 5c^) = 

y — n 

2^ H (4n — 3<0 = <l5(w) , 

32 H (4n - = 2(t>(«) - 12 

0 

32 H (4w — «") = 2<l>(w) — 6X,y:;-(n) - 6X^y_-„(»). 

2)/^ 


Die letzte Relation lasst sicli vermoge der Gleichung (3) nocli in die 
neue Gestalt umsetzen: 


(6) 32 H == W + ® ■ 

2y^i 

Diesen vier Relationen siebenter Stufe reiheii sich weitere funf 
fiir die quadmtischen Beste n von 7 an. Man schreibe hier: 

(7) a + d = y%n, (mod. 7) 

und nehme wieder fur tc die Werte 0, 1, 2, 4. Die Formel (I, 1) der 
Tabelle kommt dann nur fur jr = 1 zur Verwendung, die Formel (I, 2) 
aber fiir jc = 0, 2; fiir jc = 4 endlich hat man nach einander die 
beiden Formeln (II, 3) und (III) zu verwenden. Dieses letzteren Urn- 
standes halber haben wir Jetzt eine Relation mehr als bei den Nicht- 
resten Auf der anderen Seite haben wir fiir tc = 0, 2 die 

Formel (11) p. 611 der functionentheoretischen Abzahlung zu verwenden, 
und zwar entsprechen den Werten tc — 0^ 1, 2 die Werte fc = 4, 2, 0 
der citierten Formel^ wie man • nach den damals gegebenen Regeln 
leicht feststellt. Fiir :r = 4 ist Formel (II^ 3) gleichfalls mit (11) 
p. 611 zu combinieren, wobei = 3 zu nehmen ist; dagegen kommt 
bei jr = 4 und Formel (III) der unter (10) p. 610 gegebene Wert fiir 
V in Betracht. 

Nach Abschluss der hiermit skizzierten Zwischenrechnung gewinnt 
man als System der Glassemahlrelationen siebenter Stufe fur den Fall 
der quadratischen Beste n von 7 die nachfolgenden fiinf Gleichungen: 
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2 H (4n — == ct)(?^) 4- 

u 

2^^ H — x^) = (l>(n) — 

4]/ra 

i8; j 3^H(4«~pc^) = 3Y(n)-<t)W + 6X^W, 

Vw 

7 2 [h (4« - pc^) - H (^^--)] = 4C1P (Pi) - 12 + 2^00, 

2y?^ 

84^ H = 4>(n) - 24 X^(pi) - 3t(n) . 

V 2yn 

Bei der dritten unter diesen Gleichungen wurde iibrigeBs von der 
Identitat (3) Gebraueh gemacht. Das Glied ^(^^) ist hier iiberall die 
von den Integralen erster Gattung gelieferte Entwicklnngsfunction 
siebenter Stufe. — 

Um die Relationen (5)^ (8) an eineni Beispiele zu verificieren^ stellen 
wir folgende Tabelle der Anfangswerte von H(m) zusammen^ die aueli 
spaterbin noch zur Verwendung kommen soil: 

m I 3 4 7 8 11 12 15 . 16 19 

H 1 i i 1 1 1 f 2 f 1 

m I 20 23 24 27 28 31 32 35 36 

H|232i2332-| 

Nebmen wir nun beispielsweise n = 9y so kommen die Relationen (8) 
in Betracbt^ und es ist; 

0(9) = 13, V(9) = 8, X^3-(9) = 1, ^(9) = -3. 

Die erste Formel (8) giebt daraufbin 4 H (36) = cb (9) + ^(9) = 10, 
was mit der Tabelle (9) iiberemstimmt* — 

Die G-leicbungen (5) und (8) konnten, wie schon in der Einleitung 
zum vorliegenden Kapitel gesagt wurde, in dem Sinne als die beiden 
„Systeme^^ der Classenzablrelationen siebenter Stufe bezeicbnet werden, 
als sicb Jede tiberbaupt bei Transformation 7*®^ Stufe erreicbbare 
Classenzablrelation als lineare Combination der Relationen (5) bez. (8) 
darstellen lassen muss. Hier subsumiert sicb zumal aucb die Classen- 
zablrelation erster Stufe, und wir wollen sie z. B. im Palle eines 
Restes n aus den ftinf Relationen (8) durcb Combination berstellen, 
Bezeicbnen wir die linken Seiten dieser Relationen kurz durcb 
so wird die Combination: 



42 ^ 



660 


VI, 5. Die ClaBsenzahlrelationen tslierer Stufe. 

42 G, + 84^2 + 56 Gs + 24G,+ 2 G, 

zufoige leichter Rechnung 168 (4^ — d. i. das 168-faclie der 

linkeii Seite der Olassenzahlrelation erster Stufe (9) p. 184 ergeben. 
Als Bestatigung unserer Behauptung erhalten wir aber aus der ent- 
sprecbenden Combination der rechten Seiten (8); 

42(0+^) + 84(<J>— 1/^) + 56(3Y — (b + 6Xy-) + 24(4ct>-“ 12Xy'-+2^) 
+ 2(tl) — 24 Xy- - 3ip) = 168(cb + ¥), 

d, i. in der That die 168-faclie rechte Seite der Olassenzahlrelation 
erster Stufe 

§ 8* Allgemeiner Ansatz fiir die Classenzahlr elation en. Stufe. 

*Um bei der allgemeine Primzahlstufe q wenigstens den Ansatz fur 
die zugehorigen Olassenzahlrelationen zu gewinnen^ niiissen wir auf die 
p. 620 gegebene Verabredung betreffs der Congruenz der Reprasen- 
tantensysteme Stufe zuructgreifen. Sind n und n' zwei Transfor- 
mationsgrade, die im quadratischen Charakter mod. q ubereinstimmen, 
so sollen die beiden fiir die Reprasentantensysteme zu G-runde zu legen- 

den Schemata 0^^); ™ Sinne der damaligen Verabredung 

einander congruent sein. Es findet dann insbesondere die Congruenz 
statt: 

(1) (moij), 

und indem wir den gemeinsamen Wert der linken und rechten Seite 
dieser Congruenz etwa wieder % nennen^ lost sich (1) auf in: 

(2) a-f-d = ]/n7c, a -j- (mod. g). 

Man nehme nun zuYorderst wieder den einfacheren Fall der qua- 
dratisehen NicMresie n. Da werden wir die Zahl % der Reihe nacli 
mit 0 und mit den — 1) Nichtresten Yon q identificieren miissen^ 
so dass insgesamt ^(2 + 1) Werte n in Betracht kommen. Der Wert 
7t~4: ist nicht darunterj und eben dieserhalb wird — — 4) 

*) Die beiden Systeme der Olassenzahlrelationen 7*®^ Stufe wurden (in etwas 
anderer Bezeichnungsweise) bereits vollstandig von Hrn, Gierster angegeben (in 
den Mathem. Annalen Bd. 22 p. 198, 1883); es war dies der erste Fall, bei 
welch em Hr. Gierster die im Texte mit 'ip(n) bezeichnete zahlentheoretische 
Function, wie wiederholt bemerkt wnrde, erfahnmgsweise in der richtigen Art 
definierte. Die im Texte befolgte Ableitung der Belationen 7*®^ Stufe wnule von 
Hrn, Hurwitz in Bd, 26 der Mathem. Annalen (1884) entwickelt. 
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gegen q relativ prim sem, so dass nur der Fall I der Tabelle § 6 zur 
Geltung kommt. Mogeu jetzt des naheren durch aligemein diejenigen 
Zahlen 7t bezeiclinet werden, flir welcbe % — 4 quadratischer Rest Yon 
q wird, und durcli diejenigen mit einem Nichtrest (it — 4). Fiir 
den arithmetiscben Ansdruck Yon v{n) kommt alsdann bei einer Zabl 
die Formel (I, 2) der Tabelle des § 6 zur Verwendung^ bei einer 
Zabl % aber Formel (I, 1). 

Durch Angabe der Zabl % ist das Schema des Reprasentanten- 
systems nur erst bescbrankt, aber nocb nicbt eindentig bestimmt. Um 
also die functionentbeoretiscbe Abzablnng yob p, 633 in Anwendung 
zu bringen, miissen wir unter den verscbiedenen, zu diesem % geboren- 
den Scbemen ein einzelnes auswablen; und indem wir ja fiir alle 
Nicbtreste n die Reprasentantensysteme mit diesem Schema congruent 
wahlen, liefert Formel (9) p. 633 ein Resultat der functionentbeore- 
tischen Bestimmung Yon v(n^, das wir in die Gestalt setzen: 

v(^n) = + . . • -f- 

Das Wicbtige ist nun, dass jede andere Auswabl unter den zu % 
geborenden Scbemen wiederum zu eben diesem System ganzer Zahlen 
zuruckfiihren muss; denn es ist der aritbmetiscbe Ansdruck von 
v(n) von dieser Auswabl unabbangig, und zwiscben den %^(n) 

kann keine fur alle Nicbtreste n gtiltige lineare Identitat besteben. 

Wir Jiaien also fUr die Nichtreste n insgesamt nur verschiedene 

Zahlsysteme und nicbt etwa wie wir im vorigen Kapitel 

zuYorderst annehmen mussten. 

Die fertigen AnsdUe der GlassenmUrelationen Stufe fur 

die quadratischen Nichtreste n sind nun, wie man leicht combiniert: 


( 3 ) 


YtCi n 

^ H(4w — = 2<t>(w) + + h 


Auf den linken Seiten dieser Gleickungen kaken wir von der in (4) 
§ 7 eingefukrten akkurzenden Sckreibweise der Summationsbedingungen 
Gebrauck gemackt. 

Etwas mannigfaltiger gestaltet sick das System der Classenzakl- 
relationen 2 *“ Stufe fdr die quadratiscken Beste n von q. Wir setzen 
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Mer zunachst gerade wie vorhin an: 

a + ^ ) — A = ^(at — 4); (mod. q) 

und mtissen nnn tc nach einander mit 0 und den ^^{q — 1) Resten von 
q identiscli nehmen. Indem wir den Wert = 4 vorab ansscbliessen, 
inogen wir die — 1) tibrigen it durcb ic^ oder it^ bezeichneH; je 
nachdem {it — 4) Nicbtrest bez. Rest von q ist. Von diesen Zablen it 
aus erbalten wir dann \{q — 1) ClassenzaUrelationen der beiden ersten 
nnter (4) anzugebenden Typen, Filr jr = 4 wird A durch q teilbar, 
nnd nun kommen die Palle (II) und (III) der Tabelle des § 6 zur 
Geltung. Erstlicb der Fall (III) liefert fiir alle n eine Relation, die 
man an dritter Stelle nnter (4) angegeben findet. Dagegen erfordert 
der Fall (II) die tJnterscbeidung, ob ^ 4^ + 1 4^+3 ist, 

und hieranf bezieben sieh die Angaben, welcbe sogleich unter (5) und (6) 
folgen. Bezuglich der ganzzahligen Ooefficienten 5 gelten ganz analoge 

Bemerknngen, wie •fiber die t bei den Nicbtresten n\ man hat 

< 7 - 4-3 

le 0 . "-Y -- unterschiedene Zahlsysfeme s, je nachdem q — 4ch 1 oder 
== 4:h 3 ist. 

Das System der Glassenmhlrelationen Stnfe fur die quadratischen 
Eeste n ist hiernach das folgende: 


I. 




Belationen, die fur alle n existieren: 


hn — %' 


i) = 20(w) + -1 h s^^,3.ipi{n) , 


2 H 1- 

(4) { 

— (g — 1) , 

. 2 H(i^) = 2 0(^) _ (2^_ 1) X^-(b) 

+ Si (n) -| 1- Si (n) . 


IL Zwei nur bei ^ = 47i + I eintretende Belationen: 
q H+i(4ra — 2 <t>(n) — (q — 1) X^(«.) 

+ Si(+^)^i(m) -f- . . . -f- 

2 H_i(4n — = 2 cD(w) — (g — 1) Xy-{n) 

+ • • • + . 


(5) 
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( 6 ) 


IIL Bine nur fiir q== Ah — 1 eintrefende Relation: 


y-2 


H(4n-x^) — H 


i^^)] - (!Z- 1)X^-W 

+ -{ + . 


Die unterschiedenen Coefficientensysteme 5 haben wir bier stets dutch 
untere oder obere Indices auseinander gehalten. 

Die wirkliche Bestimmung der Coefficienten s oder t der einzelnen 
Classenzahlrelation wird man jetzt dadureh ausfuhren konnen^ dass 
man in die betreffende Relation A bez. fc particulate Werte n eintragt 
und das solcherweise entspringende Gleichungssystem nach den s 
bez. t auflbst. Es soli dies jetzt noch am Beispiele ^ == 11 durcli- 
gefiihrt werden. 


§ 9. Fertige Gestalt der beiden Systeme der Olassenzahlrelationen 

elfter Stufe. 

Nach den Eegeln des Torigen Paragraphen haben wir bei 11 
sec7is Olassenzahlrelationen fiir die Nichtreste n und sielen fur die 
Restej in jenen Relationen werden die zwei Entwicklungsfunctionen 
elfter Stufe 2 far Geltung kommeU; in diesen die drei 

Punctionen 'ipiin), 

Um wieder mit den Nichtresten n zu beginnen, so haben wir bei 
ihnen die im vorigen Paragraphen dutch tc bezeichnete Zahl der Reihe 
nach mit 0; 2; 6, 7, 8, 10 zu identificiereU; und zwar kommt ins- 
besondere fiir und 

(1) = 2, 7, 8 und % = 0, 6, 10, (mod. 11). 

Nehmen wir z. B. = 2, so wird aus (3) § 8 folgen: 

(2) 6 W(An — = 2 <J>(w) + + ^ 2 ^ 2 W- 

3 )/ — n 

Man trage in diese Gleichung nach einander = 2 und =* 6 ein, 
wodureh mit Hiilfe der Tabelle Ton p. 616 die beiden Gleicbungen 
entspringen: 

12 H(4) == 6 = 6 - #2, 12 H(23) = 36 = 24 + 

dieselben liefern = 12, = 0. Damit ist der Ansatz (2) fertig 
bestimmt, nnd man wird die erhaltene Relation jetzt leieht durch. Ein- 
tragung der weiteren Speeialwerte « — 7, 8, • • bestatigen. Control- 


*) Wegen der Werte H sehe man die Angaben (9) p. 659. 
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rechnungeii, wie die hiermit angedeutete, wird man selbstverstandlicli 
auch bei der Bestimmung der ubrigen Relationen immer wiecler an- 
bringen konnen, 

Ohne noch weitere Zwischenrechnungen durcbzufabren, mogg jetzt 
sogleich das System der Classenmhlrelationen elfter Stufe fur irgend einen 
Nichtrest n angegeben werdenj man findet: 


8]/-^ 

3 ^ H(4n — 5c^) = <t>(M) + 3 XaW > 

sy — n 


3 ^ H(4w — K^) = <t»(n) + 3 X 2 W, 


( 3 ){ 


aV- 


5 ^ H(4n — jc^) =2 <!>(«) — 20 X^— (w) — 4^1 («) — 4:X2in), 


5 ^ — 

5 H(4ti — 
i 4y~« 


2<D(n) - 10X,^--(«) - 10X,^-(n) 

— 4:xi(n)~4x^(n), 

2cD(n) - 10X,y-(n) - lOX^^^Cn) 

— 4:X^{n) — 4:x^(n). 


Will man durch Combination dieser Gleichungen die Classenzahlrela- 
tion erster Stufe gewinnen, so ist noch die Identitat zu benutzen: 

(4) 2 (X, + X 3 + X, + X 5 + X,) == cb - Y, 

welche der bei der siebenten Stufe geltenden Relation (3) p. 667 genau 
analog ist. Ubrigens fiibrt dann die Combination: 

10G, + IOG 2 + 10(?3 + 3(?4+ 6(?5 + 6(?3, 

wie man leiclit ausrechnet, zar ClassenzaHrelation erster Stufe bin; 
dabei sind unter . iie Gleicbungen (3) der Reihe nach ver- 

standen. 

Zur Ableitung der sieben bei den Besten n eintretenden Rela- 
tionen hat man n der Reihe nach gleich 0;, 1, 3, 9, 5, 4 zu setzen, 
und zwar ist des naheren: 


(5) = 0; Ij 3; sowie = 9, 5, (mod. 11). 

Zu den gehoren drei Relationen vom ersten Typus (4) § 8, zu den 
3^2 aber zwei vom zweiten Typus (4) § 8. Weiter ist sodann nocli 
jr = 4 zu nehmen, und fiir diesen Wert tritt die einzelne Relation 
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( 6 ) § 8 sowie die dritte Relation (4) § 8 ein. Ohne uns jetzt noch 
weiter bei den Zwischenrechnungen aufzuhalteB; geben wir hier so- 
(jleich das fertige System der Classenmlilrelationen elfter Stufe fur die 
Besfe n von 11 an: 


3 H (4n — (^0 "f* ^ ^2 W } 

0 

3 H (4n — — 0 (^ 2 ) — -j- 3 ^^(n) , 

Vn ■ 

3 ^ H {An — = <A>{n) + ipi{n) + 3 %{n) , 

6]/k 


( 6 ) { 


H = Hn) - 5 \,y^{n) - 5 X,^-(«) 

- %{n) - 2t,{n) , 

H (An — k') = ct)(w) - 5 X,y-{n) - 5 X^,/-(n) 

— %{n) — 2il)^{n), 


330 '^H{An- = (t>(n) — 60 Xy-(n) + 5i;-,(») 

—21t,(n) — 12iPs(n), 


'42 

9]/n 




-StW-lOX^W 

0 «) + 2 ^2 («) — 2 fa (n) . 


Die Combination^ welche hier auf die Classenzahlrelation erster 
State fiihrt, wird durch: 

55 G, + no G, + no ^3 + 132 G^ + 132 G, + G, + 60 G^ 
gegeben *) . 


Betreffs der zusammengesetzten Stufenzahlen, die wir nicht mehr 
behandeln , mogen wir hier etwa noch die auf = 8 beziiglichen 

*) An Classenzahlrelationen 11*®^ Stufe bat Hr. Gi erster (Math. Ann. 
Bd. 22) eine fur die Reste n und gleichfalls eine fur die Nichtreste vermSge 
seiner Betracbtung der Hauptmoduln ableiten konnen. Dieselben stellen solcbe 
Terbindungen der Belationen des Textes Yor, in denen Symbole i/; oder % nicht 
Yorkoinmen. Ausaerdem giebt Hr. Gierster als ■wahrscheinlich bestebeud eine 
solcbe Relation 11^®* Stufe an, in der^ die Function auftritt. Das vollstandige 
System unserer Relationen ist Yon Hvn. Hurwitz in den Leipziger Berichten 
Yom 15. Dec. 1881 ohne Beweis mitgeteilt. Die Bezeichnungen des Textes sind 
gegenuber den dortigen ein wenig modificiert. 
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EntwicMungen yon Hurwitz (in Crelle^s Journ. Bd. 99, 1885) er- 
wahnen, welche sich an eine schon gelegentlicli genannte Unter- 
fguchnng Eronecker's (in den Berliner Monatsber. voni 19. April 1875) 
anscbliessen. Die Classenzahlrelationen der achten Stufe werden dort 
indessen auf ganz anderem Wege, namlich dnrcli analytisclie Umfor- 
mnng der Reibenentwicldimgen fur gewisse cubiscbe Verbindungen 
der '9’-Nullwerte *^ 2 ? '^ 3 ? gewonnen. Diese Entwicklnngen bleiben 
ihrer Natur nach ausserhalb unserer vorliegenden Darstellung. 



Sechstes Kapitel. 

Von der algebraisclien Darstellnng der Modalarcorrespondenzeii. 

Jm zweiten Kapitel des vorigen Absclinitts haben wir die Auf- 
gabe^ algebraiscbe Correspondenzen auf einer Riemann'scben Flache 
Fn anch wirklich mit algebraischen Hulfsmitteln darzustellen, immerfqrt 
binausgescboben. Algebraiscbe Functionen F{Xj y | von vier 

Flacbenpunkten^ mit denen wir damals stets arbeiteten, wurden dort 
in der That nur erst vermoge der transcendenten Primform definiert. 
Aber bei diesen transcendenten Darstellungen kam das eigentliche alge- 
braiscbe Gesetz, das der einzelnen Correspondenz zu Grunde liegt, noch 
nicbt explicite zur Evidenz, Wir werden demnacb jetzt den einzelnen 
Flacbenpunkt mit Hiilfe eines bestimmt gewablten Systems algebraiscber 
Functionen oder Formen fixieren nnd dann nacb den algebraischen 
Belationen mischen diesen bestimmten Functionen je sweier correspond 
dierenden Fldchenpunhte sucben. 

Nacbdem wir in den ersten Paragrapben einige allgemeine bierauf 
beztiglicbe Erorterungen vorausgescbickt baben, geben wir dann so- 
gleicb zur algebraiscben Darstellung der Modularcorrespondenzen uber. 
Docb bescbranken wir bierbei unser Untersucbungsgebiet von vorn- 
berein, indem wir nur einige besonders nabeliegende Classen von 
Modularcorrespondenzen besprecben wollen. In der Tbat werden wir 
explicite nur die ^168 der siebenten Stufe, sowie die ausgezeicbneten 

Gruppen .und rgg 4 der Stufen 8 und 16 betracbten. 

Bei der werden zufolge der ,,Einfacbbeit^^ der Gruppe 

alle Verhaltnisse die durcbsicbtigste Gestalt annebmen, so dass zur 

Erlauterung der bei der algebraiscben Darstellung der Modularcorre- 
spondenzen eintretenden Gesicbtspunkte die f^gg das zweckmassigste 
Beispiel abgiebt. Indem wir dasselbe etwas ausfubrlicber besprecben 
wollen, werden wir bier am Ende des zweiten Bandes zu eben jenem 
algebraiscben Gebilde JF^gg des Gescblecbtes p — 3 zuriickgefiibrt, 
dessen ausftibrlicbe Tbeorie den Abschluss von Bd. I bildete. 

Die beiden Gruppen fgg und fgg^ sind in bistoriscber Hinsicbt fur 



668 algebraiscke Darstellimg der Modularcorrespondenzen. 

uDsere neuen Fragen die interessantesten. Indem wir namlich behxifs 
algebraischer Fixiernng des einzelnen Flachenpunktes die Modulsjsteme 
l/h' bez. \/h, yV zur Benutzung heranziehen, werden die Rela- 
tionen zwiscbeii je zwei correspondierenden Flachenpunkten gerade 
diejenigen iffutiofioilcfh lS^od%il<WQljCichuYiQ&vi liefern^ bei deiien wir sclion 
oben p. 154 ff. ausftihrlich verweilten. Wie wir sebon damals an- 
gaben^ beziehen sich auf diese Relationen der Transformationstheorie 
neben den fruheren Entwicklungen yon Legendre^ Jacobi, Giitzlaff 
namentlicb anch die neueren von Scbroter, Kranse u. A. Indem 
wir bier also mit einem viel bebandelten Gegenstande zu tbun haben, 
muss 6s von allgemeinem Interesse sein, dciss voyi xniscTef TheoTie dev 
]!d.0dulci>TC0TT6Sp0Yld6YlSGVh dUS j^YlS WTdti07l(llefl (rCStdltCYl d&Y J dCObi SCltCfl 

Modulargleichungen die naturgemdsse Auflldmng ihres eigentlichen Wesens 
fanden, wie wir dies sebon p. 156 erorterten ^). Aber aucb urn- 
gekebrt konnen wir vermoge der algebraiscben Hiilfsniittel, welche uns 
zur Hand sein werden, von den aiisgezeichneten Gruppen 
aus eine systematische Beliandlung der irrafionalen Jacobi’ schen Modular- 
gleichungen anbabnen. Die hiermit bezeiebnete Aufgabe bat fiir die 
r 384 Hr. R Fiedler in seiner inhaltreicben Leipziger Dissertation 
(von 1885) bebandelt. Aus der letzteren werden wir weiterbin zahl- 
reicbe Einzelresultate anfiihren, wahrend wir zum Zweeke aller prin- 
cipiellen Uberlegungen, wie sebon bemerkt, lieber an die Gruppe 
ankniipfen. — 


§ 1. Darstellnng einer algebraiscben Pnnetion zweier Elacbenpunkte 
y dnreb algebraisebe Eunetionen von x Oder y allein. 

Die beiden Punkte § und ri dachten wir bei der einzelnen Function 
F(Xj y ri) beliebig, aber fest gewablt, so dass F nur nocb als 
Function der beiden Stellen x^ y zvi betraebten ist. Wir bezeiebnen 
sie in diesem Sinne dnreb F{x, y) und mogen in F{x, y) bei steben- 
dem y eine ^-wertige algebraisebe Function von x besitzen, bei 
stebendem x aber eine /x-wertige algebraisebe Function von y, Mit 
Rucksiebt auf die Verwendung, welcbe wir von F{x, y) zu macben 


Vergl hierzu die oft genannte Programmnote von Elein, Zur Theorie 
der elliptisclien Modulfunciionen , Math. Ann. Bd. 17 (1879), sowie die gleichfalls 
schon gelegentlich genannte Notiz von Hnrwitz, Zur Theorie der Modular- 
gleichungen, Gottinger Nacbricbten von 1883. 

**) tiher eine hesondere Glasse irrationdler Modular gl&ichungen der elUptiscJien 
Functionenj abgedrackt in der Yierteljahrsscbrift der Zuricher Natnrforschenden 
Gesellscbaft Band 30. 
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haben, fiiliren wir jetzt die sebr beschrankende Annahme ein, dass die 
Unstetigkeitspunkte von Fy als Function von Xj unabhangig von der 
besonderen Lage des y sein mogen, und zwar sollen sie etwa bei 
liegen; entsprecbend sollen die Unstetigkeitspunkte von F, 
als Function von y gedeutet^ unabhangig vom besonderen Werte des 
X bei liegen. Weitere Voraussetzungen machen wir liber 

F nicht und werden uns iibrigens hernach thatsachlich tiberzeugen, 
dass die tiber F(Xy y) getrofifenen Festsetzungen bei den Functionen 
F der Correspondenztheorie wenigstens in einigen^ weiterhin zu be- 
zeichnenden, Fallen zutreffen. 

Um eine algebraische Darstellung der von x und y algebraisch 
abhangenden Function F der Flache anzubahnen, gehen wir auf den 
Riemann-Roch^schen Satz zuriick. Zufolge desselben wird bei stehen- 
dem y die Function F{Xy y) homogen und linear mit von x unab- 
h'angigen Coefficienten in (m — p + + 1) speciellen Functionen 

darstellbar sein^ deren einzelne m-wertig ist und an den m Stellen 
unstetig wird. Es ist aber mdglich, dass fiir die Dar- 
stellung unserer besonderen Function F(Xy y) gar nicht alle 

m — ^ + T -f- 1 

linear unabhangigen algebraischen Functionen mit den Unstetigkeits- 
punkten , . . . , erforderlich sind. Im letzteren Falle werden wir 
die Anzahl der wirklich zu brauchenden Functionen moglichst gering 
nehmen und mogen etwa mit den s Functionen gerade 

ausreichen^ wobei also: 

(1) — jp+r+l 

ist. Dank unserer Annahme , dass die Lage der Unstetigkeitspunkte 
^on dem besonderen Werte y unabhangig sein soil; haben 
wir so fur jedes y eine Darstellung: 

(2) F{x, y) = («) + ••• + 

unserer Function F von Xy ^vobei die i}i(x) die schon genannten Fune- 
tionen von x allein sindy wdhrend die q, , nur noch allein von y 

dbhdngig sein werden. 

Man bemerkt nun sofort; dass algebraische Func- 

tionen der Stelle y sein mtissen. Um die c aber als solche aus (2) 
explicite zu berechneU; tragen wir in diese Gleichung nach einander 
fiir X die s speciellen Stellen x^y...jXs eiu; die nur so ausgewahlt 
sein mogen, dass die 5-gliedrige Determinante | '^h^si) 1 von Null ver- 
schieden ist. Letztere Forderung wird leicht erfullbar seiU; da die 



670 


VI, 6. Die algebraisohe Darstellung der Modularcorrespondenzen. 


rp^(x), ein System linear -imabliangiger Functionen der Plaelie 

sind. Die s Gleichungen: 

F(s:i, y) — ' "f" 


werden wir nun nacii den Dnbekannten , . . . , Cs auflosen konnen 
und finden letztere solchergestalt explicits als Functionen Ton y allein 
dargestellt, wobei als Unstetigkeitspunkte derselben offenbar 
fungieren. Setzt man daraufhin Cj, = Xk{y), so ergielt sich fur F{x, y) 
die DarsteUung : 

(3) F(_x, y) = tiix)Xx(y) + H H ^^{Fjx.(lf) 

durch die Functionen ipiciys) und x^^V) ^ V ullein. 

Man bemerke, class in Formel (3) aucb die s Functionen xiy) 
von einander linear -unabbangig sein mussen. Ware namlieb etwa 
Xs eine lineare Verbindung der voraufgebenden (s — 1) Functionen, so 
batten wir leicht ersicbtlicb aucb in Formel (2) bereits mit (s 1) 
Functionen ijj reicben mussen, unserer Annahme zuwider. Bei dieser 
Sacblage waren wir zur ganzen Zahl s notwendig aucb dann gefiibrt 
worden, wenn wir die Betraebtung nicbt mit den ipifF), sondern mit 
den %k{y) begonnen batten. Die game Zahl s ist somit unserer Function 
Fix, y) eindeutig mgeordnet und gieU einm eigentumlichen Oharakter 
dieser Function meier FldcTienpunJcte an; natbrlich besteben nun zu- 
gleicb die beiden Bedingungen: 


( 4 ) 


(s^m — jg T 

p + r' + l, 

wo r die Anzabl linear-unabbangiger Formen 9 ist, die zugleicb in 
den m Punkten verscbwinden, wabrend x' die gleicbe Be- 

deutung fiir Vit Vs- besitzt*). — 

Die Darstellung der ijjkiss), x^iv) durcb speciell gewablte alge- 
braiscbe Functionen oder aucb algebraiscbe Formen der Flache war- 
den wir jetzt nacb den bezdglicben Eegeln im ersten Kapitel cles vor- 
liegenden Abscbnittes leisten. Nacb p. 488 konnen wir erstlicb ih^ix) 
als Quotient: 


zweier ganzen algebraiseben Formen der gleicben Dimension v dar- 
stellen; dabei warden sicb unter den nv Nulipunkten von auf der 
F„ insbesondere die m Punkte g^-finden, so dass nv'^m ist. 


*) Vergl. fiir die bisberige Entwicklung Clebscb-Lindemann, Yorlesmgen 
iiber G-eometrie, Bd. I vierte Abteilnng, Kap. VIII. 
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Trifft Merbei das Ungleicbbeitszeiclien zu, so mogen die {nv — m) 
ferneren Nullpunkte von Gq etwa Inv genannt werden. 

Neben nnd G^ fiihren wir alsdann nocb die {s — 1) weiteren 
ganzen Pormen: 

( 6 ) = ilJiix) • ^ 2 ) 

fiir i = 2 , • • • , 5 ein. — Ein entsprecbender Ansatz kniipft sich an 
die %{y\ wo wir zu ganzen Pormen der Dimension v gefiikrt werden 
mogen; zum Unterschiede gegen (6) bezeichnen wir letztere Formen 
durch So (^ 1 , 2 / 2 ). • • • 5 . — 

Nunmebr fiihre man die von ^wei Stellen x und y der Fn aWidn- 
gende ganze algebraische Form: 

( 7 ) <J> 1 y^y 2/2) “ 2 /) ’ ^0 (^1; ^2) ■ Sq 2/2) 

ein. Dieselbe wird in den beiden Yariabelenreihen die Dimensionen 
V bez. V zeigen; sie wird auf der Plache nirgends unendiich werden 
und in Anbetraebt des Verschwindens zunachst das Verbalten von 
F{xjy) zeigen; ausserdem aber kommen als Function von x die 
(^nv — m) festen (d. i. von y unabhangigen) Nullpunkte 
binzu und als Function von y gewisse (nv — ^i) feste Nullpunkte 
+ Fur die somit construierte Form 0 aber ergieht die 

vorangeJiende Deduction unmittelhar die Darstellung: 

(8) I yi) ^ G,E, + G,E, + • • • + 


Fiir die Darstellung der einzelnen Formen G^ H konnten wir nun 
weiter jene Regeln in Anwendung bringen, die friiher (p. 489) allge- 
mein in dieser Hinsicht entwickelt wurden. Wir wiirden also vorab 
eine Minimalbasis ganzer Pormen der Flache Fn auszuwahlen baben^ 
um in dieser jede einzelne Form 6r, E in der bekannten Gestalt dar- 
zustellen. 

Ganz analogs Betracbtungen kniipfen sicb an die Darstellung von 
F(x^ y), falls wir die ternare Formentbeorie auf Grundlage einer 
ebenen Curve On gebraucben wollen. Docb setzen wir bierbei der 
Einfacbbeit balber gleicb voraus, dass die Grundcurve On singulari- 
tatenfrei sei, eine Annahme, die aucb den allgemeinen Entwicklungen 
p. 497 ff. zu Grunde liegt; einzig dieser specielle Pall wird spaterhin 
Verwendung finden. 

Wir verfabren nun folgendermassen: Auf der On stellen wir erst- 
licb wieder 'ipiix) als Quotienten zweier ganzen Formen: 


(9) 



(Xj , Xq , 

(^1 J ^2 




der Dimension v dar, wobei wir natiirlicb diese ganze Zabl v moglicbst 
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niedrig gewahlt denken. Die „Curve'' wird alsdann auf der 

Cn erstlich die m Punkte ausschneiden, ausserdem aber 

weitere Punkte • • •? natiirlicli kann aucb der 

besonders einfacbe Pall eintreten, dass nv — m wird, wo alsdann 
ausser den neue Scbnittpunkte der Cn mit nicbt 

eintreten. Neben g^ baben wir jetzt noch die weiteren ganzen 
Formen 5^0 ^2; • • •? welche nach p. 501 wieder ganze 

homogene Verbindungen Dimension Ton sind; wir be- 

zeicbnen dieselben mit Die Bebandlung der %(y) geht 

denselben Weg, und bier moge insbesondere die „Ourve^^ der 
Ordnung hoiyz) == 0 auf der On neben den g Punkten ^1, * . 
nocb die {nv — g) weiteren •• •? aussclineiden. Naeb Ana- 

logie von (7) wird man demnacbst die game^ doppelUerndre Form der 
’ JDimensionen v lez. v in den beiden Variabelenreihen: 

( 10 ) Ct>(%, ^^2, 1 2/2; 2/3) = F {x, y) • goi^^KiV^ 

Jierstellen und hat alsdann filr diese Form die explicite Darstellung: 

(11) <t> {Xi I 2/i) = {x^) h^{yt) + h (^0 \ (2/0 f“ ^^(^0 

in rationaler ganger Gestalt durcJi die Xi und yi. Natiirlicb baben wir 
bei stebendem Punkte y bez. x der Cn in 0 «== 0 die Gleicbung einer 
algebraiscben Curve der Ordnung v bez. v', wobei das eine Mai die 
Xij das andere Mai die yi die laufenden Coordinaten sind, und wir 
gewinnen betrefiPs des Durchsclinitts dieser Curve mit der Grundcurve 
Cn das Eesultat: Bei stehendem y schneidet die Curve 0 = 0 auf der 
On erstlich die Nullpwilcte von F{xyy\ filr diesen Bunht y als Function 
von X betrachtetj aus, uberdies dber werden noch {nv — m) feste, d. L 
von y undbhdngige BunTcte ausgeschnitten. (Zufolge unserer Annabme, 
dass V moglicbst niedrig gewahlt sein soil, lassen sich ubrigens diese 
binzukommenden Nullpunkte nicbt etwa dadurcb verringern, dass man 
bei den gk{Xi) einen gemeinsamen, in den Xi rationalen Factor ab- 
sondern konnte.) Entsprechend wird 0 = 0, bei stehendem x in den yi 
gedeufetj erstlich ivieder die betreffenden Nullpunhte von F ausschneiden^ 
ausserdem aber noch die {nv — ft) Punkte deren Lage von 

X undbhdngig ist 

Waturlicb konnten wir nun aucb die auf eine Raumcurve des 
des u. s. w. gegriindete Pormentheorie zur expliciten Darstellung 
der recbten Seite von ( 3 ) benutzen. Indessen finden derlei Entwick- 
lungen weiterbin docb keine Anwendung und brauchen demnacb bier 
nicbt weiter besprocben zu werden. 
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§ 2. Von der Darstellung der algebraischen Correspondenzen durcb. 
algebraisclie Gleiclixingen*). 

Unter den Functionen y \ 7]) der Correspondenztheorie 

sind es nur die hei den geivohnlichen Correspondensen einer positivcn 
Wertiglieit auftreteiiden F, bei denen die im vorigen Paragraplien uber 
F gemacbten Voraussetzungen zutreffen; dabei sind die niillwertigen 
Correspondenzen denjenigen von positiver Wertigkeit zuzureclinen. 
Man wolle sicb namlicli vermbge der transcendenten Darstellung des F 
riberzeugen, dass die Unstetigbeitspunkte von F, als Function von x 
angeseben, sowobl bei singularen, wie bei negativ-wertigen Correspon- 
denzen keineswegs von y unabbangig sind; bier also trifft die *wesent- 
licbe Voraussetzung der Entwicklung des vorigen Paragrapben nicbt 
ein. Wir werden demnacb zuvbrderst einzig von den Correspondenzen 
einer Wertigkeit w'^0 bandeln und fiir deren Darstellung iibrigens 
gleicb die ternare auf eine singularitatenfreie ebene On gegriindete 
Formentbeorie benutzen, da nur dieser Fall weiterbin zur Geltung 
kommt. 

Nacb den Regeln (10), (11) des vorigen Paragrapben Ulsst sicb 
eine mdl- odor positiv-wertige a-^-deutige Correspondent stets durch Null- 
setzen einer bi-ternaren rationalen ganzen Form | 2 / 2 , 2 / 3 ) 

darstellen, welcbe bomogen von den Diraensionen v bez. v in den 
beiden Variabelenreiben sei. Dabei ergiebt sicb mit Riicksicbt auf 
die betreffenden Entwicklungen von p. 537 fiir den Durcbscbnitt der 
Grundcurve mit dem durcb Nullsetzen von <b entspringenden Gebilde 
das Resultat: Bei stehendem Punhte x der Grundcurve werden auf der- 
selben durch die in den y gcdeutete Curve <^(x^y) = 0 ausgesclinitten: 

1) die a dem x correspondierenden Fimkte y^ 

2 ) iv-fach gemhlt der PunM x selbst, wem% w die Wertigkeit bedeutet^ 

3) geivisse d' feste, von x unabhdngige, Pimkte. 

Dabei v^ird man die letztere Anzabl d' aus der Gleicbung: 

(1) nv = a W W 

berecbnen konnen, Andererseits aber folgt: Bei stehendem Punkte y 
der Grundcurve Cn werden durch die in x gedeutete Curve (i>(xyy) 
auf Cn ausgeschnitten: 

1) die f dem Punkte y correspondierenden Punkte x^ 

2) w~fach gemhlt jener Punkt y selbsty 

3) gewisse d feste, d, i, von y unabhdngige, Punkte. 

*) Siebe bierzu § 9 der aucb in Kap. 2 zu Grunde gelegten Arbeit von 
Hnrwitz iiber algebraiscbe Correspondenzen und das Correspond enzprincip. 

Klein-r'ricke, Modiilfunctionen. II, 43 
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Fiir die AnzaU S kann man dann entsprecliend der Formel ( 1 ) die 
nachfolgende Gleicliniig bilden: 

(2) nv — ^ + d . 

Die Answabl der d bez. d' festen Schnittpmikte ist, iiacli Zahl 
nnd LagCj bis znm gewissen Grade der Willkiir anlieimgestellt:. Aus 
den IJberlegungen des vorigen Paragraplien ergiebt sicb in diescm 
Betraebt folgendes: Filr irgend einen speciellen Punkt y der On lege 
man durcb die correspondierenden Punkte x eine Curve^ welclie die 
Gn zugleich in y selbst ^^;-facb trifft. Eine derartige Curve Gv wird 
sicb, bei binreicbend bocb gewahlter Ordnung v, stets anf mannig- 
faltige Art answablen lassen. Irgend eine particular gewablte Gv wird 
dann nocb fernere d Punkte auf Gn ausscbneiden , wobei ja im spe- 
ciellen aueh d = 0 sein kann. Jedenfalls aber werden diese d Punkte 
aucb filr alle ubrigen y als feste Zusatzpunkte fungieren konnen; denn 
im vorigen Paragraphen waren mit der Fixierung einer einzelnen unter 
den Formen ^07^17 (Is offenbar alle ubrigen eindeutig bestimmt. — 
Ganz unabhangig davon, wie wir die soeben genannten d Punkte 
fixiert haben tnogen, werden wir nunmehr die zweite Reihe der d' Zu- 
satzpunkte dadurcb nacb Zahl und Lage answablen ^ dass wir bei 
speciellem x irgend eine Cy beliebig berausgreifen, welche die a zuge- 
ordneten Punkte auf der Gn ausscbneidet, ausserdem aber im Punkte 
X selbst die Grundcurve w-fach trifft. Wir werden diese Uberlegung 
weiter unten an Beispielen ins einzelne durcbzufiibren haben. 

Um die algebraiscbe Darstellung negativ-wertiger und singularer 
Correspondenzen zu ermoglicben^ werden wir^ wie wir bier beilaufig 
ausfuhren^ die Auflbsung des Umicehrproblems benutzen konnen. Sei 
eine ganz beliebige Correspondenz auf unserer Riemaim'sclion Placbe 
vorgelegt, und seien die zugehorigen p Integralrelationen gog(^ben 
durcli: 

a p 

( 3 ) ^ j,- (Vr) == ^ ^ikjhix) + a , 

r—X 

wobei also nahere Angaben iiber die c,- gar nicbt vorliegeii sollen. 
Man seize alsdaun ein erstes System Ton p Gleicbungen an: 

P P 

(4) ^ ^ Xikjkix) — + d; , 

wo Wj eine gauze positive Zahl oder Null sein soil, die d^, . . . , dp 
aber Constante bedeuten. Auf Grund der Losbarkeit des Uinkehr- 
pvoblems kann man far jeden Punkt x aus ( 4 ) ein System von f zu- 
gebbrigen Punkten angeben nnd wolle iusbesoudere die 
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Oonstantea di so gewahlt denken, dass niclit gerade der xmbestimmte 
Fall des Umkehrproblems vorliegt. In ganz analoger Weise setzen 
wir jetzt ein zweites System zu p Gleichungen: 

p p 

(») ^ 2 xajk(x) — wji (x) + e-i 

Z = 1 X’ — l 

an, wo W 2 wieder eine gahze Zahl ^0 ist und fiir die Constanten 
die gleiche Bemerknng gilt wie fur die di. Zudem mogen wir diese 
Constanten so ausgewaklt denken, dass nicht fiir alle x ein Punkt 
aus der Reihe aiicli in der anderen Reilie 2/1 - j 2//^^ 

sicli findet. 

Die Anwendung der liiermit durchgefulirten Massnakme auf unser 
Problem, die zu (3) gehorende Correspondenz durch algebraisclie Glei- 
cliungen darzustellen, ergiebt sich nun so: Indem man einmal die 
Gleichungen (3) und (4), sodann aber (3) und (5) combiniert, ergeben 
sich die beiden neuen Relationen: 

C£ p 

(6) 2 + 2 == ~ + Ci + , 

r — 1 i = l 

a p 

c?) 2j + 2 “ ~ + Cl + Cl, 

deren jede infolge der wechselnden Werte i = 1, 2, • • •, jp insgesamt 
p Integralrelationen vertritt. Lassen wir nun deni Punkte x der Flaclie 
die {a + p) Punkte 2 / 1 ? • • •} Va, correspondieren, so 

lehrt (6), dass wir damit eine gewbhnliche a^-jS^-deutige Correspondenz 
der Wertigkeit u\'>0 gewonnen haben, wobei insbesondere 
ist. Diese Correspondenz konnen wir nach den im Anfang des Para- 
graphen entwickelten Regeln durch eine Gleichung = 0 darstellen. 
Aber indem wir jetzt zweitens dem Punkte x die (cc + p) Stellen 
2/1 j Va? 2/l^^^ • • •? entsprechen lassen, gewinnen wir eine neue 
gewohnliche Correspondenz von der Wertigkeit die wir durch 

Og = 0 darstellen mogen. 

Hier wird nun von Vorteil, dass zufolge unserer obigen Verab- 
redung betreffs der di^ ei die beiden Punktreihen • • • 5 Vp^^^ 

gemeinsame Punkte im allgemeinen niclit aufweisen. 
Wollen wir liberdies, was uns ja freisteht, eine der beiden Zahlen 
mit Null identisch nehmen sowie bei der Bildung der Pormen 4>i, 
02 Sorge tragen, dass die Zusatzpunkte bei 0^ von den dg Zusatz- 
punkten von 0^ diirchgehends verschieden sind und ebenso die d/ 
Punkte von den so ergiebt sich offenbar das Resultat: Die gan 0 

43 ^** 
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MieUg aufgegriffene Corres'pondem (3) der Fn Idsst' sicli stets in dem 
Sinne rein dnrcli algebraische Gleiclmngen: 

, . I % i Vij Ps) ' 

I ^ 2 ? I Viy ^2) Ps) ^ 

darsicllen, dass lei steliendem PunJcte sc (has. y) die gememsamcn Sclinitf- 
punMe der leiden Cnrven (8) niit der Gnmdcure Cn genau die a (hep:. 
mgeordneten Ptmlde sind. 

Unsere welter folgenden Betrachtungen sollen sich iibrigens niclit 
melir auf den hiermit formulierten allgemeinsten Fall bezielien5 sie 
sollen vielmehr allein noeli die null- und positiv-wertigen Correspond 
denzen betreffeUj zu deren Darstellnng eine einzelne Gleichnng cb = 0 
gentigt. 


§ 3, Von der Willklir der im Falle einer nicht-negativen Wertigkeit 
. eintretenden Grleickiing \ yi) = 0. 

Die nnter (11) § 1 geleistete formentheoretisclie Darstellnng von 
F(sCjy) anf ternarer Grundlage miissen wir jetzt noch weiter durcli- 
bilden. Docli nelimen wir dabei gleich die speciellen Voranssetznngen 
der null- oder positiv-wertigen Correspondenzen wieder anf; wird doch 
dieser Fall knnftig allein zur Anwendang gelangen. 

Es sei also eine Correspondenz einer Wertigkeit ^ ^ 0 gegeben, 
die «-/3-deutig sei. Wir werden dann in dcr vorhin beschriebenen 
Weise durcb Benntzniig zweier speciellen Punkte a? ~ | nnd y = ^ 
zwei Eeiben von d bez. d' Zusatzpunkten ansfindig maclien, nra darauf- 
bin nnsere Correspondenz in gleichfalls schoii bezeiclmeter Art durcli 
eine algebraische Gleicliung: 

( 1 ) ^ , « 2 , ^>^3 I 2/3) = 0 

darznstellen. Hier bemerke man nun, dass der rationale Ausdruck 
1 yi) selbst nacli Festlegung der d + d' Znsatzpunkte im allge- 
meinen noch keineswegs eindeutig bestinimt ist. Man bilde namlich, 
wenn f = 0 die Gleichnng der Grnndcurve Cn ist, von <P 

aus die nene Form: 

(2) <P' (X; I Pi) = C‘<t>(Xi\ Pi) +, f{Xi) • (Xi I «/,) + f (pi) ■ y.i{Xi | pi) , 

wo € eine von Null verschiedene Constante ist, die /j, solche 

in jeder Variabelenreihe horaogene ganze Ausdriicke sind, dass die 
reelite Seite von (2) Homogeneitat in den Xi sowie in den yi zeigt. 
Derartige mit f verschwindende Zusatzglieder werden wir ja stets an- 
bringen konnen, sobald v > n oder ancli nur v > n ist. Offoubar 
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aber wird durch O' = 0 unsere Correspondenz in genau derselben 
Weise dargestellt wie durch 0 = 0. 

Sollen wir nun — immer bei festgehaltenen d + Zusatzpunkten 
— die Gleicliung (1) als eine zugeliorige Gorrespondensgleicliung benennen^ 
so Uisst sich diese Gleichung, wie wir gerade sahen^ in den genannten 
Fallen n bez. v' > n in sehr verschiedener Weise auswahlen. 
Wir miissen aber geradezu fragen, welches die allgemeinste Gestalt 
der Correspondenzgleichung bei Gebrauch jener einmal gewahlteii 
Zusatzpunkte ist. In diesem Betracht gilt nun der wichtige Satz: Die 
Unix Seite der allgemeinsten migehorigen Correspondemgleicliimg ist in 
deni particular geivdhlten Atisdruch O stets in der Gestalt (2) darstellhar. 

Ziim Beweise dieses Satzes durfen wir uns nicht darauf berufen, 
dass die Regelii des § 1 zur Bildung der Correspondenzgleichung 
immer nur auf ein in der Gestalt (2) darstellbares 0' zu flihren ver- 
mogen. Es kbniite ja vielmehr sein, class wir auf ganz anderem Wege 
fur unsere Correspondenz samt jenen d -f- Zusatzpunkten eine Dar- 
stellung vermoge einer Form (xi\y^ erhalten konnten, welche eben 
nicht die Ausdrucksweise (2) gestattet. Wir miissen demnach hier 
etwas weiter ausholen und wahlen zuvorderst; einer sehr gewohnlicheu 
Operationsweise der Theorie der ternaren Formen auf algebraischen 
Curven folgend; unter alien von 0 aus in der Gestalt (2) erreichbaren 
Formen eine ganz bestimmte aus"^). 

Bei dieser Untersuchung bemerken wir vorab, dass unser vorhin 
formulierter Satz ganz unabhangig von der Auswalil des Coordinaten- 
dreiecks Xt ist. Dieserlialb durfen wir annehmeii; dass die Ecke 
0 nicht auf der Cn gelegen ist. Dann aber wird sich die 
Gleichung der Gn in die Gestalt bringen lassen; 

(3) = g (xi j x^} x^ , 

wo rechter Hand % nicht mehr in Potenz vorkommt. Indem wir 
nun im Ausdruck O ; sofern iiberhaupt v^n ist, x^^ irgendwo durch 
g(xi) ersetzen, haben wir offenbar nach Art von (2) clem O ein addi- 
tives Glied angehangt, welches f als Factor enthalt. Diese Operation 
des Ersatzes von x^^ durch g{Xi) lasst sich nun ofter wiederholen, und 
wir konnen solcherweise von Xj^ alle hoheren als {n — 1)^°^ Potenzen 
zum Ausfall bringen. In gleicher Weise konnen wir auch von alle 


Siebe wegen des Folgenden die beziigliclie Entwicklting in der p. 668 
genannten Dissertation von Fiedler. Die betreffenden "Oberlegnngen sind libri- 
gens genau der Dediictionsweise nacbgebildet, welcbe Hr. N other beim Beweise 
seines bekannten Fundamentalsatzes der ternaren Algebra angewandt hat (cf. 
Math. Ann. Bel. 7). 
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Potenzen mit einem Expoiieiiteu entfernen. Wenn wir also Yor- 
ubergeliencl (1) danu als Normalgestalt der Corresponden^gleiclmng bo- 
zeichnen solleii, falls sicli in cl> von tmd yi Mchstens die — 1) 
ersten JPotenmi fmden, so ist evident, dass die heliehig aufgcgriffene 
Corresjponden0gleichting <i>(Xi 1 yi) — 0 entiveder selbst schon die Normal- 
gestalt besiM'^') Oder doch vermoge der Hegel (2) in diese Gestalt ilher- 
fiihrbar ist 

Jetzt aber gilt zweitens der Satz: Die Unix Seite der Normal- 
gestalt unserer Correspondemgleicliung ist bis aiif einen constanten Factor 
eindeutig hestimmt Um diesen neuen Punkt unserer Deduction dar- 
zuthun, wollen wir der Bequemliclikeit halber niclit-boinogene Scbreib- 
weise anwenden, indem wir setzen: 


( 4 ) 





Die Form <t>, welche die Normalgestalt darbiete, liefere dann die 
Function: 


(5) Y (tv, 0 I tv, d) == aja" ’■ yf 0 (xi \ yi) , 

welche letztere von zwei Stellen (w^ 0) und (w\ 0) der Flache alge- 
braisch abhangt. Fiir diese Function aber gilt die Entwicklung: 


( 6 ) ^ (to, s\ to', s') = ^ to<’0^g„^ r (w, s') , 

(),tr 

wobei fiir den ersten der Summationsbuchstaben, e?, die Ungleicliung 
0 ^ < n besteht 5 w und 0 sind eudlicli durch die irreducibele Re- 

lation f{Wj0) = O verbunden, in welcher w bis auf die Potenz 
ansteigt. 

Man setze nun, es gabe noch eine zweite Normalgestalt (t>' fiir 
unsere Correspondenzgleichung, so wird die zugeliorige Function: 

(7) Y(w, s 1 w, s') == ^ W’S^go, t(w', s') 

a, t 

fur jedes besondere, in Ubereinstimmung mit f = 0 gewahlte, Wert- 
system w — 0 — eine nur noch von dem einen Piinkte (w^ 0 ) 

abhangende algebraische Function der Fn darstellen, welche mit 
0 1 Wq\ 0 f) in Bezug auf alle Null- und Dnstetigkeitspunkte 
genau ubereinstimmt Die beiden Functionen; 


V (tv, s I O , Y(w, s I Wf,', Sq) 

sind demnach bis aaf einen constanten Factor c mit einander ideutisch. 
Aber eine algebraische Function des durch f(w, s) — 0 definierten Ge- 


Dies tritt insonderlieit stets dann ein, wenn zugleioh v<n und v'<Cn isk 
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bildes laa«t sicb. als lineare gauze Function von mit 

rationalen Functionen von ^ als Ooefficienten, bekaiintlicli nur in einer 
eimigen Weise darstellen (cf, p. 490). Es folgt somit, dass fiir jede 
eiiizelne Combination der Zalilwert gleich dem mit 

jeiier Constanten c multiplicierten Zahlwerte ^ 4 ^) ist. Da aber 
0 Q eine beliebige Losung von f— 0 darstellten^ so ist die Identitat 
der algebraisclien Function g'a^r{w, 0 ) mit cgo,t(w,0) erwiesen. Nun 
linden sicb in den Ausdriicken g'j g (zufolge der Normalgestalt) von w 
nur die Potenzen w, es wird also geradezu der rationale 

Aiisdmch ga^^ durcb Multiplication mit g in den Ausdruck ga,^ iiber- 
gehen. 

Indem wir zur bomogenen Scbreibweise zurtlckgehen^ ergiebt sicb 
in der That der Ausdruck (t>(x, | y,) in der Normalgestalt als bis auf 
einen Factor c eindeutig bestimmt. Da aber jede unserer Correspou- 
denzgleichungen durcb die Massnabme (2) in die Normalgestalt uber- 
gefiihrt werden konnte, so ist endlicb erw-iesen, dass mcli einmal aus- 
gcwdhUen d + Zusat^punkten jede mogliclie Correspondemgleichung aus 
ciner tmtcr ihnen nach der Hegel (2) ableitbar ist Speciell aber ergiebt 
sicb: Ist V a n und ^iigleich v <i so giebt es his auf einen constanten 
Factor nur eine Form 0 {x^ | ^ toelchej mit Nidi identiscli geseUt^ 

imsere Correspondent in hcteichnetcr Weise darstellt 


§ 4. Answahl der drei speciellen im folgenden zn behandolnden 
Classen von Modularcorrespondenzen. 

Nacb den voraufgebenden allgemeinen Entwicklimgen wenden wir 
ims nunmebr zur algebraischen Darstellung einiger besonderen Modular- 
correspondenzen. Dabei werden wir sogleich eine sebr weit gebende 
Besclirankung unserer Untersuchung eintreten lassen, indem wir erst- 
lich bebufs wirklicher Bildung der Correspondenzgleichungen immer die 
tcrndre, auf eine ebene (7» gegrundete, Pormentheorie benutzen wollen, 
wiihrend wir andererseits nur sogenannte SchniUsystem-Correspondemen 
aufnebmen mogen. Wir bezeicbnen aber eine cc-^^-deutige algebraiscbe 
Correspondenz als eine Scbnittsjstem-Correspondenz, falls dieselbe durch 

eine eintelne Qleichung <1) (xi | yi) == 0 der Dimensionen ~ let. — in 

den Variabelenreilien rein dargesielU tvcrden hann. Hierin liegt eine dop- 
pelte Besclirankung unseres Dntersucbungsgebietes : Einmal namlicb 
muss io = 0 sein^ d, h. tvir haben unsere Beispiele unter den mdlwertigen 
Correspondenmi aussusuchen; sodann muss es moglicb sein, ohne Zu- 
hulfenalime irgcnd welclier 8 bet. d' ZusattpunMe die Gleichung d> — 0 
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011 bilden. Uber diese beiclen Gesichtspimtte haben wir sogieicb aus- 
fuhrliche Discussioneji anzustellen. 

Wie man weiss, lasst sicb das Polygon jeder Untergruppe 
durch zweckmassige Auswahl zugehoriger Moduln auf eine ebene On 
eindentig beziehen. Aber wir wissen, dass in keiner Weise bei alien 
Gruppen die erweiterte Transformation Ordnung zu cb('ii^)-ct> (;/.)- 
dentigen Correspondenzeii Mirt (nnter <i>(n) stets die Teilersumme von 
n verstanden). Indem wir vielmebr selbstverstandlich sofort als 
Congnien 0 gmp]pe annehmen^ moge sie iiberdies in der gesamteu Modal- 
gruppe misge^eichnet sein, damit wir von voniberein jenen mulisanien 
Untersucliungen tiber Reducibilitat der Transformationsgleicbungen aiis 
dem Wege gehen^ die uns friilier (p. 86 ff.) ausfiihrlicb besebilftigten. 

Endlich aber wolle man bemerken, dass wir seiner Zeit bei den 
Modulargleichnngen der Ikosaederirrationalitat g guten Vorteil aus ge- 
wissen invariantentheoreHschen Schlussweisen zogen, welclie letztere auf 
dem Umstande basierteii, dass § sicli gegenuber alien Modulsubstitu- 
tionen linear reproducierte. Wollen wir auch bier im ternaren Ge- 
biete derartige Hulfsmittel der Tnvariantentheorie in moglicbst weitem 
Umfange zur Verwendung bringen, so mllssen wir die Curve On fc!o 
auswahlen koniieU; class sie den ft bezuglicb inaquivalenten Mocliil- 
substitutionen gegeniiber ft Collineationen in sich erfahrt, 

Und nun kennen wir tlberhaupt nur drei Gruppen welche die 
bis jetzt geforderten Eigenschaften in sich vereineu; es sind: 

1) die IIauptcongm€n 0 gnippe siebenter Stufe fj^s Aem Modul- 
system der 

2) die aiisgezeicJinete achter Shtfe mit dem (nicht-homogen ge- 
schrieienen) System 7 / 2 , j/l — A, 

3) die msge 0 eklinete der scdmhnten Stufe mit dem Modidsystem 

yi, 

Auf diese drei Gruppen soli unsere Untersuchung somit einge- 
schrankt bleiben, wie wir ja schon in der Einleitung zum vorliegenclen 
Kapitel aDcIeuteten. Die zugehorigen Curven gehoren fur die Fillle 
l)j 2) der vierten^ im Falle 3) der achten Ordnung an, ihre Qlei- 
cliungen sind: 

1) Fiir die Tigg: 

(1) 4- 3/^2 + «2®«'i = 0 ; 

2) fur die 

(2) 0 ,^ -p V + = 0 , 

wo; 

(3) 
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3) fiir die Pgs^: 

(4) 

wobei gesetzt ist; 

7ti 

(5) ]/A : |/l — A : 6® = ’ h' 


Die Gestalt der Collineationsgruppe der Curve (1) ist uns von friiher 
her sehr hekannt (vergl. z. B. I p. 705); die Oollineatioiisgruppen 
Cr.jy und Cr 384 sind aus den Gleichungsformen (2) und (4) unmittelbar 
ableitbar und die Zuordnung der ternaren Siibstitutionen zu den Mo- 
dulsubstitutionen entspringt leiclit aus dem Verlialteu von X gegen- 
ilber den Erzeugenden 8 und T*). Die Entwicklungen der voran- 
gehenden Paragraphea aber finden auf unsere Curven Cg deshalb 

ohne weiteres Anweiiduag, iveil leMere sdmtlich singularitatenfrei sind, 
Dass dies aber der Fall ist, ergiebt sich aus dem Umstande, dass in 
alien drei Fallen die Gleicliungen: 




== 0 , 




durcli keinen Punkt (<£-’/) zugleicli erfullt sein konnen. 

Fiir alle principiellen Uberlegungen benutzen wir, wie gleiclifalls be- 
reits in der Einleitung erwalint, fortan die Curve der und gebeii 
die parallel gelienden Resultate fiir die Vqq und meist nur olme 
Beweis an. Die ausfuhrliche Behandlung der zur fgg und zur 
geliorenden Correspondenzen findet man in der p. 668 ausfulirlich ge- 
namiten Arbeit von E. Fiedler, die Untersuchung der Modularcorre- 
spondenzen siebenter Stufe ist erst letzthin vom Herausgeber durch- 
gefiihrt worden'*'**'^). 


§ 5. Anssonderung der nullwertigen Correspondenzen bei den 
arnppen r^cg, Tge und r384. 

Wir haben den Begriff der Schnittsystem-Correspondenzen yorhin 
so gefasst, dass dieselben stets nullwertig sein sollten. Es ist sonach 
unsere erste Aufgabe, fiir die eiuzelne der drei ansgewalilten Gruppen 
diejenigen Ordnungen n anzugeben, deren zugehorige Modularcorre- 
spondenzen thatsachlich die Wertigkeit w — 0 aufweisen. 

Indem wir mit der f^gg siebenter Stufe beginnen, werden wir nach 
p. 606 jedenfalls fiir alle quadratisclien Nichtreste n von 7 mit null- 
wertigen Modularcorrespondenzen zu thun baben. Bei den quadra- 

*) Cf. Fiedler, 1. c. pag. 20 u. f. 

Siehe dariiber auch die vorlS.ufige Notiz y,Zur Theorie der Modular- 
correspondens!en^‘ in den Gottinger Nacbricbten vom 5. Marz 1892. 
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iisclien Resten n ist aber die Bedingung flir uullwertige (Jorrespon- 
denzen die, dass die ganze Zalil die wir p. 583 diircli die Formelu 

(5) und (6) definierten, mit Null ideiitisch ist. Dies wird insbesondere 
stets dann der Pall sein, weuii fiir das vorgelegte n eine Darstellung: 

(1) An = r' + Tv" 

in ganzen Zahlen liberliaupt niclit existiert, mid wir wollen die 
Untersucliimg soweit ftihren, dass wir die Reste n olino eine Darstel- 
lung (1) wirklicli ersebopfend charakterisieren. Die liierzu iiotige 
Uberlegung, welche wir nur kiirz angeben, ist iibrigens iliren wesent- 
lichen Punkten nacli in den Elementen der Zahlentlieorie wobl- 
bekannt 

Man nehme erstlicb an, dass fiir das vorgelegte n eine Darstel- 
lung (1) thatsacblicli existiere, und benenne den grossten gemeinsamen 
Teller cler darstellenden Zablen tj durcli r. Es wird dann An offen- 
bar durcli teilbar sein, und indem wir sclireiben: 

(2) I = n = ^ 


Die Zahl % ist relativ prim gegen ^ (weil sonst t niclit der grosste 

gemeinsame Teller von ware), und infolge dessen konnen wir 
sebreiben: 

( 8 ) ■ -7 = ©“, 

SO dass sicb als erstes Resultat ergiebt: Soil erne Darstellung von An 
in der Gestalt (1) mdglich sein, so mtiss wenigstens ein ([uadratischer 

Toiler von An existieren, fiir tvelclien — 7 quadratiscJier Rest von ^ isL 

Man nebme jetzt umgekebrt die biermit formnlierte Porderung 
als erfiillt an und wird dann eine ganze Zahl m angeben konnen, 
welcbe der Congruenz: 

(4) — 7 = {moA. 


geniigt. Diese Zabl m wird man zudem als ungerade annehmen diirfen; 
denn falls ^ geracle ist, wird ja zufolge (4) sicber m=l (mod. 2) 
seinj ist bingegen ^ ungerade, so darf man m mod. 2 beliebig wahlen. 
Demnachst sebreibe man die Congruenz (4) in die Gleichung uni: 

/c;\ rr „ 2 7 . I 

(5) _ 7 = Z = ^2 _ 4 


wobei wir u ==■ 1 setzen, falls bereits n durcb teilbar ist, wabrend 


') Man vergl. z, B, Diricblet-Dedekind, Zahlentheone (3*® Aufl.) p. 143. 
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sonst <5 = 2 sein soil. Im letztereu Falle ist r iiotwendig gerade, 
iind ist entweder angerade oder das Doppelte eiuer ungeraden 

Zalil; eben deslialb wird filr <5 = 2 zufolge m = 1 (mod. 2) die Zalil 
I durcli 4 teilbar sein. In jedem Falle haben wir sonach in: 

(6) (P, 

eine gansBalilige bindre qiiadratisclie Form der Determinante JD — 7 
gewonnen. 

Von hier aus ist es nun leicht einzuseben, dass die Bedinguug, 
— 7 sei Rest von aucli hinreichend filr die Bxistenz einer 

Darstellung (1) ist. Man erinnere sicli namlicli, dass es iiur eine Classe 
von Formen (P^ Q, 11) der Determinante P = — 7 giebt. Dieser- 
balb wird die in Gleicbung (6) vorliegende Form mit der reducierten 
Form (1, 2) aquivalent sein, und es giebt insbcsondere zwei ganze 

Zablen y, welche der Bedingung genligen: 

(7) = + + 

Sotzt man daraufhin: 

2x + ij = %, y = = 1 , = 

SO genugen die beiden ganzen Zalilen rj thatsaclilich der Bedingung 
(1). Wir haben somit das Resultat gewonnen: Stets nnd nitr dann 
wird es ivenigstens eine Darstelhmg (1) gehen, ivenn ein soldier qiiadra- 
tisclicr Teller von 4n existiert, dass — 7 quadratisdier Best von 

Der letzteren Bedingung konnen wir aber noch einen einfachereu 
aritlimetischen Ausdruck verleihen. Wir zerlegen zu diesem Ende n 
in seine Primfactoren n = . . • nnd bringen dann ein paar Satze 

aus der Theorie der quadratischen Reste in Anwendung. Verstehen wir 
unter q einen Primfactor von n der Gestalt: 

(8) q=:7h + d Oder = 7 7^ + 5 oiev = 7 7^ + 6 , 
so wird erstlich zufolge des Reciprocitatsgesetzes: 

sein. Die hochste in n eingehende Potenz q^ von q wird demnach im 
quadratischen Teiler von An enthalten sein milssen, weil sonst q 
noch in An%~“^ enthalten ware, worauf alsdann — 7 nicht quadra- 
tischer Rest von Ant~^^ sein konnte, Der Exponent v von q muss 
demgemass eine gerade Zahl sein. Trifft <iie somit formulierte Be- 
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(liiigaiig fiir alle jene Primfactoren von n die eine Jer Gestalteii 
(8) liaben, so wird man so wahlen komien^ dass die giuize Zalil 
nochi quadratisclie Meste d von 7 zu Primteilcrn liat. Daiin 
aber wird wiederuni nacli bekannten Satzen aus der Tbeorie dor qua- 
dratischen Reste — 7 Rest von sein*^’). 

Indem wir dieses Ergebnis beiiutzen bez. iimkeliren, erlialten wir 
als Antwort auf die eingangs aiifgeworfene Frage: Wir Jiahen mill- 
wertige Modiilarcorrespondemen siehenter Stufe Ordnung 

1) fur alle quadratisclien Nichtreste n, 

2) filr alle diejenigen quadralischen Meste n, in denen tvenigstons 
eine mod. 7 mit 3 oder 5 odor 6 congniente MriniMhl q in linger ad or 
(Mchster) Foten 0 entlialten ist 

Analog, aber nocb eiiifaclier gestaltet sich die gleiclie Uiitcr- 
sueliung fur den Pall der wo die in Betracht kommende Eiit- 
wicklnngsfunction %(ii) dnrcli die Formeln (11) und (12) p. 51)1 definieri 
ist. Die Ordnung n ist jetzt ungerade, und es gilt zu entscheiden 
waun Darstellungen n — nicht moglich sind. Dabei kommt 

uns wieder zu statten, dass es fur die Determinante D = — 4 niir 
erne Formclasse giebt (cf, I p. 249), und wir finden leiebt das Resultai: 
Die mr Ordnung geliorenden Ilodnlarcorresjpondenzen der sind 
Hulhvertigp falls ivenigstens eine Primmhl der Gestalt (4 A + 3) eooistiert, 
dere^i hochste in n aufgelicnde Toten^ einen ungeraden Eccjgoncntcn aufioeist 
^ . Es soil aucli nocb das Resultat angefubrt werden, welcbes Hr. 
Fiedler im dritten Kapitel seiner gen. Abbandlung fur die Gruppe 
durcb ausfuhrlicbe Darleguug bewiesen hat. Reduciert man in 

n = . q^/. . . . 

alle Exponenten v modulo 2 auf ihre kleinsten, niebt negativen Iteste, 
so moge dabei n in tibergeben, eine Zabl, die dann quadratisclie 

Teller > 1 niebt mebr aufwcist. Da n ungerade ist, so werden sich 

die Primfactoren von n oder mod. 8 auf die vier Zahlclassen 1, 3, 
5, 7 verteilen, und es mr^gen die in diese vier Classen entfallendeii 
Anzablen von Primfactoren der Zabl bez. durcb a, h, c, d bezeichnet 
sein. Man hat alsdann nuUwertige Gorrespondemen: 

hei M = 8A + 1 ^ falls c + <7>0, !) + (?> 0, 
hei n — Sh + 3, falls c + (? > 0, 

iei n = Sh + 5, falls 6 + > 0, 

wahrend hei n ~ Sh W nuUwertige Corresponden^en vorliegen. 


•) Siehe Diricklet-Dedekind, 1. c. pag. 87. 
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Die vorstehenden Erbrterungen bezogen sicb durcbweg auf er- 
iveiterte Transformation Ordnung; die Correspondenzen, ftir welclie 
unsere Angaben gelten, sind sonach stets dann reducibel^ wenn n 
quadratische Teiler > 1 aufweist. Man kann fragen, was sich iiber 
die Wertigkeit der irreducihelen Correspoiidenzen Ordnnng anssagen 
lasst, wenn jene reducibele Correspondenz zufolge der voranfgehend 
entwickelten Regeln nnllwertig ist. Aber es waren die fur das Anf- 
treten nullwertiger .Correspondenzen an die Zabl n zu stellenden 
Bedingungen ganz nnabhangig von etwaigen qnadratiscTien Factoren 
des n. War demnach die reducibele Correspondenz Ordnnng null- 
wertig, so muss das gleicbe von den „reducibelen^‘^ Correspondenzen 

aller Ordnungen “ gelten, wo -f" die quadratischen Teiler von n durcb- 

lauft, Es folgt hieraus leiclit, dass heim eimelnen n mit den reducihelen 
Modularcorrespondemen immer aucJi die irreducihelen nnllwertig sind, 

§ 6. Allgemeines iiber Scknittsystem-Correspondenzen. Anssonde- 
rung derselben bei den Cuirven C/4 nnd Cg der Grnppen 

Unter den niillwertigen Correspondenzen liaben wir jetzt zweitens 
diejenigen auszusondern, welche auf den drei Curven des § 4 iin Shine 
von p. 679 Schnittsystem- Correspondenzen sind. Hierbei ist eine 
wichtige Beinerkung vorauszuschicken: Wdhrend die Wertigheit eine von 
rationaler Transformation gan^ undbMngige Eigenschaft einer Gorrespon- 
dm^ ist, Mngt es selbstverstdndlich durcMus von der partieuldren Ausioahl 
der Curve Cm ah, oh auf derselben die eimelne nullwertige Correspondent 
eine ScJmittsystem-Correspondem wird oder nicht Das Beispiel der figg 
bestatige dies, indem wir einmal n = 3 sodann n = 5 nekmen; im 
ersten Falle liaben wir eine 4'4-deutige, im letzteren eine 6 - 6 -deutige 
Correspondenz^ und beide Male liegt die Wertigkeit w — 0 vor. Bei 
der fiGs batten wir nun neben der C^ der ta nocb die Curve Cq der 
Aa kennen gelernt*, es wird aber die Correspondenz fiir n = 3 nnr 
dann eine Scbnittsystem- Correspondenz, falls wir die ebene C 4 zu 
Grnnde legen, und entsprecbend liefert der fimfte Grad fiir die Raum- 
cnrve C^. eine Scbnittsy stem- Correspondenz. Die betreffenden Gleicliungen 
nebmen unter zweckmassiger Auswabl der Schemata die folgenden 
besonders einfacben Formen an: 

n = 3, 2 / 1^1 + 2 / 2 % + yA = 0, 

= 5, Bo A, + B 4 A, + B,A, + B 4 A 4 = 0, 
wie wir bier ohne Reweis aufilhren. Dass aber die 4-4-deutige Corre- 
spondenz auf der C^. keiiie Scbnittsy stem -Correspondenz sein kann, 
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uud ebenfalls nicht die 6-6-deulige Oorrespondenz auf der G^, ver- 
stebt sich von selbst. Aus den eben mitgeteilten Formeln kann man 
iibrigens nach I p. 731 scbliessen, daas die Correspondenzgleicliung 
ftir m = 3 auf der die Dimensionen v = v' = 2 in den A,; und 
Bj darbieten wird, -wahirend andrerseits die einfaeliste Correspondenz- 
gleicbung fiir n = 5 auf der 0^ nach den namlichen Formeln die 
Dimension 3 in den is wie den y besitzt. 

Nach diesen vorlaufigen Bemerkungen kehren wir zn den drei 
Curven C^, C^, Cg unserer drei Gruppen fft zuriick und haben hier den 
Satz: 1st beim einselnen n auf der Cm eine unter den (i mgelidriyen 
Modularcorrespondensen eine Schnittsystem-Correspondenz, so sind es gleicli, 
alle jx; denn sie alle entstehen aus einer unter ihnen dadurch, dass 
man bei unveranderter einen Yariabelenreihe auf die andere alle ft 
ternaren Substitutionen der zugehorigen Of^ ausubt. Bei Inversion 
geht aber die einzelne unserer Correspondenzen stets in eine der ft 
gleichberechtigten fiber: Haben wif also eine Schnittsystem-Correspondens 
fiir laufende Coordinaten x, so atwJi fiir y. Nehmen wir Beides zit- 
saninien, so folgt aus den Regeln der §§ 2 und 3 : Sei einer nullwer- 
tigen Ordnung n haben wir auf der CU stets und nur dann mit Schnitt- 
sysiem-Correspondeneen su ihun, falls es fur einen Punht s der Cm gelingt, 

die correspondierenden Punhte durch eine Curve der Ordnung 

auf der Cm auszuschneiden. Bei diesen ct)(n) der particularen Stelle 0,- 
correspondierenden Punkten der Cm diirfen wir aber nach dem, was 
voraufgeht, das Schema der Transformation w*®' Ordnung beliebig aus- 
wahlen. 

Wir fuhren nun die Untersuchung zuvorderst fiir die Curven C^ 
und Cg der fgg und r384 zu Ende und wahlen hier als particularc 
Punkte 0 unter Ruc]<gang auf die urspriinglichen Polygonc deren 
Spitzen a — ioo. Die <t>(n) zugeordneten Punkte sind fiir beliebiges cO; 
wenn wir das schon p. 607 gehrauchte Schema benutzen sollen, bei 
unseren Gruppen fgg, 0334 bez. gegeben durch: 

(1) m ^ , o = 5 

Fur 03 = i 00 liommen somit sowohl bei der O4 wie bei der Cg sdintliche 
0(w) zugeordnete Punhte an eben jener Stelle to — too zur Coincidenz. 

Nun sind bei der Werteverteilung von "j/X, "j/l — ;i auf der Ci 
der rgg der Spitze to = t 00 die Coordinaten zugeordnet: 
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und die in diesem Punkte an die zn legende Tangente ist durch 


^ + % - 
_ 0a ' 

1/2 


gegebeii. Dieselbe sclineidet die (7^, wie man leiclit feststellen wird, 
in vier zusanimenfallenden Punkten. Man bemerke auf der anderen 
SeitOj dass die Teilersumme fiir die Ordnungen n mit null- 

wertigen Correspondenzen stets durch 4 teilbar ist. Man braucht^ um 
dies zu sehen, nur auf die Formal ( 6 ) p. 47 zuriickzugehen, wobei in 


Betracht kommt^ dass alle Zalilen wenigstens einen Primfactor der 


Gestalt (2 = 47i + 3 aufweisen. — Indem wir zusammenfassenj werden 
in alien bei uns vorliegenden Fallen die 0 (n) der Stelle cj^ioo auf 
der correspondierenden Punkte y thatsachlich rein ausgeschnitten. 


numlich durch die Curve 


Vi 


iO(w). 


"y^' 2 / 2 y^ der Ordnung 

Bei der zur Gruppe r 3 g 4 gehorehden Curve Cg treffen wir auf ganz 
ahnliche Verbal tnisse. Hier entspricht der Spitze co = ioo ein Punkt 


Tti 

0 unserer Curve achter Ordnung, dessen Tangente, e s ^2 = 0, die 
Curve in acht consecutiven Punkten schneidet. Auf der anderen Seite 
geht aus den am Schlusse des vorigen Paragraphen gewonnenen Be- 
dingungen der Wertigkeit w = 0 hervor, dass bei den fur uns in 
Betracht kommenden n stets <t>(n) durch 8 teilbar ist (cf. Fiedler 
1. c. p. 66 ). Fassen wir also gleich als Schlussresultat zusammen: Alle 
im vorigen FaragrapJien fur die Oruppen fgg und r 3 g 4 angegehenen mtU- 
werligen Modularcorrespondcmen erweisen sicli auf den Curv&n 64 ^ be 0 , 
als Sclmittsystem- Gorrespondemen. 


§ 7. Aussonderung der Sehnittsystem- Correspondenzen bei der O 4 

der Gruppe 

Etwas umstandlicher gestaltet sich die Behandlung der Frage, 
wann sich eine nullwertige Correspondenz siebenter Stufe auf der C 4 
der 0 a als Schnittsystem-Correspondenz darstellen lasst. Als Reprasen- 
tantensystem werden wir, wie sonst stets, dasjenige vom Schema 
fn 0 \ 

\ 0 ^ 1 / welches hier gegeben ist durch: 

(1) F„==(^;5>-.) 

Nehmen wir nun wieder als particularen Punkt 0 die Spitze ca == ^'oo, 
so werden sich ersiehtlich die ct)(^) correspondierenden Punkte auf jene 
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drei Stellen c cler Curve vierter Ordnung verteilen, welche in clem 
Bilcle des reellen Curvenzuges (I p. 702, Fig. 103) die drei Eeken des 
Ooordinatendreiecks der abgeben. Diese drei Punkte wurdeu in der 
citierten Figur Cg, genaunt, und es wird Fi)(^co) den ersien, 
zweiten oder dritten dieser Punkte ergebeii, je nachdeni 

D = + = + 2 oder endlich = + 4 (mod. 7) 

ist. Verstelien wir hiernacli uiiter die Summe aller Toiler von 

welche = + v modulo 7 sind, so ergiebt sicli: Die ct>(n) — 9?^ -f* 9.^ + 9^4 
der Stelle correspondierenden Punlde der Curve vierter Ordnung vcrteden 
sicli auf die Stellen q, Og, c^; und ^war entf alien auf im gan^en (p^, 
auf Cg ebenso 92, auf endlich 94 Punlde, 

Als erste Bedingung fiir das Eintreten eiiier Sclinittsystem-Corre- 
spondenz liaben wir jedenfalls anzngeben: 

(2) 0 (n) = 0^ (mod. 4) , 
worauf wir 

(3) cp(n)==4<? 

setzen. Nun aber ist weiter die Frage nach der Existenz einer ganzen 
Form g(^a) der Dimension zu discutieren, die, gleich Null gesetzt, 
auf der C4 die drei Punkte q, Cg, C5 bez. in den richtigen Multiplicitiiten 
9i? 02 j 04 ausschneidet. 

Man nehme eine derartige ganze Form g{^a) zuvbrderst ak exi- 
stierend an und bilde, unter Aufnahme einer gleich naher zu bestim- 
naenden ganzen Zahl z, von g{0a) aus die algebraische Function: 

(4) F{^a) — ^4-^ • g{0a ) . 

Da die Coordinatenaxen 0a = 0 die Curve vierter Ordnung ausschliess^ 
lich in den Punkten q, treiTen, so wird auch die Function F 

hochstens an diesen Stellen verschwinden oder unendlieh werden 
konnen. Aber man zalilt sofort ab, dass F im Punkte Cg endlich und 
von Null verschieden ist, wahrend bei ein Nullpunkt der Ordnung: 

(5) /c == — 2^4 — <? + 7 , 

bei q endlich ein Unstetigkeitspunkt eben dieser Ordnung liegt'^'). 

Man verfiige jetzt iiber die ganze Zahl oc in der Art, dass h cine 
Zahl aus der Reilie 7c = 0, +1, + 2, +3 wird, und bemerke ilbrigens, 
dass F eine |7;j“wertige algebraische ITunction unseres Gebildes vom 
Geschleehte p — 5 ist, unter j/cj den absoluten Betrag von Ic verstanden. 

Dabei ist natiirlich unter eiueni l^ullpunkte cler negativen Ordnung — v 
ein Unstetigkeitspunkt der Ordnung gemeint. 
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Da aber unser Gebilde p = 3 nielit byperelliptiseb ist, so kami 
S = ih^ niclit vorkommen. Dmwertige algebraische Functionen 
giebt es freilicli; dieseibeu sind aber nach I p. 554 Specialfunctioneix 
mid werden durcli solelie Quotienten darzustellen sem, dass Zahler 
mid Nenner^ fiir sicli gleich Null gesetzt^ in der Ebene der C 4 zwei 
Gerade darstellen, die sich auf der selmeiden. Da ist nun bei der 
charakterisierten Lage der Null- und Unstetigkeitspunkte von F geo- 
metriscb evident, dass wir diese Function nicht als Quotient zweier 
linearen Yerbindungen der ^ darstellen komien; es bleibt somit nur 
nocb die eine Moglichkeit 'k — 0, Setzen wir aber in (5) das bierniit 
erhaltene Resultat 7c = 0 ein und benutzen fur 0 zugleich seinen Aus- 
druck (3), so kommt, wenn wir aucli die Congruenz ( 2 ) nochmals auf- 
nelimen sollen, als notwendige JBedingangm fur die ExistenB der Form 
g (^a) damit als notwendige Bedingungen fiir den Eintritt einer 
ScJmittsystem- Correspondent iei der Ordnung n: 

(m) + 9>2 W + 94 W = 0 > (“Od. 4) , ■ 

9 i(«) + (“lod. 7). 

Aber die liiermit aufgeschriebenen Bedingungen sind frir das Auf- 
treten der Schnittsystem-Correspondenzen auch bereits liinreichend. 
Wir werden namlich, wenn die Congruenzen ( 6 ) besteben, x aus: 

(7) 28x = (p^ — 3^2 + 2(pj^ 
als gante Zalil berechnen und mogen daraufhin: 

(8) g{ta) = 

nack Massgabe von (4) ansetzen. Damit haben wir eine (vielleicht 
nocli nicht ganze) rationale Verbindung 0 ^®^ Dimension der tu gebiklet, 
welche auf der nirgends unendlich wird und nur an den drei Stellen 
^17 ^37 ^5 j^weils in der riclitigen Multiplicitat verschwindet. Als gante 
Form auf der singularitatenfreien muss sich aber der ip ( 8 ) gegebene 
rationale Ausdruck g(tf) notigenfalls mit Hiilfe der Curvengleichung 
f {tf) •■= 0 auch als game rationale Verbindung der ta schreiben lassen 
(cf, pg. 501). Also das Resultat: Eine nullwertige Modularcorrcspon- 
dent sielenter Stufe ist auf der G^ stets und nur dann als Schnittsystem- 
Correspondent darstellbar, wenn ihre Ordnung n die beidm Bedingungen 
(G) befriedigt Die niedersten Ordnungen bei denen wir mit Schnitt- 
system-Correspondenzen zu thun haben, sind daraufhin die folgenden; 

(9) ^ = 3, 6 , 12, 15, 19, 24, 27, 30, 31, 33, 38, • • 

Insbesondere fiir Primzahltransformation n = g haben wir stets und 

Klein-Fricke, Modulfimctionen. 11. 44 
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nur daun Sclinittsystem-Correspondenzeii, weun q eine der Gestalten: 
q = 28h + 3, 2Sh + 19, 28h + 27 

aufweist. 

Haufig tritt in dem durcli (8) gegebeneii Ausdrucke g{0a) boi 
einer der Grossen iSa noch ein negativer Exponent auf; die Ordnungen 
n==19 Oder «. = 31 liefern hierzu Beispiele. Mit Htilfe der Gleiehung 
lassen sich diese Ausdrucke darui aber, wie wir bereits an- 
deuteten, stets vermoge elementarer Rechnung in game rationale Gestalt 
iibei-flihren; z. B. fiir die beiden genannten Ordnungen findet man so : 

^ ^ = 31, == + s/. 


§ 8. Invariaatentlieoretische Hiilfsmittel znr Bildting der Oorre- 

spondenzgleieliungen. 


Endlich noch eine letzte Vorbereitung fiir die Aufstellung der 
algebraisclien Oorrespondenzgleichuiigen bei den drei oft genannten 
Curven: 

Bei der Aufstellung der Modulargleiclmngen des Ikosaeders im 
vierten Kapitel des vierten Abschnitts erzielten wir durcli Heranliolung 
invariantentheoretischer Hulfsmittel eine niclit unwesentliche Abkiirziing 
der Rechnung. Ahnlich liegen die Verhaltnisse bier bei den von uns 
ausgesonderten Modularcorrespondenzen, nur dass naturlich gegen friiher 
diejenigen Complicationen eintreten, welche im Fortgang von der bi- 
naren zur ternaren Invariantentheorie begriindet sind. 

Dass sich die allgemeinen Erorterungen von p. 127 ff. hier sofort 
iibertragen^ wird man leicht uberblicken. Haben wir bei einer unserer 
drei Gruppen fur die Ordnung n eine Schnittsystem-CorrespondenZy 
die durcli | y^) = 0 auf der zugehorigen ebenen Curve dargestellt 
ist, so werden wir zu alien ^ Correspondenzen dieser Ordnung etwa 
dadurch gelangen, dass wir bei stehendem yi die alien [n ioaquiva- 


lenten Substitutionen V unterwerfen. 


War aber B = 

dJ 


das gerade 


zu Grunde gelegte Schema und wendet man auf die und yi bez. 
simultan die Substitutionen V und V an, so wird dadurcli 

unsere anfanglicli ausgewahlte Correspondenz in sich selbst transfor- 
miert. Wollen wir demnach, wie friiher, die Vereinigung von V und 
F' als eine Simultan- SulstikiUon bezeiclinen, so existiert eim gamse 
Gruppe G^i von ^ Simultan-SubstHutionen der durcli O | yi) — 0 dar- 
gesfelltm Modularcorresponden^ in sich. 
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Aber die Verwendung dieses Ergebnisses erfordert bier im Gebiete 
der ternaren Tnvariantentlieorie nqch eine Zwischenbetrachtung. Indem 
wir namlicb auf die biternare Substitution {V,V') ausiiben, 

wird im allgemeinen | nicbt direct in sicb selbst ubergelien, 
vielmebr eine andere Gestalt aunehmen (die natiirlich gleicb- 

falls geeignet ist, gleicli Null gesetzt unsere Scbnittsystem-Gorrespon- 
denz darzustellen). Hier werden nun die Entwicklungen aus § 3 
fundamental; denn es ergiebt sicb aus denselben^ dass die Identitlit 
besteben muss: 

(1) 0' (z, I J/.) == C • CD {zi I 2/i) -1- (z, I \ yd ■ 

Wie wir dieselbe fur unsere Zwecke verwenden wollen, zeigen 
wir am Beispiele der Die der Simultan-Substitutionen lasst 

sicb aus zwei Operationen 8, T bez, der Perioden 7 uud 2 erzeugen, 
die zudem bekanntermassen die Bedingung (ST)^ = 1 befriedigen. Bei 
der Substitution 8 ist der in (2) gemeinte Factor c notwendig eine 
7 ^® Einbeitswurzel, fiir T aber eine 2^®. Das Product beider Einheits- 
wurzeln muss aber eine ebensolcbe dritten Grades vorstellen^ und darum 
sind die zu 8 und T geborenden Coefficienten c einfacb = 1; dem- 
gemiiss sind fur die gesamte G^gg die Coefficienten c mit 1 identisclu 
Wenn wir demnacb jetzt alle 168 aus 0 durcb die Substitutionen 
(F, V') bervorgebenden Ausdriicke zusammenaddieren, so wird eine 
Summe der Gestalt: 

(2) 168 CD(«, 1 yd + fipd ■ I yd + f(yd ■ 72 I yd 

entspringeUj die^ gleich Null gesetzt, unsere Scbnittsjstem-Correspon- 
denz ebenso gut* darstellt wie 1 yi) = 0. Nennen wir aber den 
Ausdruck (2) jetzt gleich selbst wieder 1 2/0; l^ahen ^oir damit 
eine hifemdre Form erreicMj welche bei alien 168 SubsUUitionefi% (F, F') 
genau in sich selbst ubergeht^ die also eine absolute Invariante der Grupjje 
Gigg der Simultan'8ub$titutionen vorstellL — 

Indem wir aucb waiter noch bei der verweilen, werden wir 
zur Verwertung dieses Eesultates eine besondere Untersuchung dariiber 
anstellen miissen, auf wieviel wesentlich verschiedene Arten die Gruppe 
G^gg isomorph auf sicb selbst bezogen werden kann, um solcher gestalt 
alle moglicben Zuordnungen F, V' zu Simultan-Substitutionen zu ge- 
winnen. Hier gestalten sicb nun die Verbaltnisse aufs neue gerade so 
wie bei n — 6 (cf. p. 135), so dass es geniigen wird, kurz das Re- 
sultat anzugeben: F$ giebt uberhaupt nur mei im Sinne von p. 134 ff. 
wesentlich verschiedene Arten ^ die G^g^ isomorph auf sich selbst zu 
bezkhen. An erster Stelle nennen wir den Pall der Gogredicnz^ wo 
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jede Substitution V sich selbst ssugeordnet ist; er liegt fiir die qua- 
clratischen Eeste n Ton 7 vor, wenn wir uns des Schemas 


bcdienen wollen. Zweitens folgt der Pall der ContragTedicnB^ bei welobeni 
den Substitutionen S uiid T bez. uud T zugeordnet sindj dicsei 
Fall kommt fiir die quadratiscben NicMreste n von 7 beim Gebraiicbo 


des Schemas r „ ) in Betracht. In beiden Fallen ist 

\ O5 — y — ny 

iibrigens, wie man sofort bestatigt^ die Coxrespondenz mit sicb. selbsii 
invers. — Von den particularen bierbei zu Griinde liegenden Scliemeii 
gelangt man dann zii den jedesmaligen 167 iibrigeii Oorrespondonzen 
durcli Ansiibung der ternaren Substitutionen auf die eine Varia- 
belenreilie. 


Fiir die Gewinnung der biternaren Pormen 0 ( 0 ? I «/*) im Falle 
der Schnittsystem-Correspondenzen ist biermit ein invariantentheorc' 
tiseber Ansatz aufgestellt. Man hat, nm vollig sy stem ati sell zu ver- 
fabren, sowolil im Falle der ♦Cogredienz, wie in dem der Contra- 
gredienz vorab nacb dem ^^voTlcn 8ystem^^ biternarer Formen zu suclien^ 
die den Obarakter absoluter Invarianten gegeniiber der Gigg besitzen. 
In den Formen dieses Systems ist alsdann 0(0^ | als gauze ratio- 
nale Verbindung derselben anzusetzen. Wir werden dies indessen nur 
an einer sebr besebrankten Zahl von Beispielen n thatsaclilicb durch- 
fiibren^ man vergleicbe den folgenden Paragraphen. — 

Fiir die zu den Gruppen nnd geborenden Ourven 0^ iind 
(7g bat Hr. Fiedler (1. c., p. 74 ff.) bewiesen, dass aucli dort die ein- 
zelne Sebnittsystem-Correspondenz dutch Nullsetzen einer Simultan- 
Invariante rein dargestellt werden kann. Die Anzahl der wesentlicli 
versohiedenen isomorpben Beziehungen der Gruppe (T 334 auf sicb selbst 
ist dabei vier je nacb dem Reste, welcben die ungerade Zahl n mod. 8 
besitzt; insbesondere liegt fur n = 8 A + 1 die Oogredienz^ fiir n = 
8 A + 7 die Contragredienz vor, wabrend man die beiden iibrigeii 
Moglichkeiten !^^==87^4:5 etwa als Falle der Digredienz bezeichnen 
wird. Bei der G-qq bat man wieder nur die mei Falle der Oogredienz 
und Contragredienz zu unterscheiden, und zwar je nachdem 47^ -j- 1 
Oder 3 ^ == 4^ + 3 ist. — 


Hinzuzusetzen baben wir noch, dass die invariantentheoretischon 
Principien einmal bei grosserer Variabelenzahl, andrerseits aber aucli 
fiir die Correspondenzen von ni.cbt-versehwindender Wertigkeit ihre 
Bedeutung keineswegs vollig verlieren. Mbgen wir im letzteren Be- 
traebt bier ein Beispiel anfllhren; welches wir wieder der siebeiiten 
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Stiife entnelimen. 


Die bei n = 4 zum Schema 



gehorende 


CorrespondeDz besitzt die Wertigkeit 2, und sie ist 6-6-deiitig. Die 
Aiisdehnung der Uberlegiingen der §§ 2, 3 auf diesen Fall ergiebt 
ieicht^ dass wir die Iragliche Correspoudenz auf der durch eine 
Relation meiten Grades in jeder der beiden Variabelenreihen darstellen 
konnen. In der That hat man, wie wir ohne Beweis anfiihren, als 
fertige Correspondenzgleichung : 


(3) 4- + ^2^22/1 = 0- 


Dass wir aber hier linker Hand eine Simultan-Invariante der vor 
ims haben, ist unmittclbar evident*, sie ist einfach die guadratisclie 
Polare eines Punktes Bezug auf f{^a) — 0 oder aueh umgekehrt 

eines Punktes 0a in Bezug auf /'(j/a) = 0 . Damit ist iibrigens auch 
direct geometrisch oflfenbar, dass fur einen Punkt 0a der 0^ die in y 
gedeuteto Gleichung (3) auf der jenen Punkt 0a immer selbst, 
doppelt gezahlt, ausschneidet^ denn der Polarkegelschnitt eines Punktes 
eincr Curve bertihrt letztere in diesem Punkte. 


§ 9. Anfstellung einiger biternarer Invarianten fiir die 
siebenter Strife. 

Vorsiehende Entwicklungen mbgen nun an ein paar Beispielen 
erlautert werden. Indem wir dabei wieder mit der beginnen, 
sind nach (9) p. 689 die niedersten Palle bei deiien Schnittsystera- 
Correspondenzen eintreten, n — d, 6, 19, 12. Wir haben diese Ord- 
nungen n gleich in eine solche Anordnung gebracht, dass die Dimen- 
sioneii 0 der zugehorigen biternaren Formen d> ansteigen^ man hat 
namlich bei n = 3, 6, 19, 12 bez. die Dimensionen (5 = 1,3, 5, 6, 
(sofern wir uns bei n — 12 auf die irreducibele Correspoudenz be- 
schranken wollen). 

Wir haben die Betrachtung von vornherein um so lieber auf 
diese vier Ordnungen eingeschrankt, als dieselben ausnahmslos zum 
Falle der Contragredienz gehoren. Das voile Formensystem der Si- 
multan-Invarianten der G^qq im Falle der Contragredienz ist aber be- 
reits seit lange durch Hrn. Gordan angegeben worden=^). Wir 
brauchen iibrigens unter den zahlreichen Gliedern des fraglichen vollen 
Systems fiir unsere Zweeke nur jene Formen herauszugreifen, welclie 

Man sehe die beiden bezilglicben Arbeiten Go r dan’s in Bd. 17 der 
Matb. Ann. (1880), sowie namentlicb die der ersten Arbeit beigegebene tabella- 
risebe Zusammenstellung des vollen Pormensystems, 
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in keiner der beiden Variabelenreilien eine Dimension > 6 aufweiseii; 
dad arch verringert sick die Zahl der wirklich zur Geltung kommendeii 
Formen sehr erheblich.’ tTberdies bemerke man, dass j ?/«) bei 

Vertauschung der beiden Variabelenreihen direct in sicli selbst tlber- 
gelien muss. Denn, wie wir die Vorbereitungen getroffen haben, gelit 
die einzelne Correspondenz durch Inversion in sich selbst ilber; dass 
dann aber aucli 0{0a | 2/«) symmetrische Function beider Varia- 
belenreihen angenominen werden darf, folgert man mit Hiilfe eines 
Gedankenganges, wie wir ihn seinerzeit (p. 56) bei den Modularglei- 
chungen /‘(J', /) == 0 ausMirlich gaben. 

Um jetzt die fiir w == 3, 6, 19, 12 zu beiiutzenden Formen wirk- 
lieh. zu bilden, bemerke man erstlich, dass im fertigen Ausdruck von 
1 2/«) in diesen Formen Glieder mit dem Factor 

Oder auch mit f(ya) fortbleiben konnenj denn diese Factoren sind auf 
der Curve mit Null ideiitisch, und andrerseits beeintraclitigen wir, 
indem wir die fraglichen Glieder fortlassen, die Invariantencigenscliaft 
von ^(pct\ya) in keiner Weise. 

Nachst ist die niederste einfach-ternare Form X(£f(Y), wenii 
wir diese Bezeichnung im Sinne von I p. 733 brauchen sollen; die 
Dimension von X(^a) ist 6, unci als fertige Gestalt dieser Form 
haben wir: 

X(2a) = — zlz^. 

Aus den vorausgehenden Bemerkungen kann man ubrigens mit Hiilfe 
der Gordan’schen Tabelle leieht folgern, das X(aa) in den Correspou- 
denzgleichungen immer nur mit X(«/«) multipliciert yorkommt. Als 
erste lei den ausgewahlten Ordmmgen n zu lenuizende Form merJcen ivir 
uns somit fiir die Dimension <7 = 6 an: 

(1) H(^« ly«)==X(^„).X(2/„). 

Demnaehst eutnekmeii wir der Gordan’sclieu Tabello eino Form 
der vierten Dimension in den z^ nnd der zweiten in den y^, wclcho 
wir durch die viergliedrige Determinante definieren: 



j /ll? 

fu> 

Vi 

y„) — 16 

/ 2 I 7 

fli) 

y-1 

/ 4 I 7 

fui 

Vi 



Vi, 

0 


fa,p soli dabei die zweite Ableitung von fizf) nach Za und z^ sein. 
Die ausfukrliclxe Gestalt dieser Form Q>{za 1 i/«) ist die folgende: 
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(2) e{2a I 2/„) = (^1*— (0^*— 4:0^0^0J^) 

+ fe" — V)2/x® + (2^1^/— ^^2®) 2 2/^ 

+ HiVi + ( 2 ^ 2 %® — 22 / 4 «/ i . 

Audi hier folgert man (mit Hillfe der Tabelle) wieder leiclit, class 
nnr das Product 0(^a | 2/a)0(2/a | ^«) fdi* uns zur Geltung kommt^ 
unci iviT merlien uns damit als meite Form ivieder filr die Bimensmi 

(j = 6: 

(?) z(«„ I IJa) = Q(3 cc 1 ya)-Q{ya | ««) • 

liieriiber hinaus konimcn nur nocb die drei Diagonalglieder der 
Gordan^schen Tabelle in Betracbt, welcbe L c. in der symboliscben 
Sclireibweise Ux, fp^ Qj/ beissenj die Dimensionen dieser drei Formen 
sind bez. <> == 1, 3, 5 in jeder der beiden Variabelenreilien. 

Indem wir zu unserer Schreibweise Va zuriickgehen, baben 
wir erstlich an Stelle von in einfacbster ^Veise die bilineare Ver- 
bindimg: 

(4) (^, y) = ^i 2 /i + e^y^ + n^yi, 

die wir den Formen (1) und (3) ohne weiteres anreilien. Dagegen 
wlircle die Umrechnung der E^'ormen 0// aus der von Hrn. Gordan 
gegebenen symboliscben Gestalt in die explicite einen miverlialtniss- 
massigen Aufwand von Rechnung erfordern. Wir wollen der Gordaii- 
scben Tabelle also nur die Angabe entnehmen, dass zwei aquidimen- 
sionale Formen der Grade 3 und 5 existieren, und schlagen ilbrigens 
filr deren Bildung ein directes Verfahren ein. Wir sagen : 

1st g(0o) eine einfach-terndre Invariante unserer von der Di- 
mension (cf + 1), so gewinnen wir in: 

^ ^ dyx ‘ dy^ dy^ 

eine do])pelt-terndre Simultan- Invariante, welclie in jeder Variabelenreihe 
die Dimension 6 aufweist %md iihrigens bei Vertauscliung von y und 0 
unverdndert Ueibt, Ersteres wird sofort offenbar, wenn man nur aus 
der Formel des EuleFscben Satzes: 


(ff + l)-d(0a) == 




+ % 


d 02 


+ ^4 


^9(^J 

^^4 


den (in der luvariantentheorie woblbekannten) Schluss ziehen will, 
dass sicli die drei Ableitungen ^ contragredient zu den 0cc 

substituieren. Man nebme nun g(0a) in (5) einmal mit /*(^a), sodann 
mit der scbon oben benutzten Form X(0a) identiscb und findet soldi er- 
gestalt zwei Simultan - Invar ianten^ welcbe gerade die Dimensionen 
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(^ = 3 uBd 5 in der einzelneii Variabelenreilae aufweisen und die zudem 
bei Vertauscbung beider Reiben in sicb selbst nbergeben. Wir be- 
zeichnen diese beiden Invarianten diircb A{0a 1 2/«) und I 2/«) «iid 
finden ihre explicite Gestalt zu: 

( 6 ) A = ^ {fic 4“ 3^2a4«) iVa + 3j/2a^4«) 7 

a 

(7) B = 4“ ^4(55 lO^a02a^4a) (5j/a2/2 ct: 4" 2^4 oj 102/(j<y2tifl/4rt) » 

05 

Es ist nnn die Sachlage die, dass uns die beiden Invarianten 
A, B die Gordan'scben Pormen fcp imd Qh vollstandig ersetzen. Es 
mtissen namlicb nacb den Gordan^schen Entwicklungen A nrid B in 
den bisherigen Pormen ( 0 , y), f 7 f(fi} Qjff mit Hiilfe constanter Coeffi- 
cienten a,!), a, . , , in der Gestalt: 

A = a/y + l-{s, y)\ 

B = aeB + §Ksa)f{ya) {e, y) + rfp ■ («, yf-}-S‘ (n, yf 

darstellbar sein, wie man aus den Dimensionen der bier in Betraelit 
kommenden Pormen leicht bestatigt. Waren nnn die beiden Coefli- 
cienten a, a nicbt beide von Null verschieden, so entbielte A bez. B 
den Factor y) und miisste mit Null identisch sein, falls wir 

2/1 == == ^4 = 0 

nebmen. Letzteres ist aber weder fiir A nocb B der Fall, und also 
ist a^O und dann aber lassen sicli und aucb ilirer- 

seits dureb A, B, (^; 2/) ausdriicben, 

Sonstige Pormen kommen zufolge der Gordan’scben Tabelle fur 
die vier ausgewahlten Transform ationsgrade nicbt in Betracht, und wir 
babeu demgemilss das Resultat: Die Unite Seite der CorrespondemgleU 
chtmg ist bei den Ordmmgen n == 3, 6, 19, 12 in den fmf Formcn 
( 0 , 2 /), A, B, Z, H rational and gam darstellbar, 

§ 10. Endgiiltige Berechnung der Correspondenzgleichxmgen 
siebenter Stnfe for n == 3, 6, 19, 12. 

Indem wir jetzt fiir die vier Ordnungen = 3, 6, 19, 12 die 
Gleiehungen \ya) = 0 in den funf Pormen { 0 , y)^ A, B, Z, H 
mit numerischen Coefficienten cx:, y . . . ansetzen wollen, benutzen wir 
den Umstand, dass in den drei Fallen n = 3, 6, 19 die betreffenden 
Gleicbungen irreducibel sein mussen; aucb bei n = 12 bebalten wir 
die Beschrankung anf die irreducibele Correspondenz bei, so dass wir 
bier mit einer Correspondenzgleicbung sechsten Grades zu tbun baben. 
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Wir bekommen nun die naclifolgeiiden Anisatze: 


n~6^ A + a • pY — 0, 

= 19; B + a • A • (0, + /3 • {0, yf = 0, 

iind hier konnten wir im zweiten und dritteii Ansatze die Coefficienten 
der ersten Glieder direct gleicli 1 setzen^ denn waren diese Coefli- 
cieiiteu etwa gleicli Null; so wlirden die betreffenden Gleicliungen er- 
vsiclitlicli niclit irreducibel sein. ♦ 

Fiir — 3 liat die Gleichimg bereits fertige Gestalt gewonnen 
und stimmt in der That mit der beziigliclien vorlllufigen Angabe in 
§ 6 tiberein. Ptlr die drei iibrigeu Gleicliungen werden wir jetzt 
weiter iiberlegen musseU; wie wir die unbestimmt gebliebenen Ooeffi- 
cienten a, P, .. . bereclinen mogen. 

In diesem Betracht gelie man erstlich auf die Entwicklungen in 
§ 7 zuriick; wo wir durcli g{0a) diejenigen (t>(n) Punkte der 64 aus- 
sclinitteii; welche dem Eckpunkt 0 ^^ = 0 ^^==^ 0 des Ooordinatendreiecks 
zugeordnet waren. Inzwischen wolle man hierbei nicht uberseheii; 
dass die eben angesetzten Gleichimgen sich auf das Schema 



0 

— y — n 


) 


bezieheU; wahrend der Berechnung von g(0a) in § 7 das Schema 

zu Grunde lag. Die Folge ist, dass 0 (%; I 0? 1; 0) nicht not- 
wendig auf g(0a) direct zuriickfuhrt; sondern moglicherweise auf einen 
jener beiden Ausdriicke, welche aus g(0u) durch cyclische Permutation 
der 0a entspringen. Welcher unter diesen Fallen vorliegt, wird man 
immer in kiirzester Weise dadurch entscheideU; dass man verlangt; 
die rechte Seite der gleich folgenden Identitat ( 1 ) solle gegeniiber S 
dasselbe multiplicative Verh^lten zeigen, wie die linke. ' — Indem wir 
g(0a) in diesem Sinne richtig gewahlt denkeUj besteht eine Identitilt: 


( 1 ) 0 (^ 1 , ^ 2 , g^\ 0, 1, 0) = c- g{gS) + h(ga) -{{Sa), 


WO lh{0a) oine homogene ganze Verbindung (0 — 4)^®^ Dimension ist; die 
natilrlich nur in den Fallen ^ 4 eintritt. 

Diese Identitat liefert uns nun in folgeuder Art eine Anzahl von 
Gleicliungen zur Bestimmung der numerischen Coefficienten ft, , 
in den am Eingang des Paragraphen aufgeschriebenen Ansatzen: Die 
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Formen y), A, , . . uelimen filr den Fall y^ — y^ — 0^ ^ 

besonderen Gestalten an: 

(s, 2/) = ^2, A = B == + 5^1 V — 

Z = %V— H = 0. 

Trageii wir dies in die obigen Ansatze ein, so konimt z. B. fiir 
n == 19 : 

(2) + 5^1^/ — + a(s^^ + + /Is/ 

= C(0/ + — 0,0/). 

Es iritt namlich !^ier eine lineare Form ]i(0a)j mii f(0a) miiltiplicierl-j 
nicht auf; denn alle Terme der Gleicliung (2) iiehmen gegenubcr S 
den Factor an, ein Verhalten, welcFes von keiiiem der drei Pro- 
ducte gilt. Aus der Identitat (2) folgt nun sofort: 

a 4~ /^ + 1 = 3ci: — 10 = C; 5 = — Cj 

5 23 

womit sicli die endgiiltigen Werte a === t ergeben. Aucb 

im Falle n = 6 kommen wir auf dem liiermit skizzierten Wego 
zum Ziele xind findeu a = — 1. Dagegen erhalten wir bei n — 12 
nur erst zwei Gleicbungen fur die seeks unbekannten Zaklen; bier 
also werden wir auf unser altes Mittel zuiiickgreifen, class wir den 
Ansatz | 2/0 ^ ^ ansteigenden Potenzen von r entwickeln 

und dann den Coefficienten jeder Potenz mit Null identisch setzen. 
Auf diesem Wege konnen wir dann aucb in den boheren Fallen 
stets zum Ziele kommen. Freilicb wird es dabei vorkommen konnen, 
dass ein oder mebrere Coefficienten fortgesetzt unbestimmt bleiben, 
wie viele Glieder der Potenzentwicklung nacb r wir aucb beranzielien 
mogen. Dann werden zwiseben den Simultan-Invarianten, aus denen 
wir in jenen hoberen Fallen die Form ^(0u\ycc) aufbauten, algebraische 
Relationen bestehen. Naturlicb wird man, um beim einzelnen ] 2/«) 
derartige unbestimmt bleibende Coefficienten als solche thatsacblich zu 
erkennen, dock immer nur eine begrenzte Anzalil von Gliedern der 
betreffenden Potenzentwicklung nacb r zu untersucken liaben, woruber 
man das Nahere aus den Satzeii fiber die Wertigkeit ganzer Modul- 
formen im Einzelfalle okne Schwierigkeit feststellen wird. 

Die kiermit bezeicknete Complication clurcb das Auftreten alge- 
braiseker Relationen zwiseken den Formen des vollen Systems tritt 
aber in unserem Falle = 12 noch keineswegs auf. Wir bereebnen 
bier also die Coefficienten , okne weiteres in der angedeuteten 

Art und finden iiherJiaupt als fertige Gestalten der Corres^onden^gleichnn- 
gen in imseren vier Fallen: 



n == 
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3, («,2/) = 0, 
w= 6, ^ — (^,yf = Q, 
n = 19, 3B + 5A • {s, yf — 23 (e, yf = 0 , 
n = 12, 45H — 9B • («*, y) — 5A® - 35 A • (^, yf -f 49(s, yf = 0. 


§ IL Mitteiliing einiger Correspondengleicliungeii ftir die G-mppen 

Tge -and r384- 

Fiir die beiden Gruppen 8^®^' und 16^®^ Stufe sind die vollen Systeaie 
der Simultan-Iavarianten in den sauitlichen dabei zu untersclieideuden 
Ifallen durch Hrn. Fiedler L c. abgeleitet worden. Die weitaus 
grosste Anzabl der wirklicb. bereclineten Correspondeiizgleicbungen 
gehbrt aber aucli bier zum Falle der Contragredienz, d. i. bei der 
zii den Ordnungen n = 4:h + 3, bei der Pgsi n ^ Sh 1 . Mag 

es also genilgen^ wenn sicb unser Referafc iiiir auf den biermit ge- 
kennzeichneten Bereicli erstreckt, zumal da wir bei ihm durcliaus die 
einfacbsten Verbaltnisse antreffein 

Bei der Vqq bestelit das voile Formeiisjstem im Falle der Oontra- 
gredienz aiis den drei Verbindiuigen: 

r Ai == %2/i + ^2^/2 + 

(1) A2 == + WJ^yi + WJiV^y 

I Ag = 

der Dimensioiicn <?=1,2;3, Wir erzielen indessen eine Verein- 
fachiiiig der eiitspringenden Gleicbungen, wenn wir die zweite Form, 
A 2 , durcb 

(2) A 2 == Ai^ — 4 A 2 

ersetzen. Hierher gebbrige Beispiele fertiger Modiilarcorrespondeuz- 
gleichnngen sind: 

n = 3, Ai = 0, 

A/ — 16A3 = 0, 

n == 19, — 16A3(4A2 + SA^^) — 0, 

bei deren Ableitung dlircbaus die Gesicbtspunkte des vorigen Para- 
grapben ihre Geltung bewabren. 

Bei der Gruppe r 384 gelangt Hr. Fiedler im Falle n == 8/i + 7 
gleichfalls zu einem vollen System von drei Formeii, die iiberdies ge- 
staltlicb mit den drei Formen (1) genau ubereinstimmen, Sie mogen 
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iiideaseii, der veranderten Bedeutimg der Bij yi entsprechemlj jcM 
Bg; B3 lieissen; und wir liilireii genau wie in ( 2 ) die Form Bg diircli 
die Gleieliung ein. Hier liai nun Hr. Fiedler die 

Berechnung der fertigeu Oorrespondenzgleichungen bis zii selir betraclit- 
Hcben Ordnungen n getrieben; wir reproducieren seine Ergebnisse nacli- 
folgeiid im Tollen Umfange: 

7, Bi = 0 ; 

« = B,B, + 483=^0, 
n — 23 , B^^ — • 4B3 = 0, 

31 , B/ 46183 = 0 , 

= 39 , Bi^B^ + 881^63 — 2OB12B2B3 — I44B1B32 4B/B3 = 0 , 

n = 47 , — 461^63 — 24 BiB,B 3 — I28B3" = 0 , 

n = 55 , Bi^Bg + 861^63 ~ 4OB/B2B3 -- IS • 1981^63' -- 28 Bi'B/B 3 

- 96 BiB,B/ 4B/B3 + 512 B/ = 0 , 

« = 71 , B/ — 84B/B2B3 --- SSB^^B^'Ba — 11261^63*^ - 48B/B3 

— 4B/B3 — 96618283^ — 64 B 3 ^= 0, 

n = 79, 83^ — 4BJB3 — dOBi^B^Bg - 11281^83^ - 112 Bi'^B;^B 3 

-- 13 . 32 8/62832—8461 62363—342882^83^^ + 51261 83^ = 0. 

Von den mod. 8 nicht mit 7 congruenten Ordnungen liat Herr 
Fiedler noeli n =21 und n == 35 behaudelt; doch wolle man die be- 
treffenden Gleicliungen a. a. 0 . naclisehen. — 

In den mitgeteilten Correspondenzgleichungeii liaben wir nun einc 
grosse Keihe jener irrationalen Modulargleichungen Yor uus, wie wir 
sie oben (p. 154 ff.) bereits ausfuhrlich betrachteten. Um dies an 
unseren jetzigen Gleicliungen ausserlicli zur Evidenz zu bringen, mlissen 
wir dieselben imter Einfiihrung von }/l — I etc. in die iiiclit- 
homogene Gestalt umsetzen; indessen gebrauchen wir zum besseren An- 
schluss an die uberlieferten Formeln hierbei statt |/A, l/l — I lieber 
die Bezeichnung ]/A, ]/¥, die wir nach I p. 665 durcli; 

( 3 ) y¥ : 1 : ]/fc = ^1 : e ^ ^ ^ 

defiaieren. Die transformierten Moduln nennen wir, wie sclion Iruher 
(p. 157 ), yjj yVj setzen jedoeh im Gegensatze zu ( 3 ): 

__ QfCi jti 

( 4 ) Vl' ¥ 2 -s^ys‘ 

An Stelle der zunachst bei der Transformation entspringenden ^i, 
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liaben wir solcli^rgestalt 


Hif 

1/2 


iy^ gesetzt. Der hiermit voll- 


vor^ und also 


zogene Weclisel stellt aber eine Operation der 
kommt unsere Massnalime einfacb auf einen Weclisel des Sebemas 
der Transformation zuriick. Der Vorteil aber ist, dass die Producte 






und 




die wir librigens gleicli 


selbst wieder Bg'j nennen, die einfacb en Gestalten annebmen: 


(5) 


B, = yYi + y¥T - 1, 

B/ = \/M¥V - j/M — V¥Y, 

.63 = — 


Den Ausdruck Bg definieren wir naturlicb nacb wie vor durcb die 
Gleichung B^ = — dB^^. Die expliciten Gestalten der zur ^384 

geborenden irrationalen Modulargleicbungen entspringen nun einfacb 
durcb Eintragung der Ausdriicke (6) in die oben niitgeteilten Glei- 
cbungen. 

Entsprechend bat man bei der Tgg die nacbfolgenden nicht-bomo- 
genen Gestalten der drei Eormen A: 


( 6 ) 


= ywi + yw- 1 , 

A/ = yhih'i' —yid — yvr, 
A3 = —yikirT'. 


Hier liefert nun in der That die bei n === 3 eintretende Gleichung 
Aj = 0 die Legendre’ scJie Modulargleichnng aufs neue, die wir auf 
anderem Wege bereits p. 154 gewonnen batten. Die bei n == 7 ein- 
tretende Gleichung B^ = 0 liefert die Gutdaff’sclie Modulargleicliung 
von (3) p. 155. 

Die bei n = 11 fur die Vqq gefundene Gleichung A^^=1GA2 
wollen wir noch durcb Auszieben der dritten Wurzel umgestalten; 
sie liefert alsdann die irrationale Modulargleicliung: 

(7) i/H + yFr + 2y2|/w'W== 1, 

die wir als Correspond enzgleichung derjeuigen ausgezeichneteii Unter- 
gruppe r 3 . 9 Q der Stufe 24 anzusprechen haben^ welche aus der 
durcb Zusatz von entspringt. Man findet weiter in entsprecben- 

der Weise fiir den Transformationsgrad n — 2d von B/ = 4B3 aus 
die Gleichung: 
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(8) 1//cZ + t//c'r + ]/A:yhl¥l = 1 

die wir offeiibar als Correspondenzgleicbung 48^®"^ Stufe zu rubriciereii 
liaben. 

Die Gleichiiiig (7) lasst sicb aus Formeln entwickeln, welclie 
Sell ro ter in seiner p. 158 genannten Sclirift aeguationihus niodti^ 
laribus^^ abgeleitet hat, wahrend die Gleichuiig (8) znerst von TIrn. 
Hurwitz angegeben worden ist^'* **) ). 

Zu der genannten Gruppe der Stufe 48 bez. zu ilirem Mo- 

dulsystem ]/%, ]/&', gehort aucb nocli eine Relation, welche Hi\ 

Hurwitz 1. c. fiir ^ == 47 berechnet hat; dieselbe lantet: 

( 9 ) [2 iYid + ywv — 1 ) - }/4 "yimj 

= 8 (1/^ + l/Fr + 1) — 7 j/i6 |/^r . 

Aus der oben fiir n == 47 mitgeteilten Gleichung lasst sich nacli Ein- 
traguiig der Werte (5) die eben mitgeteilte Formel vermoge einer 
kurzen Zwiselienentwicklung ableiten. — Naturlich stellen die Rela- 
tionen (7), (8), (9) Correspondenzen auf den Raumeurven des 
vor, welche den Modulsystemen Yk, Yk¥ bez. "j/fc, j/Z', ^Ykk' 
entsprechen. — 

Mit den hier behandelten Beispielen ist der Bereich der in Rede 
stehenden Untersuchungen iibrigens in keiner Weise abgesclilossen. 
Wir wiirden zumal durch Ausdehnung nnserer Betrachtungen auf 
Correspondenzen mit einer nicht verschwindenden Wertigkeit zahl- 
reiche neue Gestalten irrationaler Modulargleichuhgen gewinnen. Dock 
mllssen wir in diesem Betracht auf die oft genannten Entwicklungen 
von Schroter, Krause u. A. verweisen. 


Indem wir hiermit nun auch diese letzte Anwendung der Theorie 
der Modulfunctionen abschliessen, sei es gestattet, noch einmal die 
wesentliche Absicht anzugeben, welche deni Ganzen der jetzt beendeten 
Darstellung ziim Grunde liegt. Trotz aller der vielen Einzelunter- 
suehungen, die wir durehzumachen hatten, war es doch iiberall nicht 


*) Die Gleiciiungen (8) und (9) sind bereits oben (p. 157) vorlaufig init- 
geteilt; doch sind damals die numeriseben Coefficienten der dritten Glieder linker 
Hand nnriebtig angegeben worden. 

**) Siehe die betreffende Mitteilnng in den Matbem. Annalen Bd. 17 p. 69 
(1879). Vei'gk aticb Scbrbter in Bd. V der Acta Matb., p. 208 (1884). 
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das einzige und wesentliche Ziel fur ims, in Richtung der Special- 
forsclxung raogliclist weit vorzndringen. Vielmehr sei sofort zugegeben, 
dass Geometrie und Zalilentheorie sowie einigermassen aucli Runc- 
tiouentbeorie und Gruppentlieorie zumeist nur in iliren elementaren 
Teilen zur Verwendung kamen. Aber dass sich alle jene verschiedenen 
Disciplinen in der Tbeorie der Modulfunctionen, wie wir sie ent- 
wiekelteUy zu einem. von lebeiidiger Anschauung getrageiien Gauzen 
organiscb verbindeUj darin vor allein scheint der Wert dieser Tbeorie 
zu besteben. 

Dass librigens diese Art mathematischer Betracbtungsweise^ wie 
sie nun auf die elliptiscbeii Modulfunctionen Anwendung fand, noeb 
sebr viel weitertragend ist, deuteten wir schon einmal am Scblusse 
von Bd. I an. In der That ist es die dort bezeichnete Tbeorie der 
automorpben Punctionen allgemeinster Art, in welehe die Fortsetzung 
unsercr bisherigen Entwicklungen unmittelbar bineinfiibrt. So soil 
uns denn das jetzt Erreicbte zur Grundlage fur die Bebandlung der 
allgemeinen automorpben Functionen werden! 

Freilicb erscbeint unsere jetzige Darstellung nicbt in alien Punkten 
der Verallgemeinerung fahig. Bei den automorpben Functionen allge- 
meinerer Art feblen uns alle jene Hiilfsmittel, die wir fur die Modul- 
theorie aus dem Anschluss an die doppelt-periodischen Functionen 
gewannen. Diese letzteren aber zogen wir (zumal im vorliegenden 
zweiten Bande) gern beran, urn beziehungsreiche Eigenscbafteu der 
Modulfunctionen bervortreten zu lassen sowie auch um concrete Formeln 
zur Hand zu baben. Damit aber entsprangen (wenn es erlaubt ist, 
nocb einmal ein paar Einzelheiten zu beriihren) zwei wesentlicbe Er- 
leichterungen fur unsere Deduction: Einmal batten wir nicbt notig, 
den Existenzbeweis der Function J(g)) von der Abbildung aus vermoge 
Riemann'selier Principien zu erbringen, indem wir ja seinerzeit vielmehr 
von der bereits bekannten Function </(«) aus deren Abbildung anf 
die co-Ebene aufsuchten, Fiirs zweite braucbten wir keine principielle 
Untersucbnngen liber die analytiscben Bildungsgesetze der Modnl- 
formen anzustellen, da uns die Darstell ungen fiir ^ ^ 

sowie spaterbin die Darstellungen der Moduln boherer Stufen dureb 
die '^-Reihen etc. ja unmittelbar von der Tbeorie der doppeltperio^ 
dischen Functionen geliefert warden. Die allgemeine Tbeorie der 
automorpben Functionen entbehrt ein entsprecbendes Hiilfsmittel in 
beiden Hinsichten, Aber man braucbt dies nicbt als einen Nacliteil 
der in Rede stehenden Tbeorie ansehen: vielmehr gewinnt ilire Dar- 
stellung eben dadurcb, dass sie keine Anleihe bei einer ibr an sich 
fremden Disciplin macbt, einon mebr einbeitlicben Cbarakter. 
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Die grosse Breite der bislierigen Darstellung wird tibrigeBS er- 
lauben^ bei der Behandlung der automorphen Pmictioiien weit kilrzer 
und abstracter vorzugelien. In der That sollten ja die Modulfiiiic- 
tionen die Einflihrung in die allgemeine Theorie vermitteln^ iind wir 
wollen sie kunftighin zur Erlaiiterung der allgenieinen Verlialtnisse 
immer zur Hand halten. So mag durch die Ausfilbrlichkeit des vor- 
liegenden Werkes lioffentlich Dieses erreiclit sein, dass Jeder, der in 
die in Rede steheiideii Theorieen. eindringen will, hier alle dazu nbtigen 
Praniissen beisammen iindet. 
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Abersches Theorem fiir die Integrale einer Riemann’scheii PUlche II, 481. 
Aqiiivalenz der binaren quadratischen Formen I, 244, 250. 

— • der Punkte einer Ebene gegeniiber linearen Snbstitutionen odor Substitutions- 
gruppen 1, 184, 217. 

— , relative beztiglich einer Untergruijpe der Modulgruppe I, 310. 

— von Pnnktsystemen auf Riemann’schen Flachen I, 562. 

Algebraische Darstellung positiv“-wertiger CorresiDondenzen II, G73. 

— — iiegativ- wertiger und singularer Correspondenzen U, G76. 

— Formen auf einer Riemann’sclien Fiache IT, 486. 

auf einer ebenen Curve II, 498. 

— Funciionen auf einer Riemann’schen Fiache I, 496. 

— , Darstellung dorselben durch die Integrale zweiter G-attung I, 540. 

— zweier Punkte einer liiemann’schen Fiache II, 668 ff. 

— Gebilde I, 543, Gesamtheit derselben bei beliebigem Geschlechte p 11, 627. 
Ambige quadratische Formen II, 162, 164. 

Automorpho Punctionen, Begriffsbestimmung I, 763, man vergl. auch II, 703. 
Bahncurve einer linearen Substitution I, 166. 

Basis ganzer algebraischer Formen einer Riemann’schen Fiache II, 490. 

— von Correspondenzen einer beliebigen Riemann’schen Fiache II, 549. 
Berfihrungscurven 3^®^’ Ordnung einer ebenen Curve 4^®^' Ordnung I, 716. 
Beruhruugsformen auf beliebiger Riemann’scher Fiache II, 509. 

Bildungsgesetze, fiir elliptische Functionen I, 149 ff., 11, 277 ff., 337 ff. 

— , fur Modulformen erster Stufe I, 151 ff. 

— , fiir Modulformen hoherer Stufe II, 280, 289, 351 ff., 319. 

— , fiir die Integrale erster Gattung von Primzahlstufe II, 572 ff. 

Bilinearprocesse zur Bildung von Moduln hoherer Stufe II, 320 ff. 

Charaktere einer algebraischen Correspoodenz II, 550, 625, 634. 

Classenaiizahlen quadratischer Formen I, 250, 260^, Beziehung derSelben zum Trans - 
formationspolygon II, 171, 189. 

Classeneinteilung der Untergruppen der Modulgruppe I, 362. 
Glassenzahlrelationen, Geschichte derselben II, 202, 635. 

— , erster Stufe II, 184* 

II, 284 soil bedeuien: Zweiter Band, Seite 284. 

Ivloin-Prioko, Modnlfixnclionen. II, 
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Classenzahlrelationfiti, drittei* xind funfter Stufe II, 234, 232. 

— , siebenter nnd elfter Stufe II, 658, 664, 

— , eiaer beliebigen Primzahlstufe 11, 661 ff. 

Cogrediente Systeme biuarer Tariabeleu 11, 131. 

Coincidenzen bei den Modiilargleicliungen II, 174. 

— bei den algebraiscben Correspondenzen 11, 538, 552. 

— bei den Modularcorreapondenzen 11, 610, 630. 

Collineationen der elliptisclien Norinalcurve in sicb If, 242, 2G4. 
Oollineationsgrnppe der ebenen Curve 4^^^^ Ordnung Stale T, 705 It 

Combinations metbode von Schwarz and Neumann T, 514. 

Combination zweier Gruppen, zugehorige allgemeine Gcsichispnnlcie 1, 402. 
Congruenzcharahter der Untergruppen Classe I, 417. 

Congruenzgruppen Stufe I, 388, 400. 

CongL'uenzmodul Stufe, Begriffsbestimmung I, 614. 

Gontragredienz zweier Yariabelensysteme II, 385. 

— , insbesondere bei der ternaren Gruppe II, 693 if, 

Correspondenzen auf einer Itiemann’schen Fl’aclie IT, 520 fT. 

— , Einteilung in singulare and gewbhnliche II, 534. 

Correspond enzprincip II, 621, 639, 553. 

Coi'respondenztheorie, Geschichte derselben II, 518. 

Covariante Processe zur Bildung von Modulformeh I, 119, 733, II, 411. 

Curven in mehrdimensionalen Raumen, Methods des Projicierens nnd Schnoidens 
I, 560 ff., II, 243. 

Gurventheoretische Behandlimg der algehraischen Punctionen T, 557 C,. If, 497. 
Cyclische Gruppen, zngehorige Pundamentalbereiche I, 186 fF. 

— innerhalb der Primzahlgruppe I> 427 ft*. 

Deformation ebener oder raumlicher Piguren zur Erlauterung grui)pent]ioaretischor 
Oder functionentheoretischer Verhiiltnisse I, 77 if., 81, 294, 299, 328. 
Diedergruppen innerhalb der Primzahlgruppe 
Differentialgleichungen, lineare homogene der 2^®^ Ordnung T, 35. 
Differentialgleichung der s-Function I, 63, 97. 

— fiir den Periodenquotienten co I, 63. 

— fur die Perioden co^, coj^ I^ 34, 

Differentiationsprocess zur Bildung von Modulformen I, 117, 616, II, 559. 
Digredienz, bei der Ikosaedergruppe 11, 139. 

Discriminante A, I, 13, l5, Productentwicklung derselben I, 154. 
Doppeltperiodische Punctionen I, 147, insbesondere 

, gruppentheoretische Auffassung ihrei* Theorie 11, 3. 

Doppelverhaltnis 2, als Function von J I, 16, 69. 

— , als Modulfimction I, 305, 613 ff. 

Dreiecksfunctionen, allgemeine Begriffsbestimmimg I, 9.3. 

— , Art einteilung I, 102. 

Dyck’s Satz fiber Gruppenerzeugung I, 456. 

Ebenenteilungen, als Ersatz Riemann^seher Flachen vom Geschlechte = 0 I, 66. 
— , regular -symmetrische dnrch Gerado I, 107. 

JSinheitswnrzeln^ achte in der Transfoiinationsthoorie der <0 - Punctionen II, 29 G. 
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EinliuitBwiirzeln, bei Transformation von j/A, j/A I, 623 ff. 

— , boi Transformation von ]//»;, ]/^' et(3. I, 670 fl’. 

Eisenstein’scbe Iteiben fur und g^ I, 151. 

Eiiix^tisclie Functioneii, Grnndprobleme ihrer Theorie II, 5. 

— Integrale, Normalfoi-men fiir die ex'ste Gattnng I, 22, 

— Normalciirven, I, 568, II, 237 ff. 

Entwicklmigsfunctionen , arithmetisctic, als Coefficienten der Poteniareiiien fax' Mo- 
duiformen und Integrale II, 359, 579 If. 

Erlaubte Abanderung eiues Fundamcntalbereicbs 1, 280, 313. 

Ernie drigiiug der Modulargleicliungen I, 490, 649, 752, II, 427. 

Erweiierung eincr Gruppe durcb Spiegeluugen I, 200 ff. 

— - der Modulgriippe I, 223. 

— der Traasformation Ordnung II, 48. 

— Galois’ sohei Modniproblenie I, 740. 

Erzeugciide Substitutioneu S, T dor Modulgriippe I, 218. 

— — A, B, C der erwcitertcn Modiilgruppo I, 232 
__ — Yon Untergruppen der Modulgruppe I, 315. 

Erzengung von Gruppen aiis gegebenen Snbstitutionen , allgcmeine Gesichta- 
punkte I, 452. 

Exisienztheorom, fiir beliebige Riomann’sche Plachen I, 608. 

— der Modulfuuctionen 1, 588. 

Fixpiinkte einer linearcn Substitution I, 164. 

Elaoheneinteilungen fur grupipentlieoretische odor functionentlicorotiseke Zwecke 
I, 68, 329. 

— , reguUire und symmetrisclie I, 296, 300^ 334 ff. 

Formen, ganze algcbraische auf beliebiger RLemaun’sclier Fjilclie II, 487. 

— , ganzzablige binare quadratiscke I, 243 ff. 

Formenperiode bei binaren quadratiscben Formen posiliver Determ. I, 259. 
Formeiiprobleme der ausgezeiclineten Untergruppen I, 620 ff. 

Formentbeoretische Bebandlung algebraiscber Function en 11, 484 If., 

— — der Integrate der drei Gattungen II, 495 ff. 

_ — ^ auf ternilrer Basis II, 497 ff. 

Formentbeoretiscber Ansatz fur Kesolventen I, 757, II, 54. 

Fourier’scbe Reiben fur doppcltperiodiscbe Functionen I, 150. 
Funciionaldeterminantenmetbode zur Aufstellung von Resolvcnten I, 638. 
Functionen anf beliebiger Riemann’scber Flache I, 543. 

Fundamentalbereiob einer Gruppe linearer Substitutionen I, 185. 

— der Modulgruppe I, 210, 227. 

— einer Untergruppe der Modulgruppe I, 310 ff. 

Galois’scbe Hauijtmoduln I, 602, 612 ff. 

— imaginare Zablen I, 420. 

— Modulsysteme I, 604. 

— Probleme Stnfe I, 607. 

Galois’sclier Satz iiber die niedersten Resolventen 5^®^, 7^®^ und 11^®^ Stufe 1, 490. 
Gauss’scbe Siimmen II, 304. 

Gescblecbt einer Riemann’scben Flache I, 494. 
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Gescbleclit eiuer Untorgruppe der Modulgmppe 1, 340. 

Gloidiberecbtigung der Modalsubstitutionen I, 263 14. 

Gleicbberecbtigte und ausgezeicbnote TJntergmppen I, 268, 288, 316, 590 i\\ 
Gleichungen mit einem Parameter, aligemeine Gesichtapunkto I, 131. 

Grapbiscbe Darstellung linearer Substitntionen I, 165, 

Green’s Satz I, 523. 

Grenze, natiirliclae einer analytisehen Function 1, 110. 

Grundprobleme der Modnllelire I, 139, das gruppentbeorefcisclie 1, 140, das func- 
tionentbeoretische I, 142. 

Gruppen der X^-Siibstitutionen II, 291 IT., 303. 

— der Moduln 11, 313. 

Gtitzlaff’sche Modulargleicbung II, 155. 


HauptcoDgruenzgruppe Stufe I, 388. 

Hauptmodul, aligemeine Begriffsbestimmung 1, 591. 

Hermite’scbe Tabelle fiir V7u, I, 670. 

Hermite’s Satz tlber die ^z-gliedrigen #-Prodncte II, 239. 
Homogene Modalsubstitntioneii und Gruppen 1, 392 £ 
Hyperelliptiscbe Gebilde, Allgemeines I, 571, II, 529. 

— , besondere I, 662, II, 447 £. 

Hypevgeometrisclae Reiben fiir ooj^, cog I, 66. 


Jacobi’scbe Modulargleicbimgen 11, 151. 

— Stoe Tiber Darstellung ganzer Zablen durcli quaterulire Formon U, 3G8 £. 

Idealtbeorie, Znsammenbang mit dem gruppentbeoretiscbcn Problem 11, 591. 
Ikosaeder-Gruppen innerbalb dor Primzablgruppe 1, 479 £. 

Modulargleicbungen II, 150. 

— Irrationalitat iind -Gleicbuug I, 105. 

Problem und Modulproblem, Vergleicb derselben I, 124 ff. 

Teilung I, 106. 

Imaginare Gestalt der Primzablgruppe 4:24. 

Index einer IJntergruppe der Modulgruxipe I, 310. 

— der Haux)tcongruenzgruppe Stnfe I, 397. 

Integralansatz fiir algebraiscbe Correspondenzen II, 525. 

— fiir die Modularcorrespondenzen II, 600 ff., 611. 

Integrale einer Riemann’scben Fliicbe I, 501 ff. 

— der verscbiedenen Gattungen I, 627, 531, II, 476. 

— erster Gattung der Congruenzgruppen II, 572 ff. 

Invarianten der binaren biquadratiscben Form I, 3 ff. 

— , rationale I, 12, irrationale und transcendente I, 4, 30. 

Invariantentbeoretiscbe Bebandlung doppeltperiodischcr Functioiien 1, 2, II, 270. 

— Metbocle bei den Modulargleicbungen II, 127 ft*. 

bei den Modularcorrespondenzen II, 690. 

Inversibilitat der Modulargleicbungen IT, 56, 122, 599. 

Inversion der Classen zablrelationen II, 234. 

Irrationalitaten der regularen KSrper als s-Functionen I, 99, als Modulfunctioneu 
I, 353, 612. 
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Irreducibilitat cler Hodiilargieichuiigen unci CorresponJonzen II, 56, 599. 
iaomorphismus der X^^-Gruppe mit sieb selbst II, 309. 

liiinoiiisches Quersclinittsystem einer Riemann’aclien Flilcliy I, 495. 
Kegelspitzencurve in einem Biindel von Flachen Ordnung 1, 729. 
Xettoubi'UcbentwicldnDg der Mocliilsubstitutiouen i, 220. 

Kreisbogendreiecke, geometrisebe Satze I, 83. 

Kreisverwandtsebaft, directe I, 82, indirecte f, 89. 

Ilngelteilimgen, regulilre I, 72, 76, 104, 106, Ausbreitung in der co -IJalbebcnc I, 354 ff. 

Legendre’ sche Modulargleicbung II, 154. 

Xormalform des cllii>tiscben Integrals erster Gattung I, 25. 

Relation I, 117. 

Metacycliscbe und balbmetacycliscbe Untergruppen Stufe I, 460. 

Minimalbasis ganzer algebraiscber Formen einer Riemann’seben Flacbe 11, 491. 

— von Correspondeiizen einer Riemaun’seben Flacbe II, 544, 549. 
Modulargleichungen der ersten Stufe 11, 54 il‘. 

— boberer Stufe, 11, 103, 118, 147 R*. 

— in irratioualer Form II, 154. 

Modularcorrespondenzen II, 156, allgemeine Tbeorie II, 598 ff. 

Modulfigur, gewobnlicbo I, 113, 234 ff., geradlinige I, 239. 

Modulformen I, 128, allgemeine Definition I, 143, 617. 

— , ganze algobraiscbe 11, 363 ff. 

Modulfunctionen, Begrifisdefinition und allgemeine Eigensebaften I, 142, 585 ff 
Modulgleichung 1, 125, explicite Gestalt derselben I, 154. 

Modulgruppe I, 137, homogene 1, 143. 

Modiiln einer Riemann’sebon Flacbe 11, 528. 

Modulsysteme, voile einer Untergruppe 1, 589. 

Modulsubstitutionen I, 58, 114, 137, bomogene I, 143, 392. 

Modulteilung I, 113, 222, 234. 

Monodromiegruppo einer Transformationsglcicbong II, 53. 

— der Modularcorrespondenzen II, 599. 

Multiplication, complexe der elliptiscben Functionen II, 192. 

— — der Abel’scben Functionen II, 533. 

Multiplicatorgleicbungen erster Stufe II, 72 ff. 

— hblierer Stiifcn II, 105. 

Nicbtcongrocuzmoduln I, 418, 663. 

, Bemerkung fiber ibre Transformaiionsgleicliungen II, 98, 152. 

Niveaulinien einer linearen Substitution T, 166. 

Normalcurven, allgemcincr Begriff I, 664. 

— , rationale, elliptiscbe I, 567 ff., II, 237 If. 

Normaleurve der Functionen <p I, 569. 

Normalintegrale cler clrei Gattungen auf beliebiger Riemann’seher Flacbe I, 528, 
531, IT, 478. 

Octaeder-Gruppen innerbalb der Primzablgruppe 0^4 I? 4-78. 

— ^ - Irrationalitiit und -Gleicbung I, 20, 75 IF. 

Ortbogonalkreis bei den s- Functionen dritter Art I, 109 ff. 
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FelFsche Gleichung I, 263, 260, 

Perioden (Wg I, 28 ff., %, als Modulformeu 1, 122. 

— • Abersclaer Integral e I, 530, 532, II, 479, 497. 

— erster Gattung als Moclnlri des algebraischeii Gcbildes II, 629. 
Perspectivitaten, liarmoniache einer Ebene I, 709. 

Potentiate einer E/iem aim’s chen Flaclie I, 504, 518 II. 

Potenzreilien fur die Perioden co^ , co^ ala Function von cT I, 43 IL 
fill* p{u)^ p' (u) I, 149. 

— fur ganze Modulformen boberer Stufe II, 281, 290, 354 fl. 

— fiir die Integrale erster Gattung Stufe II, 579. 

Primform, allgemeine Tbeorie II, 502 IF. 

Primfoimdarstellimg algebraiacber Funotionen iind Integrale Jl, 511. 

— der Correspondenzen II, 536, 550. 

Primitive Periodenpaare, Begriffsbestimmung I, 29, 58. 

Punktsysteme, aquivalente auf Riemann’seben Pliicben I, 562. 

Quersebnittsystem, kanonisebes einer Eiemann’seben Faclie I, 495. 

Kandwertaufgabe I, 610, fiir kreisformigen Bereicb I, 512. 

Reciprocitlltssatz von Brill und NStber I, 553. 

Reduction ganzzabliger binilrer qnadratiseber Formen I, 249, 258. 

Regulaiitat imd Irreguladtllt der Polygone und Fltlcben I, 319, 333. 

— einzelne Beispiele I, 298 ff., 365, 370. 

Regulaie KSrpier I, 76, 104, 106. 

Reprasentantensystem einer Untergruppe I, 283, 310. 

— fiir Transformation Ordniing II, 39, 45 It*., 105 It*. 

Reprasentation binarer quadratischer Formen I, 246, 251, 257. 

Resolventen der Modiilgleicbung, Allgemeines I, 139, 592. 

— , specielle Resolventen I, 639, 649, 745 ff., 752 ff., II, 427, 440 lb 
Riemann - Roeb’seber Satz I, 549. 

Riemann’sebe Flacben, Allgemeines I, 493, p=0 I, 533, p ^ I 1, 53 G. 

— ■ Normalform des elliptiscben Integrals erster Gattung I, 25. 

Sebaaren aquivalenter Punktsysteme I, 562. 

Scblafli’scbe Modulargleicbungen II, 149. 

s-Funetionen, allgemeiu I, 93 ff., als Modulfunetionen I, 584. 

Sigma-Function I, 155 ff., -Teilwerfce II, 22 fi*. 

Singulare Coordinatenpolyeder bei elliptiscben bTormalcurven 11, 261, 257. 

— Correspondenzen 11, 533. 

— Moduln II, 174 ff., Gleichung derselben II, 190. 

— Riemann’sche Flacben II, 530. 

Smitb’sebe Curve II, 167 ff., fiinfter Stufe II, 205, 

Specialfunctionen auf einer Riemann’seben Flacbe I, 662. 

Spiegelung einer Ebene an einem Kreise I, 85. 

Stufeneinteilung der Untergruppen I, 388 fF. 

Substitutionen, lineare einer Variabeln, allgemeine Untersuebung I, 164 If. 
Symmetrieprincip I, 88, functionentlieoretiscbe Bedeiitung I, 92. 

Symmetrische Polygone und Flacben 1, 300ff., 336, 338,446, fiinotionentbeoretiscbo 
Erorterung I, 696 ff. 
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Teilung doppeltperiodisciier Functionon II, 7. 

Teilangsgleichnng, specielle II, 11, 14 
Teilimgspolygon IT, 20, Basis desselben II, 560. 

Teilweise K-eguiaritat der Fimdamentalpolygone I, 337, Beispiele I, 080, 082. 
Teilwerte doppeltperiodischer Functionen 11, 8, der (j- Function 11, 22. 
Tetraeder-Grnppen innerhalb der Primzahlgrapjpe 

— - Irrationalitat imd -Gleicliung I, 104. 

Thetafunctionen, elliptiscbe I, 169, allgemeine II, 510. 

'J'betarelationen II, 158. 

Transformation, eindeutige einer Riemann’scben Flache in sich T, 298, 334, 603 ff. 
II, 554, der elliptisclien Normalcurven in sich IT, 239 if, 

— der Modulsubstitutionen I, 261, der Untei*gruppeu I, 315. 

— Ordnung der elliptischen Functionen IF, 37, 44, 84 ft'. 
Transformationsgleicbungen IT, 52 IF., 99 ff. 

Transformationsketten, Jacobi’sche II, 111. 

Transformationspolygon II, 40, 71. 

Umkelartlieorem, fur beliebige Riemann’sclie Flilehe 11, 512. 

Tertauscbbarkeit vou Parameter nnd Argument bei don Intogralen dritter Gat- 
tung IT, 479. 

Verzweiguugssatz I, 346. 

Verzweigungssclicma ausgezeichncter Congruenzgrappen TI, 416. 

Weierstrass^scbe Normalform des elliptiscben Integrals crstor Gattnng T, 24. 
Wertigkeit einer algebraiscken Function I, 497^ einer Modul function oder Form 
' I, 588, II, 363. 

— einer algebraiscken Correspondenz II, 521. 

Wertigkeitssatz der Modnlformen II, 363. 

Wiederholte Transformation, Griippe derselben II, 109. 


Zusiitze uiid. Verbesserungen. 


Erster Band. 

p. 155, in Formel (4) ist im letzten Gliede statt zu setzen. 

p. 158, in Formel (2) ist im Exponcntialfactor’l statt zu setzen. 
p. 161, in Formel (5) linker Hand iiberall an Stelle von co im Argument der 
-O’- Functionen zu setzen. 

p. 162, in Formel (6) linker Hand riberall tc an Stelle von 1 im Argument der 
-O’ - Functionen zu setzen. 

p. 251, der nack Steplien Smith durckgefiihrte Ersatz einer quadratisclien Form 
positiver Determinante diircb den zugehorigeii Halbkreis der co-Halbebene 
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ist dem Wesen nacli bereits friiher durcb. Hrn. Hermite aiifgestellt unci 
zu vielfachen Anwendungen benutzt worden. Hermito weist iilimlicli der 
einzelnen Form positiyer Determinante -unendlicTi viele Formen der gleicbon 
negativen Determinante als barmoniscb zu, und zwar sind die letztcren 
Formen (um es in unserer geometrischen Ausdruckswcise zu sagen) alle 
jene, deren reprasentierende Pankte auf dem in Smith’s Sinne zur vor- 
gelegten Form D > 0 genorenden Halbkreise liegen, Wegen der Her- 
mite’schen Behan dlungsweise vergl. man z. B. die bezuglicheii Aus- 
fuhrungen ini Yerlaufe der Abhandlung y^Sur V introduction des variables 
continues dans la thcorie des nomhTes‘^ Crelle’s Journal Bd. 41. 

p. 621, Zeile 6, das Komma auf der rechten Seite der Formel ist durcb ciu 
Miiltiplicationszeicheu zu ersetzen. 

p. 630, in der zweiten Formel (7) muss das zweite Glied — lautcn. 


Z waiter Band. 

p. 157 sind die numerischen Coefficient en der Formeln (8) mohrfach falsch aiUgC"*- 
geben, was naeli den beziiglichen Formeln von p. 701 ii. f. zu corrigioren ist 
p. 187, vorletzter Absatz: die singularen Stellen w der niclit - ambigeu ClasKOii 
gehen nicht zu vier, sondern zu sioei bei den Transformationen 1 , A, IF, 
AW des Polygons in eiuander iiber, insofern jene Stellen Fixpunkic 
der Transformation W sind. 

p. 189, damit die Anzahl der Fixpunkte der Substitution W auf dom Transfor- 
mationspolygon Fyj gleich der a. a. 0. angegebenen Classcnanzahl ist, 
mussen die ambigen Formclassen stets und nur dann dojj^peU gezahlt 
werden, wenn ihre rein*asentierenden Punkte w im Polygon nicht a,uf 
der Symmetrielinie der Transformation A von in sich gclegon sind; 
vergl. auch p. 458. 

p. 213, die in der Note namhaft gemachte Arbeit von Gierster ist im und 

nicht im 20**^^ Bande der Mathem, Annalen abgedruckt. 
p. 214, in den vier ersten Congruenzen (8) ist rechter Hand das doppelte Vor- 
zeichen ± zu nehmeu. 

p. 233, nm den im ersten Ahsatz mitgeteilten Satz ausfCihrlich zu beweiseii, annss 
man die Classenanzahlen H_j^ 3 ^(A), recurrentem Wege durcli 

Inversion der Classcnzahlrelatiouen berechnen. 
p. 299, im i 2 weitcn Gliede des Fxponenten dor Formel (12) muss der Nenner 2 
statt S stehen; cf. (1) p. 297. 
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